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本書は，熊本大学教育学部および医学部 (保健学科看護学専攻)受験者のための入
試問題集である．本書には，平成 13年 (2001年)度から平成 26年 (2014年)度までの
2次試験前期日程の問題をすべて掲載した．
第 1章では，過去 14年分の問題 (56題)を分野別に掲載し，分野ごとに学習できる

ように配慮した．
第 2章では，年度別に掲載しているので，120分の制限時間で，どれから解くべき

であるかなど各自が実践的な取り組みを心掛けてもらいたい．
また，年度ごとの問題および解答については，次のサイトに掲載している．

http://kumamoto.s12.xrea.com/ruihi.html

本書の編集にあたり，以下の点に留意した．

1. 解答は，図や解説を充実させ，自学自習ができるように配慮した．

2. 本書は，電子文書 (PDF)での利用を想定し，ハイパーリンクを施した．利用す
る際には，全画面表示 ( Ctrl +L)および描画領域に合わせる ( Ctrl +3)と見や
すくなる．ページスクロールには，( Ctrl +N， Ctrl +H)が利用でき，リンク
(ジャンプ)先から戻る ( Alt + N)，進む ( Alt + H)も利用できる．なお，全画面
表示を解除するには ESC．

3. 本書の最新版は，次のサイトにある．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai kiseki bun.pdf

また，本書の姉妹版である「入試の軌跡　熊本大学　英語」も次のサイトに掲載
しており，併せて活用いただけることを切に願うものである．

http://kumamoto.s12.xrea.com/lis.html

平成 26年 3月　編者
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第 1 章 分野別問題

1.1 方程式と不等式
問題 1 以下の問いに答えよ。 (2012) 解答 (p.45)

(1) kを整数とするとき，xの方程式 x2 − k2 = 12が整数解をもつような kの値をす
べて求めよ。

(2) xの方程式 (2a− 1)x2 + (3a+ 2)x+ a+ 2 = 0が少なくとも 1つ整数解をもつよ
うな整数 aの値とそのときの整数解をすべて求めよ。

1.2 2次関数 (数学 I)

問題 2 aを実数とする。0 5 θ 5 πのとき，関数 y = a cos θ − 2 sin2 θの最大値，最
小値をそれぞれM(a)，m(a)とする。以下の問いに答えよ。 (2008) 解答 (p.46)

(1) M(a)とm(a)を求めよ。

(2) aが実数全体を動くとき，M(a)の最小値とm(a)の最大値を求めよ。

1.3 図形と計量 (数学 I)

問題 3 二等辺三角形ABCにおいて ∠BAC = 120◦，AB = AC = 1とする。辺 BC

上に点Dをとり，ADを一辺とする正三角形ADEをつくるとき，次の問いに答えよ。
(2002) 解答 (p.48)

(1) BD : DC = m : nとするとき，正三角形ADEの面積をm，nで表せ。

(2) 二等辺三角形ABCの面積が正三角形ADEの面積の 3倍になるとき，m : nを
求めよ。

1



2 第 1章 分野別問題

問題 4 四角形ABCDにおいて，

AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = x, BD = y

とする。以下の問いに答えよ。 (2011) 解答 (p.49)

(1) cosA，cosB，cosC，cosDを a，b，c，d，x，yを用いて表せ。

(2) 四角形ABCDが円に内接するとき，

xy = ac+ bd

が成り立つことを示せ。

1.4 図形と方程式 (数学 II)

問題 5 点 (x, y)が連立不等式{
y = x2 − 1

y 5 x+ 1

の表す領域を動くとき，x2+y2−4yの最大値と最小値を求めよ。(2001) 解答 (p.51)

問題 6 a > 1，a > p > 0とする。2直線 l1 : y = 2x−1，l2 : y = aの交点をS，l1とx

軸の交点をTとし，y軸上の点P(0, p)，l1上の点A(1, 1)，l2上の点Q(q, a)をとる。
∠PQS = 135◦，∠AQS = 45◦であるとき，次の問いに答えよ。 (2002) 解答 (p.52)

(1) p，qそれぞれを aで表せ。

(2) ∠PAT = ∠QASであるとき，p，aそれぞれの値を求めよ。

問題 7 円C : x2 + y2 − 4kx+ 2ky − 5 = 0について，次の問いに答えよ。
(2003) 解答 (p.53)

(1) Cは kの値に関係なくある 2つの点A，Bを通る。A，Bの座標を求めよ。た
だし，Aの x座標はBの x座標より小さいとする。

(2) PA : PB = 2 : 1となる点 Pの軌跡を求めよ。

問題 8 円 C1 : x2 + y2 = 1と円 C2 : (x − 2)2 + (y − 4)2 = 5とに点 Pから接線を引
く。PからC1の接点までの距離とC2の接点までの距離との比が 1 : 2になるとする。
このとき，Pの軌跡を求めよ。 (2004) 解答 (p.54)
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1.5 三角関数 (数学 II)

問題 9 整数m，nが1 5 m < nを満たすとき，次の問いに答えよ。(2004) 解答 (p.55)

(1) x > 3ならば，不等式

(mx− 1)(nx− 1) > x2 + 1

が成り立つことを示せ。

(2) tanα =
1

m
，tan β =

1

n
を満たし，かつ tan(α+ β)の値が整数となる角度α，β

があるとする。このような，(m, n)の組をすべて求めよ。

問題 10 次の問いに答えよ。

(1) 三角関数の加法定理またはド・モアブルの定理を用いて，任意の角 θに対し，
次の等式が成り立つことを証明せよ。 (2005) 解答 (p.57)

sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ

(2) θ = 18◦のとき，cos 2θ = sin 3θが成り立つことを示せ。

(3) sin 18◦の値を求めよ。

問題 11 a，bを定数とし，a > bをみたすものとする。

f(x) = a cos2 x+
√
3(a− b) cos x sinx+ b sin2 x

とするとき，次の問いに答えよ。 (2009) 解答 (p.58)

(1) f(x)の最大値が 6，最小値が 2となるときの a，bを求めよ。

(2) (1)で求めた a，bに対して，f(x)を考える。0 5 x 5 πのとき，f(x) > 5とな
る xの範囲を求めよ。

1.6 指数関数と対数関数 (数学 II)

問題 12 関数 f(x) = log2 x+ 2 log2(6− x)の最大値を求めよ。 (2003) 解答 (p.59)
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1.7 微分法と積分法 (数学 II)

問題 13 aを正の定数とし，放物線 y = x2の x = 0の部分が表す曲線を C とする。
また a < tをみたす tに対して，曲線Cと 2つの直線 x = a，y = t2によって囲まれ
る図形の面積を S(t)とおく。このとき次の問いに答えよ。 (2001) 解答 (p.59)

(1)
S(t)

S

(
t+ a

2

) を a，tで表せ。

(2)
S(t)

S

(
t+ a

2

) < 8を示せ。

問題 14 a < −1

2
，b > 1とする。放物線 C : y = ax2 + bと円 x2 + y2 = 1の共有点

が，P1(p, q)，P2(−p, q)の 2点のみとなるとき，次の問いに答えよ。ただし，p > 0

とする。 (2002) 解答 (p.60)

(1) bを aで表せ。

(2) p，qそれぞれを aで表せ。

(3) 座標平面の原点をOとする。∠P1OP2 = 90◦のとき，P1における放物線 Cの
接線と放物線Cおよび y軸とで囲まれる部分の面積を求めよ。

問題 15 放物線 y = x2上に 2点 P，Qがある。P，Qの x座標がそれぞれ a，a + 2

であるとき，次の問いに答えよ。ただし，−2 < a < 0とする。 (2003) 解答 (p.61)

(1) 原点をOとするとき，4OPQの面積 S1を求めよ。

(2) 直線 PQと放物線で囲まれた部分の面積 S2を求めよ。

(3) S2 = 2S1となる aの値を求めよ。

問題 16 関数 f(x) = x2，g(x) = |2x2 − 4|について，次の問いに答えよ。
(2004) 解答 (p.62)

(1) f(x) = g(x)を満たす xの値を求めよ。

(2) y = f(x)のグラフと y = g(x)のグラフとで囲まれた部分の面積を求めよ。

問題 17 座標平面上の点 Pから放物線 y = x2へ 2本の接線が引けて，かつ，この 2

本の接線が直交するような点 Pの軌跡を求めよ。 (2005) 解答 (p.63)
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問題 18 関数 f(x) = |x(x + 1)| − x + 1に対して，y = f(x)のグラフを C とする。
次の問いに答えよ。 (2006) 解答 (p.64)

(1) 曲線C上の点 (a, f(a)) (−1 < a < 0)における接線が 2点 P(−1, 2)，Q(0, 1)

を通る直線に平行になるとき，aの値およびその接線 `の方程式を求めよ。

(2) 放物線 y = x2 + 1と曲線Cで囲まれた図形の面積を求めよ。

(3) (1)の接線 `と曲線Cで囲まれた図形の面積を求めよ。

問題 19 aを定数とする。2つの放物線

C1 : y = −x2, C2 : y = 3(x− 1)2 + a

について，以下の問いに答えよ。 (2007) 解答 (p.65)

(1) C1，C2の両方に接する直線が 2本存在するための aの条件を求めよ。

(2) C1，C2の両方に接する 2本の直線が，直交するときの aの値を求めよ。

問題 20 放物線 y = 4x2 + 3を Cとする。x軸上に点 P(p, 0) (p 6= 0とする)，C上
に点A(p, 4p2 + 3)をとり，点AにおけるCの接線 lと x軸との交点をQ(q, 0)とす
る。さらに，点B(q, 4q2 + 3)におけるCの接線をmとする。以下の問いに答えよ。

(2008) 解答 (p.67)

(1) qを pを用いて表せ。

(2) 接線mが点 Pを通るとする。p，qの値を求めよ。

(3) (2)で求めた p，qに対して，放物線Cと 2つの接線 l，mで囲まれた部分の面
積を求めよ。

問題 21 関数 f(x)を

f(x) =

∫ 2x

x

(
1

7
t2 − 2

3
t− 3

)
dt

で定める。このとき，次の問いに答えよ。 (2009) 解答 (p.68)

(1) f(x) = 0をみたす xをすべて求めよ。

(2) −3 5 x 5 6における f(x)の最小値を求めよ。
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問題 22 関数 y = sin3 x− cos3 x (0 5 x 5 π)について，以下の問いに答えよ。
(2010) 解答 (p.69)

(1) sin x− cos x = tとおいて，tのとり得る値の範囲を求めよ。

(2) yを tの式で表せ。

(3) yの最大値および最小値を求めよ。

問題 23 曲線 C1 : y = x2上の点A(a, a2)における接線が曲線 C2 : y = x2 − 4と交
わる点を B，Cとする。ただし，Bの x座標は Cの x座標より小さいとする。以下
の問いに答えよ。 (2010) 解答 (p.70)

(1) 線分BCの中点MおよびCの座標を aを用いて表せ。

(2) Mを通り y軸に平行な直線，線分MCおよび曲線C2で囲まれた部分の面積を
求めよ。

問題 24 2つの放物線C1 : y = x2，C2 : y = −x2+2x−1

2
を考える。点A

(
t,−t2 + 2t− 1

2

)
におけるC2の接線を `とする。以下の問いに答えよ。 (2011) 解答 (p.71)

(1) `とC1との交点の x座標を，tを用いて表せ。

(2) 点Aの x座標を t = 1 +

√
2

2
とするとき，第 1象限において `，C1および y軸で

囲まれた部分の面積を求めよ。

問題 25 f(θ) = 4

(
sin3 θ

2
+ cos3

θ

2

)
+6

(
sin

θ

2
+ cos

θ

2

)
(sin θ−2)−

√
6(sin θ+1)とお

く。ただし，θの範囲は0 5 θ 5 3

2
πとする。以下の問いに答えよ。(2012) 解答 (p.72)

(1) x = sin
θ

2
+ cos

θ

2
とおくとき，f(θ)を xのみの式で表せ。

(2) f(θ)の最小値そのときの θの値を求めよ。

問題 26 定数 aは 0 < a < 1をみたすとする。曲線 C : y = (x − 1)2と C 上の点
(a, (a− 1)2)における接線 `について，以下の問いに答えよ。 (2012) 解答 (p.73)

(1) 接線 `の方程式を求めよ。

(2) 曲線Cと接線 `および 2直線 x = 0，x = 1とで囲まれた 2つの部分の面積の和
S(a)の最小値とそのときの aの値を求めよ。

(3) 曲線Cと 2直線 x = 0，y = 0とで囲まれ，接線 `の上側にある 2つの部分の面
積の和 T (a)の最小値とそのときの aの値を求めよ。
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問題 27 f(x)を x = −1で極大，x = 2で極小となる 3次関数で∫ 2

0

f ′(x) dx = −5

を満たすものとする。以下の問いに答えよ。 (2013) 解答 (p.74)

(1) f ′(x)を求めよ。

(2) f(x)の極大値と極小値の差を求めよ。

問題 28 4ABCにおいて，

∠BAC = θ, AB = sin θ, AC = | cos θ|

とする。ただし，0 < θ <
π

2
または

π

2
< θ < π とする。以下の問いに答えよ。

(2014) 解答 (p.75)

(1) BC2の最大値と最小値を求めよ。

(2) 4ABCの面積の最大値を求めよ。

問題 29 放物線C : y = ax2 + bx + c (a 6= 0)が点 P(1,−2)とQ(5, 10)を通るとし，
P，QにおけるCの接線をそれぞれ l，mとする。以下の問いに答えよ。

(2014) 解答 (p.76)

(1) b，cをそれぞれ aを用いて表せ。

(2) lとmの交点の y座標が−4であるとき，a，b，cを求めよ。

(3) (2)で求めた a，b，cについて，放物線Cと l，mで囲まれた部分の面積を求めよ。

問題 30 1次関数 fn(x) = anx + bn (n = 1, 2, 3, · · · )は以下の 2つの条件を満たすと
する。

(i) f1(x) = x

(ii) fn+1(x)は整式 Pn(x) =

∫ x

1

6tfn(t) dt を x2 + xで割った余りに等しい。

以下の問いに答えよ。 (2014) 解答 (p.77)

(1) n = 1のとき，an+1，bn+1を an，bnを用いて表せ。

(2) n = 2のとき，|an|と |bn|は偶数であることを示せ。

(3) n = 2のとき，|an|と |bn|は 3の倍数ではないことを示せ。



8 第 1章 分野別問題

1.8 場合の数と確率 (数学A)

問題 31 袋の中に 1から 5までのいずれかの数字を書いた同じ形の札が 15枚入って
いて，それらは 1の札が 1枚，2の札が 2枚，3の札が 3枚，4の札が 4枚，5の札が
5枚からなる。袋の中からこれらの札のうち 3枚を同時にとり出すとき，札に書かれ
ている数の和が偶数，奇数である確率をそれぞれ求めよ。 (2001) 解答 (p.78)

問題 32 さいころを繰り返し投げて，n回目に出た目の数をXnとし，an = X1X2 · · ·Xn

とする。このとき，各nについて，an 5 9となる確率を求めよ。(2002) 解答 (p.78)

問題 33 袋の中に 1から 3までの数を書いた札が 2枚ずつ，計 6枚入っている。この
中から同時に 2枚の札を取り出し，その数をm，nとするとき，次の問いに答えよ。
ただし，m = nとする。 (2003) 解答 (p.79)

(1) m = nとなる確率を求めよ。

(2) 直線 y = x+ cと点 (m, n)との距離の 2乗を Sとする。Sの期待値を求めよ。

(3) Sの期待値が最小になる cの値を求めよ。

問題 34 ボタンを 1回押すごとに，画面に 1，2，3，4のいずれかの数を表示する機
械がある。この機械が数Xを表示する確率は次のとおりである。

X 1 2 3 4

確率 2a b b a

次の問いに答えよ。 (2005) 解答 (p.80)

(1) bを aで表せ。

(2) ボタンを 2回押したときに表示される数のうち小さくないほうの数をZとする
とき，Zの期待値mを aで表せ。

(3) mを最大にする aの値を求めよ。
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問題 35 大小 2つのサイコロを投げて，大きいサイコロの目の数を a，小さいサイコ
ロの目の数を bとする。次の問いに答えよ。 (2006) 解答 (p.81)

(1) 関数 y = ax2 + 2x− bの最小値が−5より小さくなる確率を求めよ。

(2) 関数 y = ax2 + 2x − bのグラフと x軸との交点で，x座標の大きい方を選ぶ。
その x座標が 1より大きくなる確率を求めよ。

(3) 関数 y = ax2 + 2x− bのグラフと関数 y = bx2のグラフが異なる 2点で交わる
確率を求めよ。

問題 36 xy平面上で，点Pは原点を出発点とし，さいころを 1回投げるたびに以下
のように進むものとする。1または 2の目が出たときは x軸方向に 1だけ進み，3の
目が出たときは x軸方向に−1だけ進み，4または 5の目が出たときは y軸方向に 1

だけ進み，6の目が出たときは y軸方向に−1だけ進む。以下の問いに答えよ。
(2007) 解答 (p.82)

(1) さいころを 5回投げるとき，点 Pが座標 (2,−3)の位置にいる確率を求めよ。

(2) さいころを 4回投げるとき，点Pが x軸上のみを動いて最後に原点にいる確率
を求めよ。

(3) さいころを 2回投げるとき，点 Pの x座標の期待値を求めよ。

問題 37 大小 2個のサイコロを投げ，大きいサイコロの目の数を p，小さいサイコロ

の目の数を qとする。y = px2のグラフと y = qx+
1

4
のグラフの交点のうち，x座標

が負のものをA，正のものをBとする。このとき，次の問いに答えよ。
(2009) 解答 (p.83)

(1) 線分ABの中点の x座標が 1より大きくなる確率を求めよ。

(2) Aの x座標が有理数となる確率を求めよ。

問題 38 赤球，白球，黒球，黄球，青球が各 1個ずつ入っている袋が 3つある。各袋
から球を 1個ずつ取り出す。以下の問いに答えよ。 (2010) 解答 (p.84)

(1) 取り出した球の色が 2種類となる確率を求めよ。

(2) 取り出した球の色の数の期待値を求めよ。

問題 39 nを 3以上の奇数として，次の集合を考える。

An =
{

nC1, nC2, · · · , nCn−1
2

}
以下の問いに答えよ。 (2013) 解答 (p.85)

(1) A9のすべての要素を求め，それらの和を求めよ。

(2) nCn−1
2
がAn内の最大の数であることを示せ。

(3) An内の奇数の個数をmとする。mは奇数であることを示せ。
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1.9 論理と集合 (数学A)

問題 40 2つの整数の平方の和で表される整数の集合をAとする。以下の問いに答
えよ。 (2011) 解答 (p.86)

(1) 集合Aのある要素 a2 + b2 (a, bは整数)が 3で割り切れるとき，a，bはともに 3

で割り切れることを示せ。

(2) xを整数とする。9xが集合Aの要素であるとき，xは集合Aの要素であること
を示せ。

1.10 平面上のベクトル (数学B)

問題 41 座標平面上の点Pn(n, 1)，n = 1, 2, · · · に対して，点P1から原点Oと点Pn

(n = 2)を通る直線へ下ろした垂線をP1Qnとし，2つのベクトル
−−→
OP1，

−−−→
QnP1のなす

角を θnとする。このとき，次の問いに答えよ。 (2001) 解答 (p.87)

(1) ベクトル
−−−→
QnP1の成分を求めよ。

(2) cos θnを求めよ。

(3) tan θn < 1.01をみたす最小の nの値を求めよ。

問題 42 4OABの辺AB，OBの中点をそれぞれC，Dとする。辺OA上にOE : EA =

1 : 4となる点 Eをとる。線分OCと線分 BE，ADとの交点をそれぞれ P，Qとし，
線分ADと線分 BEの交点をRとする。~a =

−→
OA，~b =

−→
OBとおくとき，次の問いに

答えよ。 (2006) 解答 (p.89)

(1) ベクトル
−→
PQをベクトル~a，~bで表せ。

(2) ベクトル
−→
PRをベクトル~a，~bで表せ。

(3) |~a| =
√
5，|~b | = 1，内積~a·~b = 1のとき，4PQRの面積を求めよ。

問題 43 原点Oを中心として半径 1の円の第 1象限の部分Cについて考える。

C上に 3点A

(√
2

2
,

√
2

2

)
，P(1, 0)，Q(0, 1)をとる。

s + t = 1を満たす s，t (0 < s < 1，0 < t < 1)に対し，弧AQ上に点Xを 2つのベ
クトル

s2
−→
OA− s

−→
OX, t

−→
OA− t2

−→
OX

が垂直になるようにとる。以下の問いに答えよ。 (2010) 解答 (p.91)

(1)
−→
OAと

−→
OXのなす角を θとするとき，cos θを tを用いて表せ。

(2) cos θのとり得る値の範囲を求めよ。

(3) 4OAXの面積の最大値を求めよ。
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1.11 空間のベクトル (数学B)

問題 44 座標空間内に 4点A(3, 0, 0)，B(0, 2, 1)，C(0, 2, 0)，D(3, 2, 0)を考え，
線分CD上の点P(x, 2, 0)に対して，三角形PABの面積を Sとするとき，次の問い
に答えよ。 (2005) 解答 (p.92)

(1) ∠APB = θとするとき，cos θを xで表せ。

(2) Sの最小値を求めよ。

問題 45 四面体OABCの 6つの辺の長さを

OA =
√
10, OB =

√
5, OC =

√
6, AB =

√
5, AC = 2

√
2, BC =

√
5

とする。以下の問いに答えよ。 (2007) 解答 (p.94)

(1) 内積
−→
OA·

−→
OB，

−→
OA·

−→
OC，

−→
OB·

−→
OC の値をそれぞれ求めよ。

(2)
−→
OH =

1

5

−→
OA +

2

5

−→
OBとおくとき，

−→
CHは

−→
OAと

−→
OBのいずれとも直交すること

を示せ。

(3) 四面体OABCの体積を求めよ。

問題 46 四面体OABCにおいて，
−→
OAと

−→
BCは垂直であり，4OABの面積と4OAC

の面積が等しいとする。このとき，次の問いに答えよ。 (2009) 解答 (p.96)

(1) OB = OCを示せ。

(2) 4ABCの重心をGとするとき，
−→
OGと

−→
BCは垂直であることを示せ。

問題 47 平行六面体OADB-CEGFにおいて，辺OAの中点をM，辺ADを 2 : 3に内
分する点をN，辺DGを 1 : 2に内分する点をLとする。また，辺OCを k : 1−k (0 <

k < 1)に内分する点をKとする。このとき，以下の問いに答えよ。(2011) 解答 (p.97)

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，

−−→
MN，

−→
ML，

−−→
MKを ~a，~b，~cを用いて

表せ。

(2) 3点M，N，Kの定める平面上に点 Lがあるとき，kの値を求めよ。

O A

DB

C E

GF
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問題 48 長方形OABC-DEFGにおいて，OA = OD = 1，OC = 2とし，辺EFの中
点をMとする。また，

−→
OP = t

−→
OD (0 5 t 5 1)とし，点 Pから線分 CMにおろした

垂線と線分 CMとの交点をHとする。~a =
−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
OD とおくとき，以

下の問いに答えよ。 (2013) 解答 (p.98)

(1)
−→
PC，

−−→
CM，

−−→
PMを~a，~c，~dを用いて表せ。

(2)
−→
PHを~a，~c，~d，tを用いて表せ。

(3) |
−→
OP|2 + |

−→
PH|2の最小値を求めよ。

A

E

D

O

B

F

C

G

問題 49 空間内の 1辺の長さ 1の正四面体 OABCにおいて，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，−→

OC = ~cとする。また，点Dを
−→
OD = ~b− ~aを満たす点，点 Eを

−→
OE = ~c− ~aを満た

す点とし，点 PをOAの中点とする。以下の問いに答えよ。 (2014) 解答 (p.93)

(1) 0 < t < 1に対し，BDを t : (1 − t)に内分する点をRとし，CEを (1 − t) : tに
内分する点を Sとする．また，OBと PRの交点をMとし，OCと PSの交点を
Nとする。このとき，

−−→
OMと

−→
ONを，それぞれ t，~b，~cを用いて表せ。

(2) 4OMNの面積を tを用いて表せ。

(3) tが 0 < t < 1の範囲を動くとき，4OMNの面積の最小値を求めよ。

1.12 数列 (数学B)

問題 50 数列 {an}を次のように定める。{
a1 = −2

an+1 + an = 3n− 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

次の問いに答えよ。 (2006) 解答 (p.100)

(1) bn = an −
6n− 7

4
とおくとき，bn+1と bnの関係式を求めよ。

(2) 一般項 anを求めよ。

(3)
50∑
n=1

anの値を求めよ。
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問題 51 数列 {xn}および {yn}は以下の条件を満たしているものとする。

x1 = 8, y1 = −5

xn+1 = 2xn + yn + 3n− 8 (n = 1, 2, 3, · · · )
yn+1 = 2yn + xn − 3n+ 8 (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ。 (2007) 解答 (p.101)

(1) zn = xn + yn，またwn = xn − ynとおく。数列 {zn}および {wn}の一般項を求
めよ。

(2) xy平面上の点 (xn, yn)と直線 y = xとの距離が最小になるような nの値をす
べて求めよ。

問題 52 nを 3以上の自然数とする。以下の問いに答えよ。 (2008) 解答 (p.102)

(1) 2 5 k 5 nを満たす自然数 kについて，k(k−1)nCk = n(n−1)n−2Ck−2を示せ。

(2)
n∑

k=1

k(k − 1)nCkを求めよ。

(3)
n∑

k=1

k2
nCkを求めよ。

問題 53 数列 {an}が

a1 = 0, an =
(n− 1)(n− 2)

2
+

n−1∑
k=1

ak (n = 2, 3, 4, · · · )

によって定められている。以下の問いに答えよ。 (2008) 解答 (p.103)

(1) bn = n + an (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，bn = 1 +
n−1∑
k=1

bk (n = 2, 3, 4, · · · )を

示せ。

(2) 数列 {bn}が等比数列であることを示せ。
(3) anを求めよ。

(4)
n∑

k=1

akを求めよ。
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問題 54 数列 {an}に対して次の漸化式が成り立つとする。

a1 = 1, a2 = 3, an+2 − 5an+1 + 6an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ。 (2012) 解答 (p.104)

(1) 定数 cに対して bn = an + cで定められた数列 {bn}を考える。

bn+2 − 5bn+1 + 6bn = 0 (n = 1, 2, 3 · · · )

を満たす cの値を求めよ。

(2) anを nの式で表せ。

問題 55 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snが

Sn = 2an + n2

で与えられるとき，以下の問いに答えよ。 (2013) 解答 (p.105)

(1) an+1を anを用いて表せ。

(2) anを nの式で表せ。

複素数平面 (2005年以前は数学 Bの範囲)は，2015年度入試問題から復活するこ
とにになったが，新教育課程では数学 IIIの範囲に入っている．そのため，新課程に
おいても出題の範囲外であり，学習する必要はないが，参考までに掲載した．

1.13 複素数平面 (数学B旧課程)

問題 56 複素数 α，βを α = 1 + 2i，β = 4 + 4iとする。次の問いに答えよ。
(2004) 解答 (p.106)

(1) |α− β|の値を求めよ。ただし，βは βの共役複素数を表す。

(2) 次の値を最小にする実数 xを求めよ。

|x− α|+ |x− β|
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2008年度までの一般前期試験において，数学の問題は文系・理系の 2種類の試験
問題であり，文系の問題 4題中 1題または 2題が理系 (医学科を含む)との共通問題
であった．そのため，文系の受験生にとってやや難しい問題にも取り組まなければ
ならなかった．

2001 文系 3は理系 2に同じ
2002 文系 2は理系 1，文系 3は理系 2に同じ
2003 文系 1は理系 1に同じ
2004 文系 1は理系 1，文系 2は理系 2に同じ
2005 文系 3は理系 1，文系 4は理系 2同じ
2006 文系 1は理系 1に同じ
2007 文系 3は理系 1(1)(2)に同じ
2008 文系 3は理系 1，文系 4は理系 2に同じ

2009年度以降，医学部医学科は独自問題となり，一般前期の数学の試験問題は，文
系 (保健学科を含む)，理系 (医学科の除く)，医学科の 3種類となる．これ以降，文系
数学と理系数学の共通問題は少なくなり，文系数学の試験問題は易化した．

2009 共通問題なし
2010 共通問題なし
2011 文系 4は理系 2(1)(2)に同じ
2012 文系 1は理系 1に同じ
2013 文系 4は理系 1に同じ
2014 文系 1は理系 1に同じ

近年，文系数学の高得点者が増えており，教育学部を中心に数学選択者が一般前
期試験で挽回したケースが顕著になったという受験調査機関の報告がある．

15
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文系 (2009年度)出題分野

科　目 分　野 出　題　内　容
1 数学 II 微分法と積分法 関数の最小値
2 数学A 場合の数と確率 さいころ目と関数の係数
3 数学 II 三角関数 最大値・最小値，三角不等式
4 数学B 空間のベクトル 図形への応用

1 (1) 式のとおりに計算するだけの基本題

(2) (1)の結果から 3次関数の増減を調べ，その最小値を求める．

2 (1) まず，p，qの値に関係なく，2つのグラフは 2点で交わることを示し，解
と係数の関係を用いて，p，qのみたす条件を導き，その確率を求める．

(2) px2 − qx− 1

4
= 0の判別式 q2 + pが平方数となる確率を求める．

3 (1) 2倍角の公式から

cos2x =
1 + cos 2x

2
, sinx cosx =

sin 2x

2
, sin2 x =

1− cos 2x

2

であり，さらに三角関数の合成の公式に適用する．

(2) (1)の結果を用いて三角不等式を解く．

4 (1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c とおくと，

−→
OA⊥

−→
BC より

~a·(~c−~b) = 0 ゆえに ~a·~b = ~a·~c

上式と次の面積の公式を利用して証明することもできる．

4OAB =
1

2

√
|~a |2|~b |2 − (~a·~b)2， 4OAC =

1

2

√
|~a |2|~c |2 − (~a·~c)2

(2) (1)で示した~a·~b = ~a·~c，|~b | = |~c |を用いて，
−→
OG·

−→
BC = 0を示す．
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文系 (2010年度)出題分野

科　目 分　野 出　題　内　容
1 数学 II 微分法と積分法 三角関数の最大値・最小値
2 数学 II 微分法と積分法 接線・面積
3 数学 II 場合の数と確率 確率・期待値
4 数学B 平面上のベクトル 円周上の点の位置ベクトルと内積

1 (1) 0 5 x 5 πであることに注意して，三角関数の合成により tの値の範囲を
定める．

(2) 典型的な頻出問題であり，2012年にも類題が出題されている．

(3) (2)の結果から，3次関数の最大値・最小値を求める問題である．

2 (1) 基本題

(2) 単なる面積を計算する問題であるが，適切に積分公式を適用することがポ
イントである．

3 (1) 球の色が 1色である確率は
5

53
=

1

25
，

球の色が 3色である確率は 5P3

53
=

12

25

したがって，球の色が 2色である確率は，次のように求めることもできる．

1−
(

1

25
+

12

25

)
=

12

25

(2) 基本題

4 (1) 2つのベクトルの内積が 0であることを利用する．

(2) 0 < t < 1のとき
5

4
5 −t2 + t+ 1 < 1であることを利用する．

(3) (2)の結果から，0 < sin θ 5 3

5
であり，4OAXの面積は

1

2
sin θである．
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文系 (2011年度)出題分野

科　目 分　野 出　題　内　容
1 数学 I 図形と計量 トレミーの定理
2 数学A 論理と集合 整数と集合
3 数学 II 微分法と積分法 接線の方程式，面積
4 数学B 空間のベクトル ベクトルの図形への応用

1 (1) 余弦定理に関する基本題

(2) 余弦定理によるパターン化した証明法で演習問題などで解いたことのある
受験生にとっては落ちついて解答できた問題である．なお，トレミーの定
理は複素数平面でよく登場した問題でもある．

2 (1) kを整数とし，a，bを 3k，3k ± 1の形で表すとよい．

(2) (1)の結果を利用すれば，論理的展開は簡単である．

3 (1) 典型的な接線の問題と放物線と直線の共有点に関する問題であり，計算力
だけを問う問題である．

(2) 単純な定積分による面積を求める問題であるが，(1)の結果を利用して `

とC1の共有点の x座標を求める計算がポイント．

4 (1) 基本題

(2) 3点M，N，Kを通る平面をαとする．αを1次独立なベクトルA(~a)，B(~b)，
C(~c)を用いて媒介変数表示をする．これとLの位置ベクトルが~a，~b，~cを
用いて一意的に表されることにより kを求める．
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文系 (2012年度)出題分野

科　目 分　野 出　題　内　容
1 数学 I 方程式と不等式 2次方程式の整数解
2 数学B 数列 漸化式
3 数学 II 微分・積分 三角関数の最小値
4 数学 II 微分・積分 接線・面積

1 (1) 偶奇性および x2 − k2 = |x|2 − |k|2と変形することがポイント．

(2) 有理数を解に持つから，2次方程式の判別式 a2 + 12が整数かつ平方数と
なることに注目する．このとき，整数 lを用いて，a2 + 12 = l2とおくと，
l2 − a2 = 12となり，(1)の結果が利用できる．

2 (1) 基本題

(2) 数列 {bn+1 − 2bn}および数列 {bn+1 − 3bn}は等比数列である．

3 (1) 2010年にも類題が出題されている頻出問題である．

(2) (1)の結果から，xの 3次関数のとして最小値を求める．

4 (1) 基本題

(2) S(a)は aの 2次式となり，aの 2次関数としてその最小値を求める．

(3) T (a)は aの 3次式となり，aの 3次関数として，その増減を調べる．
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文系 (2013年度)出題分野

科　目 分　野 出　題　内　容
1 数学A 場合の数と確率 場合の数
2 数学 II 微分・積分 関数の極値
3 数学B 空間のベクトル ベクトルの応用
4 数学B 数列 漸化式

1 (1) 基本問題

(2) 最後の理論的な根拠を示すのが難しい．

2 (1) f ′(x)は 2次式で，x+ 1，x− 2を因数にもつことに注意する．

(2) f ′(x)を積分してから求めてもよい．

3 (1) 基本問題

(2)
−→
CH =

(
−→
CP·

−−→
CM)

|
−−→
CM|2

−−→
CMを利用する．

(3) 2次関数の最小値の問題．

4 (1) an+1 = Sn+1 − Snを利用する．

(2) (1)で得られた漸化式 an+1 = 2an−2n−1に対して，−2n−1がnの 1次式
であるから，nの 1次式 f(n)を用いた補助方程式 f(n+1) = 2f(n)−2n−1

を利用する．
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文系 (2014年度)出題分野

科　目 分　野 出　題　内　容
1 数学B 空間のベクトル ベクトルの図形への応用
2 数学 II 微分・積分 関数の極値
3 数学 II 微分・積分 面積
4 数学 II 微分・積分 数列との融合問題

1 理系と共通問題

(1) 相似な三角形に気付くかがポイント．

(2) (1)の結果から容易に求められる．

(3) 分子は定数であるから，分母の 2次式だけに注意すればよい．

2 (1) 余弦定理

(2) u = | cos θ|とおく．

3 (1) 基本問題

(2) 2本の接線 l，mを aを用いて表す．

(3) 放物線とその接線で囲まれた図形の面積は熊大文系の頻出問題．

4 (1) 積分法と数列 (融合問題)．数列の融合問題は新傾向．

(2) akと bkが偶数であるとき，次式から ak+1と bk+1はともに偶数．

ak+1 = 2ak − 3bk, bk+1 = −2ak − 3bk

= 2(ak − bk)− bk = −2(ak + bk)− bk

(3) akと bkが 3の倍数でないとき，次式から ak+1と bk+1はともに 3の倍数で
ない．

ak+1 = 2ak − 3bk, bk+1 = −2ak − 3bk

= 3(ak − bk)− ak = −3(ak + bk) + ak
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文系 (2001-2005)出題分野

01 02 03 04 05

方程式と不等式
I 2次関数
図形と計量 1

式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 1 3 3 1

三角関数 2 2

指数関数と対数関数 2

微分法と積分法 2 4 4 4 1

場合の数と確率 4 2 1 4

A 論理と集合
平面図形
平面上のベクトル 3

B 空間のベクトル 3

数列
複素数平面 (旧課程) 3

1～4は問題番号
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文系 (2006-2014)出題分野

06 07 08 09 10 11 12 13 14

方程式と不等式 1

I 2次関数 1

図形と計量 1

式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式
三角関数 3

指数関数と対数関数

微分法と積分法 3 3 3 1 1
2

3 3
4

2
2
3
4

場合の数と確率 1 1 2 3 1

A 論理と集合 2

平面図形
平面上のベクトル 4 4

B 空間のベクトル 2 4 4 3 1

数列 2 4 2
4

2 4

1～4は問題番号

数学 IIの『微分法と積分法』の分野からは常に出題されており，微分法だけの出題
(01,05,07)，積分法だけの出題 (03,04)，微分法・積分法からの出題 (02,06,08,09,10,11,12,13,14)

であった．また，『図形と方程式』の分野との融合問題 (02,05,07)，『三角関数』の分野
との融合問題 (10,12)，『対数関数』の分野との融合問題 (03)が出題されている．
数学Aの『場合の数と確率』の分野からの出題も多く，1次関数・2次関数のグラ

フとの融合問題が出題されている (03,06,09)．
数学 Iの分野からの出題は少ないが，計算力や判別式を使った処理能力を習得する

必要がある．また，数学 IIの『複素数と方程式』の解と係数の関係なども重要な計
算法である．
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入学試験には，制限時間があるので，効率的に取り組まなければならない．
積分の分野の公式として，次の公式があるが，2002年度，2010年度，2012年度，

2014年度の試験問題では，これを利用した方が効率的である．� �
1

∫
(x + k)n dx =

1

n + 1
(x + k)n+1 + C (n = 1, 2, 3, · · · )

2

∫
(ax + b)n dx =

1

a(n + 1)
(ax + b)n+1 + C (n = 1, 2, 3, · · · )

� �
定積分の代表的な公式に，次の公式があるが，2003年度および 2006年度の試験問

題では，これを利用した方が煩雑な計算をせずに，正解を導くことができる．� �
∫ β

α

(x − α)(x − β) dx = −
1

6
(β − α)3

� �
ベクトルの分野では，2006年度の『平面上のベクトル』，2005年度および 2009年

度の『空間のベクトル』で三角形の面積の公式を利用できる問題が出題されている
ことも特徴である．� �

4ABCの面積 Sについて，次が成り立つ．

S =
1

2

√
|−→AB|2|−→AC|2 − (

−→
AB·−→AC)2� �

数列の分野から出題は，すべて設問による誘導があるので，解き易い．また，問題
パターンが決まっているので，準備さえしておけば高得点が狙える分野でもある．
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2.1 2001年度
1 点 (x, y)が連立不等式{

y = x2 − 1

y 5 x+ 1

の表す領域を動くとき，x2+y2−4yの最大値と最小値を求めよ。解答 5 (p.51)

2 aを正の定数とし，放物線 y = x2の x = 0の部分が表す曲線をCとする。また
a < tをみたす tに対して，曲線Cと 2つの直線 x = a，y = t2によって囲まれ
る図形の面積を S(t)とおく。このとき次の問いに答えよ。 解答 13 (p.59)

(1)
S(t)

S

(
t+ a

2

) を a，tで表せ。

(2)
S(t)

S

(
t+ a

2

) < 8を示せ。

3 座標平面上の点 Pn(n, 1)，n = 1, 2, · · · に対して，点 P1から原点 Oと点 Pn

(n = 2)を通る直線へ下ろした垂線を P1Qnとし，2つのベクトル
−−→
OP1，

−−−→
QnP1

のなす角を θnとする。このとき，次の問いに答えよ。 解答 41 (p.87)

(1) ベクトル
−−−→
QnP1の成分を求めよ。

(2) cos θnを求めよ。

(3) tan θn < 1.01をみたす最小の nの値を求めよ。

4 袋の中に 1から 5までのいずれかの数字を書いた同じ形の札が 15枚入っていて，
それらは 1の札が 1枚，2の札が 2枚，3の札が 3枚，4の札が 4枚，5の札が 5

枚からなる。袋の中からこれらの札のうち 3枚を同時にとり出すとき，札に書
かれている数の和が偶数，奇数である確率をそれぞれ求めよ。解答 31 (p.78)
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2.2 2002年度
1 二等辺三角形ABCにおいて∠BAC = 120◦，AB = AC = 1とする。辺 BC上
に点Dをとり，ADを一辺とする正三角形ADEをつくるとき，次の問いに答
えよ。 解答 3 (p.48)

(1) BD : DC = m : nとするとき，正三角形ADEの面積をm，nで表せ。

(2) 二等辺三角形ABCの面積が正三角形ADEの面積の3倍になるとき，m : n

を求めよ。

2 さいころを繰り返し投げて，n回目に出た目の数をXnとし，an = X1X2 · · ·Xn

とする。このとき，各nについて，an 5 9となる確率を求めよ。解答 32 (p.78)

3 a > 1，a > p > 0とする。2直線 l1 : y = 2x− 1，l2 : y = aの交点を S，l1と x

軸の交点を Tとし，y軸上の点 P(0, p)，l1上の点A(1, 1)，l2上の点Q(q, a)

をとる。∠PQS = 135◦，∠AQS = 45◦であるとき，次の問いに答えよ。
解答 6 (p.52)

(1) p，qそれぞれを aで表せ。

(2) ∠PAT = ∠QASであるとき，p，aそれぞれの値を求めよ。

4 a < −1

2
，b > 1とする。放物線 C : y = ax2 + bと円 x2 + y2 = 1の共有点が，

P1(p, q)，P2(−p, q)の 2点のみとなるとき，次の問いに答えよ。ただし，p > 0

とする。 解答 14 (p.60)

(1) bを aで表せ。

(2) p，qそれぞれを aで表せ。

(3) 座標平面の原点をOとする。∠P1OP2 = 90◦のとき，P1における放物線
Cの接線と放物線Cおよび y軸とで囲まれる部分の面積を求めよ。
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2.3 2003年度
1 袋の中に 1から 3までの数を書いた札が 2枚ずつ，計 6枚入っている。この中
から同時に 2枚の札を取り出し，その数をm，nとするとき，次の問いに答え
よ。ただし，m = nとする。 解答 33 (p.79)

(1) m = nとなる確率を求めよ。

(2) 直線 y = x + cと点 (m, n)との距離の 2乗を Sとする。Sの期待値を求
めよ。

(3) Sの期待値が最小になる cの値を求めよ。

2 関数 f(x) = log2 x+ 2 log2(6− x)の最大値を求めよ。 解答 12 (p.59)

3 円C : x2+y2−4kx+2ky−5 = 0について，次の問いに答えよ。解答 7 (p.53)

(1) Cは kの値に関係なくある 2つの点A，Bを通る。A，Bの座標を求めよ。
ただし，Aの x座標はBの x座標より小さいとする。

(2) PA : PB = 2 : 1となる点 Pの軌跡を求めよ。

4 放物線 y = x2上に 2点P，Qがある。P，Qの x座標がそれぞれ a，a+ 2であ
るとき，次の問いに答えよ。ただし，−2 < a < 0とする。 解答 15 (p.61)

(1) 原点をOとするとき，4OPQの面積 S1を求めよ。

(2) 直線 PQと放物線で囲まれた部分の面積 S2を求めよ。

(3) S2 = 2S1となる aの値を求めよ。
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2.4 2004年度
1 円C1 : x

2 + y2 = 1と円C2 : (x− 2)2 + (y − 4)2 = 5とに点 Pから接線を引く。
Pから C1の接点までの距離と C2の接点までの距離との比が 1 : 2になるとす
る。このとき，Pの軌跡を求めよ。 解答 8 (p.54)

2 整数m，nが 1 5 m < nを満たすとき，次の問いに答えよ。 解答 9 (p.55)

(1) x > 3ならば，不等式

(mx− 1)(nx− 1) > x2 + 1

が成り立つことを示せ。

(2) tanα =
1

m
，tan β =

1

n
を満たし，かつ tan(α+ β)の値が整数となる角度

α，βがあるとする。このような，(m, n)の組をすべて求めよ。

3 複素数 α，βを α = 1 + 2i，β = 4 + 4iとする。次の問いに答えよ。
(旧課程) 解答 56 (p.106)

(1) |α− β|の値を求めよ。ただし，βは βの共役複素数を表す。

(2) 次の値を最小にする実数 xを求めよ。

|x− α|+ |x− β|

4 関数 f(x) = x2，g(x) = |2x2−4|について，次の問いに答えよ。解答 16 (p.62)

(1) f(x) = g(x)を満たす xの値を求めよ。

(2) y = f(x)のグラフと y = g(x)のグラフとで囲まれた部分の面積を求めよ。
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2.5 2005年度
1 座標平面上の点 Pから放物線 y = x2へ 2本の接線が引けて，かつ，この 2本
の接線が直交するような点 Pの軌跡を求めよ。 解答 17 (p.63)

2 次の問いに答えよ。 解答 10 (p.57)

(1) 三角関数の加法定理またはド・モアブルの定理を用いて，任意の角 θに対
し，次の等式が成り立つことを証明せよ。

sin 3θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ

(2) θ = 18◦のとき，cos 2θ = sin 3θが成り立つことを示せ。

(3) sin 18◦の値を求めよ。

3 座標空間内に 4点A(3, 0, 0)，B(0, 2, 1)，C(0, 2, 0)，D(3, 2, 0)を考え，線
分CD上の点 P(x, 2, 0)に対して，三角形 PABの面積を Sとするとき，次の
問いに答えよ。 解答 44 (p.92)

(1) ∠APB = θとするとき，cos θを xで表せ。

(2) Sの最小値を求めよ。

4 ボタンを 1回押すごとに，画面に 1，2，3，4のいずれかの数を表示する機械が
ある。この機械が数Xを表示する確率は次のとおりである。

X 1 2 3 4

確率 2a b b a

次の問いに答えよ。 解答 34 (p.80)

(1) bを aで表せ。

(2) ボタンを 2回押したときに表示される数のうち小さくないほうの数をZと
するとき，Zの期待値mを aで表せ。

(3) mを最大にする aの値を求めよ。
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2.6 2006年度
1 大小 2つのサイコロを投げて，大きいサイコロの目の数を a，小さいサイコロ
の目の数を bとする。次の問いに答えよ。 解答 35 (p.81)

(1) 関数 y = ax2 + 2x− bの最小値が−5より小さくなる確率を求めよ。

(2) 関数 y = ax2 + 2x− bのグラフと x軸との交点で，x座標の大きい方を選
ぶ。その x座標が 1より大きくなる確率を求めよ。

(3) 関数 y = ax2 + 2x− bのグラフと関数 y = bx2のグラフが異なる 2点で交
わる確率を求めよ。

2 数列 {an}を次のように定める。{
a1 = −2

an+1 + an = 3n− 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

次の問いに答えよ。 解答 50 (p.100)

(1) bn = an −
6n− 7

4
とおくとき，bn+1と bnの関係式を求めよ。

(2) 一般項 anを求めよ。

(3)
50∑
n=1

anの値を求めよ。

3 関数 f(x) = |x(x+ 1)| − x+ 1に対して，y = f(x)のグラフをCとする。次の
問いに答えよ。 解答 18 (p.64)

(1) 曲線 C 上の点 (a, f(a)) (−1 < a < 0)における接線が 2点 P(−1, 2)，
Q(0, 1)を通る直線に平行になるとき，aの値およびその接線 `の方程式
を求めよ。

(2) 放物線 y = x2 + 1と曲線Cで囲まれた図形の面積を求めよ。

(3) (1)の接線 `と曲線Cで囲まれた図形の面積を求めよ。

4 4OABの辺AB，OBの中点をそれぞれC，Dとする。辺OA上にOE : EA =

1 : 4となる点 Eをとる。線分OCと線分 BE，ADとの交点をそれぞれ P，Q

とし，線分ADと線分 BEの交点を Rとする。~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおくとき，

次の問いに答えよ。 解答 42 (p.89)

(1) ベクトル
−→
PQをベクトル~a，~bで表せ。

(2) ベクトル
−→
PRをベクトル~a，~bで表せ。

(3) |~a| =
√
5，|~b | = 1，内積~a·~b = 1のとき，4PQRの面積を求めよ。
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2.7 2007年度
1 xy平面上で，点 Pは原点を出発点とし，さいころを 1回投げるたびに以下の
ように進むものとする。1または 2の目が出たときは x軸方向に 1だけ進み，3

の目が出たときは x軸方向に−1だけ進み，4または 5の目が出たときは y軸
方向に 1だけ進み，6の目が出たときは y軸方向に−1だけ進む。以下の問いに
答えよ。 解答 36 (p.82)

(1) さいころを 5回投げるとき，点 Pが座標 (2,−3)の位置にいる確率を求
めよ。

(2) さいころを 4回投げるとき，点Pが x軸上のみを動いて最後に原点にいる
確率を求めよ。

(3) さいころを 2回投げるとき，点 Pの x座標の期待値を求めよ。

2 四面体OABCの 6つの辺の長さを

OA =
√
10, OB =

√
5, OC =

√
6, AB =

√
5, AC = 2

√
2, BC =

√
5

とする。以下の問いに答えよ。 解答 46 (p.94)

(1) 内積
−→
OA·

−→
OB，

−→
OA·

−→
OC，

−→
OB·

−→
OC の値をそれぞれ求めよ。

(2)
−→
OH =

1

5

−→
OA+

2

5

−→
OBとおくとき，

−→
CHは

−→
OAと

−→
OBのいずれとも直交する

ことを示せ。

(3) 四面体OABCの体積を求めよ。

3 aを定数とする。2つの放物線

C1 : y = −x2, C2 : y = 3(x− 1)2 + a

について，以下の問いに答えよ。 解答 19 (p.65)

(1) C1，C2の両方に接する直線が 2本存在するための aの条件を求めよ。

(2) C1，C2の両方に接する 2本の直線が，直交するときの aの値を求めよ。
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4 数列 {xn}および {yn}は以下の条件を満たしているものとする。

x1 = 8, y1 = −5

xn+1 = 2xn + yn + 3n− 8 (n = 1, 2, 3, · · · )
yn+1 = 2yn + xn − 3n+ 8 (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ。 解答 51 (p.101)

(1) zn = xn + yn，またwn = xn − ynとおく。数列 {zn}および {wn}の一般項
を求めよ。

(2) xy平面上の点 (xn, yn)と直線 y = xとの距離が最小になるような nの値
をすべて求めよ。
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2.8 2008年度
1 aを実数とする。0 5 θ 5 πのとき，関数 y = a cos θ − 2 sin2 θの最大値，最小
値をそれぞれM(a)，m(a)とする。以下の問いに答えよ。 解答 2 (p.46)

(1) M(a)とm(a)を求めよ。

(2) aが実数全体を動くとき，M(a)の最小値とm(a)の最大値を求めよ。

2 nを 3以上の自然数とする。以下の問いに答えよ。 解答 52 (p.102)

(1) 2 5 k 5 nを満たす自然数 kについて，k(k− 1)nCk = n(n− 1)n−2Ck−2を
示せ。

(2)
n∑

k=1

k(k − 1)nCkを求めよ。

(3)
n∑

k=1

k2
nCkを求めよ。

3 放物線 y = 4x2 + 3をCとする。x軸上に点P(p, 0) (p 6= 0とする)，C上に点
A(p, 4p2 +3)をとり，点AにおけるCの接線 lと x軸との交点をQ(q, 0)とす
る。さらに，点B(q, 4q2 + 3)におけるCの接線をmとする。以下の問いに答
えよ。 解答 20 (p.67)

(1) qを pを用いて表せ。

(2) 接線mが点 Pを通るとする。p，qの値を求めよ。

(3) (2)で求めた p，qに対して，放物線Cと 2つの接線 l，mで囲まれた部分
の面積を求めよ。
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4 数列 {an}が

a1 = 0, an =
(n− 1)(n− 2)

2
+

n−1∑
k=1

ak (n = 2, 3, 4, · · · )

によって定められている。以下の問いに答えよ。 解答 53 (p.103)

(1) bn = n+ an (n = 1, 2, 3, · · · )とおくとき，bn = 1+
n−1∑
k=1

bk (n = 2, 3, 4, · · · )

を示せ。

(2) 数列 {bn}が等比数列であることを示せ。

(3) anを求めよ。

(4)
n∑

k=1

akを求めよ。
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2.9 2009年度
1 関数 f(x)を

f(x) =

∫ 2x

x

(
1

7
t2 − 2

3
t− 3

)
dt

で定める。このとき，次の問いに答えよ。 解答 21 (p.68)

(1) f(x) = 0をみたす xをすべて求めよ。

(2) −3 5 x 5 6における f(x)の最小値を求めよ。

2 大小 2個のサイコロを投げ，大きいサイコロの目の数を p，小さいサイコロの

目の数を qとする。y = px2のグラフと y = qx +
1

4
のグラフの交点のうち，x

座標が負のものをA，正のものをBとする。このとき，次の問いに答えよ。
解答 37 (p.83)

(1) 線分ABの中点の x座標が 1より大きくなる確率を求めよ。

(2) Aの x座標が有理数となる確率を求めよ。

3 a，bを定数とし，a > bをみたすものとする。

f(x) = a cos2 x+
√
3(a− b) cos x sin x+ b sin2 x

とするとき，次の問いに答えよ。 解答 11 (p.58)

(1) f(x)の最大値が 6，最小値が 2となるときの a，bを求めよ。

(2) (1)で求めた a，bに対して，f(x)を考える。0 5 x 5 πのとき，f(x) > 5

となる xの範囲を求めよ。

4 四面体OABCにおいて，
−→
OAと

−→
BCは垂直であり，4OABの面積と4OACの

面積が等しいとする。このとき，次の問いに答えよ。 解答 47 (p.96)

(1) OB = OCを示せ。

(2) 4ABCの重心をGとするとき，
−→
OGと

−→
BCは垂直であることを示せ。
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2.10 2010年度
1 関数 y = sin3 x− cos3 x (0 5 x 5 π)について，以下の問いに答えよ。

解答 22 (p.69)

(1) sinx− cosx = tとおいて，tのとり得る値の範囲を求めよ。

(2) yを tの式で表せ。

(3) yの最大値および最小値を求めよ。

2 曲線C1 : y = x2上の点A(a, a2)における接線が曲線C2 : y = x2 − 4と交わる
点をB，Cとする。ただし，Bの x座標はCの x座標より小さいとする。以下
の問いに答えよ。 解答 23 (p.70)

(1) 線分BCの中点MおよびCの座標を aを用いて表せ。

(2) Mを通り y軸に平行な直線，線分MCおよび曲線C2で囲まれた部分の面
積を求めよ。

3 赤球，白球，黒球，黄球，青球が各 1個ずつ入っている袋が 3つある。各袋か
ら球を 1個ずつ取り出す。以下の問いに答えよ。 解答 38 (p.84)

(1) 取り出した球の色が 2種類となる確率を求めよ。

(2) 取り出した球の色の数の期待値を求めよ。

4 原点Oを中心として半径 1の円の第 1象限の部分Cについて考える。

C上に 3点A

(√
2

2
,

√
2

2

)
，P(1, 0)，Q(0, 1)をとる。

s+ t = 1を満たす s，t (0 < s < 1，0 < t < 1)に対し，弧AQ上に点Xを 2つ
のベクトル

s2
−→
OA− s

−→
OX, t

−→
OA− t2

−→
OX

が垂直になるようにとる。以下の問いに答えよ。 解答 43 (p.91)

(1)
−→
OAと

−→
OXのなす角を θとするとき，cos θを tを用いて表せ。

(2) cos θのとり得る値の範囲を求めよ。

(3) 4OAXの面積の最大値を求めよ。
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2.11 2011年度
1 四角形ABCDにおいて，

AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = x, BD = y

とする。以下の問いに答えよ。 解答 4 (p.49)

(1) cosA，cosB，cosC，cosDを a，b，c，d，x，yを用いて表せ。

(2) 四角形ABCDが円に内接するとき，

xy = ac+ bd

が成り立つことを示せ。

2 2つの整数の平方の和で表される整数の集合をAとする。以下の問いに答えよ。
解答 40 (p.86)

(1) 集合Aのある要素 a2 + b2 (a, bは整数)が 3で割り切れるとき，a，bはと
もに 3で割り切れることを示せ。

(2) xを整数とする。9xが集合Aの要素であるとき，xは集合Aの要素であ
ることを示せ。

3 2つの放物線C1 : y = x2，C2 : y = −x2+2x−1

2
を考える。点A

(
t,−t2 + 2t− 1

2

)
におけるC2の接線を `とする。以下の問いに答えよ。 解答 24 (p.71)

(1) `とC1との交点の x座標を，tを用いて表せ。

(2) 点Aの x座標を t = 1 +

√
2

2
とするとき，第 1象限において `，C1および

y軸で囲まれた部分の面積を求めよ。
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4 平行六面体 OADB-CEGFにおいて，辺 OAの中点を M，辺 ADを 2 : 3に
内分する点を N，辺 DGを 1 : 2に内分する点を Lとする。また，辺 OCを
k : 1− k (0 < k < 1)に内分する点をKとする。このとき，以下の問いに答え
よ。 解答 48 (p.97)

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，

−−→
MN，

−→
ML，

−−→
MKを~a，~b，~cを用

いて表せ。

(2) 3点M，N，Kの定める平面上に点 Lがあるとき，kの値を求めよ。

O A

DB

C E

GF
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2.12 2012年度
1 以下の問いに答えよ。 解答 1 (p.45)

(1) kを整数とするとき，xの方程式 x2 − k2 = 12が整数解をもつような kの
値をすべて求めよ。

(2) xの方程式 (2a− 1)x2 + (3a+ 2)x+ a+ 2 = 0が少なくとも 1つ整数解を
もつような整数 aの値とそのときの整数解をすべて求めよ。

2 数列 {an}に対して次の漸化式が成り立つとする。

a1 = 1, a2 = 3, an+2 − 5an+1 + 6an = 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ。 解答 54 (p.104)

(1) 定数 cに対して bn = an + cで定められた数列 {bn}を考える。

bn+2 − 5bn+1 + 6bn = 0 (n = 1, 2, 3 · · · )

を満たす cの値を求めよ。

(2) anを nの式で表せ。

3 f(θ) = 4

(
sin3 θ

2
+ cos3

θ

2

)
+6

(
sin

θ

2
+ cos

θ

2

)
(sin θ−2)−

√
6(sin θ+1)とおく。

ただし，θの範囲は 0 5 θ 5 3

2
πとする。以下の問いに答えよ。解答 25 (p.72)

(1) x = sin
θ

2
+ cos

θ

2
とおくとき，f(θ)を xのみの式で表せ。

(2) f(θ)の最小値そのときの θの値を求めよ。

4 定数 aは 0 < a < 1をみたすとする。曲線 C : y = (x − 1)2 と C 上の点
(a, (a− 1)2)における接線 `について，以下の問いに答えよ。 解答 26 (p.73)

(1) 接線 `の方程式を求めよ。

(2) 曲線Cと接線 `および 2直線 x = 0，x = 1とで囲まれた 2つの部分の面
積の和 S(a)の最小値とそのときの aの値を求めよ。

(3) 曲線Cと 2直線 x = 0，y = 0とで囲まれ，接線 `の上側にある 2つの部
分の面積の和 T (a)の最小値とそのときの aの値を求めよ。
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2.13 2013年度
1 nを 3以上の奇数として，次の集合を考える。

An =
{

nC1, nC2, · · · , nCn−1
2

}
以下の問いに答えよ。 解答 39 (p.85)

(1) A9のすべての要素を求め，それらの和を求めよ。

(2) nCn−1
2
がAn内の最大の数であることを示せ。

(3) An内の奇数の個数をmとする。mは奇数であることを示せ。

2 f(x)を x = −1で極大，x = 2で極小となる 3次関数で∫ 2

0

f ′(x) dx = −5

を満たすものとする。以下の問いに答えよ。 解答 27 (p.74)

(1) f ′(x)を求めよ。

(2) f(x)の極大値と極小値の差を求めよ。
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3 直方体OABC-DEFGにおいて，OA = OD = 1，OC = 2とし，辺 EFの中点
をMとする。また，

−→
OP = t

−→
OD (0 5 t 5 1)とし，点Pから線分CMにおろし

た垂線と線分CMとの交点をHとする。~a =
−→
OA，~c =

−→
OC，~d =

−→
OD とおくと

き，以下の問いに答えよ。 解答 49 (p.98)

(1)
−→
PC，

−−→
CM，

−−→
PMを~a，~c，~dを用いて表せ。

(2)
−→
PHを~a，~c，~d，tを用いて表せ。

(3) |
−→
OP|2 + |

−→
PH|2の最小値を求めよ。

A

E

D

O

B

F

C

G

4 数列 {an}の初項から第 n項までの和 Snが

Sn = 2an + n2

で与えられるとき，以下の問いに答えよ。 解答 55 (p.105)

(1) an+1を anを用いて表せ。

(2) anを nの式で表せ。
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2.14 2014年度
1 空間内の 1辺の長さ 1の正四面体OABCにおいて，

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c

とする。また，点Dを
−→
OD = ~b − ~aを満たす点，点 Eを

−→
OE = ~c − ~aを満たす

点とし，点 PをOAの中点とする。以下の問いに答えよ。 解答 45 (p.93)

(1) 0 < t < 1に対し，BDを t : (1− t)に内分する点をRとし，CEを (1− t) : t

に内分する点を Sとする．また，OBと PRの交点をMとし，OCと PS

の交点をNとする。このとき，
−−→
OMと

−→
ONを，それぞれ t，~b，~cを用いて

表せ。

(2) 4OMNの面積を tを用いて表せ。

(3) tが 0 < t < 1の範囲を動くとき，4OMNの面積の最小値を求めよ。

2 4ABCにおいて，

∠BAC = θ, AB = sin θ, AC = | cos θ|

とする。ただし，0 < θ <
π

2
または

π

2
< θ < π とする。以下の問いに答えよ。

解答 28 (p.75)

(1) BC2の最大値と最小値を求めよ。

(2) 4ABCの面積の最大値を求めよ。
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3 放物線C : y = ax2+bx+c (a 6= 0)が点P(1,−2)とQ(5, 10)を通るとし，P，Qに
おけるCの接線をそれぞれ l，mとする。以下の問いに答えよ。解答 29 (p.76)

(1) b，cをそれぞれ aを用いて表せ。

(2) lとmの交点の y座標が−4であるとき，a，b，cを求めよ。

(3) (2)で求めた a，b，cについて，放物線 C と l，mで囲まれた部分の面積
を求めよ。

4 1次関数 fn(x) = anx+bn (n = 1, 2, 3, · · · )は以下の 2つの条件を満たすとする。

(i) f1(x) = x

(ii) fn+1(x)は整式 Pn(x) =

∫ x

1

6tfn(t) dt を x2 + xで割った余りに等しい。

以下の問いに答えよ。 解答 30 (p.77)

(1) n = 1のとき，an+1，bn+1を an，bnを用いて表せ。

(2) n = 2のとき，|an|と |bn|は偶数であることを示せ。

(3) n = 2のとき，|an|と |bn|は 3の倍数ではないことを示せ。
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解答
解答 1 (2012) 問題 (p.1)　

(1) 整数解をmとすると m2 − k2 = 12

|m|2 − |k|2 = 12

ゆえに (|m|+ |k|)(|m| − |k|) = 12

ここで，|m| + |k| = (|m| − |k|) + 2|k|および上式の偶奇性により，|m| + |k|，
|m| − |k|はともに偶数であるから{

|m|+ |k| = 6

|m| − |k| = 2
ゆえに |m| = 4, |k| = 2

よって k = ±2

(2) aは整数であるから 2a− 1 6= 0

したがって，xの方程式 (2a− 1)x2 + (3a+ 2)x+ a+ 2 = 0の解は

x =
−(3a+ 2)±

√
(3a+ 2)2 − 4(2a− 1)(a+ 2)

2(2a− 1)

=
−(3a+ 2)±

√
a2 + 12

2(2a− 1)

この方程式が整数解をもつとき

l2 = a2 + 12 すなわち l2 − a2 = 12

を満たす整数 lが存在するから，(1)の結果から，a = ±2

ゆえに， a = 2のとき x = −2,−2

3

a = −2のとき x = 0,−4

5

よって a = 2のとき x = −2

a = −2のとき x = 0
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解答 2 (2008) 問題 (p.1)　

(1) a cos θ − 2 sin2 θ = 2 cos2 θ + a cos θ − 2 であるから

cos θ = xとおくと，0 5 θ 5 πより

y = 2x2 + ax− 2 = 2
(
x+

a

4

)2
− a2

8
− 2 (−1 5 x 5 1)

ゆえに，この関数のグラフは下に凸の放物線で，

軸は x = −a

4
である．−1 5 x 5 1の中央は x = 0

最大値M(a)は，次の 2つの場合に分けて求める．

2次関数 (下に凸の放物線)の閉区間における最大値� �
定義域の中央が軸より左側にあるとき定義域の左端で最大値をとり，
定義域の中央が軸より右側にあるとき定義域の右端で最大値をとる．� �
［1］0 < −a

4
すなわち a < 0 のとき

x = −1で最大値をとるから M(a) = 2(−1)2 + a(−1)− 2 = −a

［2］−a

4
5 0 すなわち a = 0 のとき

x = 1で最大値をとるから M(a) = 2·12 + a·1− 2 = a

［1］0 < −a

4
のとき (a < 0) ［2］−a

4
5 0のとき (a = 0)

x

x = −a

4

−1 10
x

x = −a

4

−1 10

したがって M(a) =

{
−a (a < 0)

a (a = 0)
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最小値m(a)は，次の 3つの場合に分けて求める．

［1］1 < −a

4
すなわち a < −4 のとき

x = 1で最小値をとるから m(a) = 2·12 + a·1− 2 = a

［2］−1 5 −a

4
5 1 すなわち −4 5 a 5 4 のとき

x = −a

4
で最小値をとるから m(a) = −a2

8
− 2

［3］−a

4
< −1 すなわち 4 < a のとき

x = −1で最小値をとるから m(a) = 2·(−1)2 + a·(−1)− 2 = −a

［1］1 < −a

4
のとき ［2］−1 5 −a

4
5 1のとき ［3］−a

4
< −1のとき

(a < −4) (−4 5 a 5 4) (4 < a)

x

x = −a

4

−1 1 x

x = −a

4

1−1
x

x = −a

4

1−1

したがって m(a) =


a (a < −4)

−
a2

8
− 2 (−4 5 a 5 4)

−a (4 < a)

(2) (1)の結果から

M(a)の最小値は 0， m(a)の最大値は −2

O

M(a)

a

1

1−1

O

m(a)

a
4−4

−2

−4
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解答 3 (2002) 問題 (p.1)　

(1) 4ABCに余弦定理を適用して

BC2 = CA2 +AB2 − 2CA·ABcosA

= 12 + 12 − 2·1·1 cos 120◦

= 3

BC > 0 より BC =
√
3

　

120◦

A

B CD

1 1

30◦

Dは，BCをm : nに内分する点であるから

BD = BC× m

m+ n
=

√
3m

m+ n

4ABCは，∠BAC = 120◦ の二等辺三角形であるから ∠ABD = 30◦

4ABDに余弦定理を適用すると

AD2 = AB2 + BD2 − 2AB·BDcosB

= 12 +

( √
3m

m+ n

)2

− 2× 1×
√
3m

m+ n
cos 30◦

=
m2 −mn+ n2

(m+ n)2

よって，正三角形ADEの面積は

4ADE =
1

2
AD2 sin 60◦ =

√
3(m2 − mn + n2)

4(m + n)2

(2) 4ABC =
1

2
CA·AB sinA =

1

2
·1·1 sin 120◦ =

√
3

4

このとき，4ABC = 3×4ADE であるから
√
3

4
= 3×

√
3(m2 −mn+ n2)

4(m+ n)2
ゆえに 2m2 − 5mn+ 2n2 = 0

これから (m− 2n)(2m− n) = 0 すなわち m = 2n，n = 2m

よって m : n = 2 : 1 または 1 : 2
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解答 4 (2011) 問題 (p.2)　

(1) 余弦定理により

cosA=
a2 + d2 − y2

2ad

cosB=
a2 + b2 − x2

2ab

cosC=
b2 + c2 − y2

2bc

cosD=
c2 + d2 − x2

2cd

　

y
x

A
D

B C

a

b

c

d

(2) 四角形ABCDが円に内接するとき，B +D = 180◦より cosB + cosD = 0

(1)の結果をこれに代入して

a2 + b2 − x2

2ab
+

c2 + d2 − x2

2cd
= 0

したがって (ab+ cd)x2= cd(a2 + b2) + ab(c2 + d2)

x2=
(ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd
· · · 1©

同様に，cosA+ cosC = 0に (1)の結果を代入して

a2 + d2 − y2

2ad
+

b2 + c2 − y2

2bc
= 0

したがって (ad+ bc)y2= bc(a2 + d2) + ad(b2 + c2)

y2=
(ab+ cd)(ac+ bd)

ad+ bc
· · · 2©

1©， 2©より x2y2 = (ac+ bd)2 よって xy = ac+ bd
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トレミーの定理

複素数平面上に 4点A(α)，B(β)，C(γ)，D(δ)をとる．このとき次式が成り立つ．

(α− β)(γ − δ) + (α− δ)(β − γ) = (α− γ)(β − δ)

したがって

|α− β||γ − δ|+ |α− δ||β − γ| = |α− γ||β − δ|

よって，次の定理 (トレミーの定理)が成り立つ．

AB·CD+ AD·BC = AC·BD · · · (∗)
A(α)

D(δ)

B(β) C(γ)

とくに，(∗)で等号が成立するとき，正の実数 kを用いて

k(α− β)(γ − δ)= (α− δ)(β − γ)

ゆえに
δ − α

β − α
·β − γ

δ − γ
=−k

したがって arg
δ − α

β − α
+ arg

β − γ

δ − γ
= π

∠δαβ + ∠βγδ = π

すなわち ∠DAB+ ∠BCD = π

よって，4点A，B，C，Dが同一円周上にあるときに限る．
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解答 5 (2001) 問題 (p.2)　

連立不等式の表す領域をDとすると，Dは，右

の図の斜線部分で境界を含む．

x2 + y2 − 4y = x2 + (y − 2)2 − 4

であるから，点 C(0, 2) をとると，D 内の点

P(x, y)について

x2 + y2 − 4y = CP2 − 4

　

O

y

x

D

2

3

1

−1

−1

2 C

CPはDの境界で最大値・最小値をとるので，Pが次のQおよびRにあるとき，そ
の最大値・最小値を調べる．

Q(s, s+ 1) (−1 5 s 5 2)， R(t, t2 − 1) (−1 5 t 5 2)

したがって

CQ2 − 4 = s2 + {(s+ 1)− 2}2 − 4 (−1 5 s 5 2)

= 2s2 − 2s− 3

= 2

(
s− 1

2

)2

− 7

2

CR2 − 4 = t2 + {(t2 − 1)− 2}2 − 4 (−1 5 t 5 2)

= t4 − 5t2 + 5

=

(
t2 − 5

2

)2

− 5

4

ゆえに −7

2
5 CQ2 − 4 5 1， −5

4
5 CR2 − 4 5 5

よって，x2 + y2 − 4yは，Dにおいて最大値 5，最小値−
7

2
をとる．
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解答 6 (2002) 問題 (p.2)　

(1) a > 1，a > p，∠PQS = 135◦，∠AQS = 45◦

であるから，直線AQの傾きは−1，直線PQ

の傾きは 1である．

したがって，直線AQの方程式は

y − 1 = −1(x− 1)

すなわち y = −x+ 2 · · · 1©

直線 1©と直線 l2 : y = a · · · 2©の交点がQ

であるから， 1©， 2©を解いて

Q(2− a, a)

　

O

y

x

A(1, 1)

Q

P

P′

l1

l2

T
1
2

45◦
S

a

p

直線 PQは，Qを通り傾き 1の直線であるから，その方程式は

y − a = 1{x− (2− a)} すなわち y = x+ 2a− 2

ゆえに，Pの座標は (0, 2a− 2)

よって p = 2a − 2, q = 2 − a

(2) l1に関して，Pと対称な点を P′(s, t)とする．

l1の傾きは 2，直線 PP′の傾きは
t− 2a+ 2

s
である．l1⊥PP′であるから

2× t− 2a+ 2

s
= −1 すなわち s+ 2t = 4a− 4 · · · 3©

線分 PP′の中点
(
s

2
,
2a− 2 + t

2

)
が l1上にあるから

2a− 2 + t

2
= 2× s

2
− 1 すなわち 2s− t = 2a · · · 4©

3©， 4©を解いて s =
8a− 4

5
，t =

6a− 8

5
ゆえに P′

(
8a− 4

5
,
6a− 8

5

)
∠PAT = ∠QASであるとき，P′は直線 1©上にあるので

6a− 8

5
= −8a− 4

5
+ 2 ゆえに a =

11

7

これを (1)の結果に代入して p =
8

7
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解答 7 (2003) 問題 (p.2)　

(1) 円Cの方程式から

x2 + y2 − 5− 2k(2x− y) = 0

これが kの値に関係なく成り立つための条件は

x2 + y2 − 5 = 0, 2x− y = 0

上の 2式を解いて (x, y) = (−1,−2), (1, 2)

求める 2定点A，Bは，x座標に注意して A(−1,−2), B(1, 2)

(2) 点 Pの座標を (x, y)とする．

Pに関する条件は PA : PB = 2 : 1

これより PA = 2PB

すなわち PA2 = 4PB2

上式に

PA2 = (x+ 1)2 + (y + 2)2， PB2 = (x− 1)2 + (y − 2)2

を代入すると

(x+ 1)2 + (y + 2)2 = 4{(x− 1)2 + (y − 2)2}

整理すると x2 + y2 − 10

3
x− 20

3
y + 5 = 0

すなわち
(
x− 5

3

)2

+

(
y − 10

3

)2

=
80

9

よって，点 Pの軌跡は，点
(
5

3
,
10

3

)
を中心とする半径

4
√
5

3
の円である．
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解答 8 (2004) 問題 (p.2)　

C1，C2 の中心をそれぞれ O，Aとし，P

からC1，C2に引いた接線の接点を，それ

ぞれQ，Rとする．

Pの座標を (x, y)とすると，Pに関する条

件は

PQ : PR = 1 : 2

これより 2PQ = PR

すなわち 4PQ2 = PR2 · · · 1©

4OQP，4ARPにおいて，∠OQP = 90◦，

∠ARP = 90◦であるから

　

O

y

x

P

2

4 A

Q

R

3

5

1

1−1

−1
C1

C2

PQ2= OP2 −OQ2 = x2 + y2 − 1

PR2= AP2 − AR2 = (x− 2)2 + (y − 4)2 − 5

上の 2式を 1©に代入して，整理すると

4(x2 + y2 − 1) = (x− 2)2 + (y − 4)2 − 5

3x2 + 3y2 + 4x+ 8y − 19 = 0(
x+

2

3

)2

+

(
y +

4

3

)2

=
77

9
· · · 2©

C1，C2の半径をそれぞれ r1，r2とすると r1 = 1，r2 =
√
5

OA = 2
√
5より，r1 + r2 < OAであるから，2円C1，C2は互いに外部にある．

よって，点 Pは円 2©上にある．

したがって，求める軌跡は，点
(
−
2

3
,−

4

3

)
を中心とする半径

√
77

3
の円である．
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解答 9 (2004) 問題 (p.3)　

(1) f(x) = (mx−1)(nx−1)− (x2+1)とおくと

f(x) = (mn− 1)x2 − (m+ n)x

1 5 m < nよりmn− 1 > 0 · · · 1©であるか
ら，y = f(x)のグラフは，下に凸の放物線
で，x軸との共有点の x座標は

x = 0,
m+ n

mn− 1

　

O

y

xm+ n

mn− 1

y = f(x)

ここで

3− m+ n

mn− 1
=

3(mn− 1)− (m+ n)

mn− 1

=
(9mn− 3m− 3n+ 1)− 10

3(mn− 1)

=
(3m− 1)(3n− 1)− 10

3(mn− 1)
· · · 2©

m，nは 1 5 m < nである整数であるから n = 2

ゆえに 3m− 1 = 2，3n− 1 = 5

mn− 1 > 0，(3m− 1)(3n− 1) = 2·5および 2©から

3− m+ n

mn− 1
= 0 すなわち

m+ n

mn− 1
5 3 · · · 3©

3©より，x > 3のとき f(x) > 0

すなわち x > 3のとき (mx− 1)(nx− 1) > x2 + 1
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(2) tan(α + β) =
tanα + tan β

1− tanα tan β
=

1
m
+ 1

n

1− 1
m
· 1
n

=
m+ n

mn− 1

1 5 m < n， 1©， 3©より，tan(α+ β)がとる整数値は，3以下の自然数であるか
ら，次の 3つに場合に分けて求める．

［1］tan(α+ β) = 1のとき

m+ n

mn− 1
= 1 ゆえに (m− 1)(n− 1) = 2

このとき，0 5 m− 1 < n− 1に注意して

m− 1 = 1, n− 1 = 2 すなわち (m, n) = (2, 3)

［2］tan(α+ β) = 2のとき

m+ n

mn− 1
= 2 ゆえに (2m− 1)(2n− 1) = 5

このとき，1 5 2m− 1 < 2n− 1に注意して

2m− 1 = 1, 2n− 1 = 5 すなわち (m, n) = (1, 3)

［3］tan(α+ β) = 3のとき

m+ n

mn− 1
= 3 ゆえに (3m− 1)(3n− 1) = 10

このとき，2 5 3m− 1 < 3n− 1に注意して

3m− 1 = 2, 3n− 1 = 5 すなわち (m, n) = (1, 2)

［1］～［3］より (m, n) = (1, 2), (1, 3), (2, 3)
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解答 10 (2005) 問題 (p.3)　

(1) (加法定理による証明)

sin 3θ = sin(2θ + θ)

= sin 2θ cos θ + cos 2θ sin θ

= 2 sin θ cos θ· cos θ + (1− 2 sin2 θ) sin θ

= 2 sin θ(1− sin2 θ) + sin θ − 2 sin3 θ

= 3 sin θ − 4 sin3 θ

(ド・モアブルの定理による証明)旧課程 (数学B)の『複素数平面』

(cos θ + i sin θ)3 = cos3 θ + 3 cos2 θ·i sin θ + 3 cos θ(i sin θ)2 + (i sin θ)3

= cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ + i(3 cos2 θ sin θ − sin3 θ)

ド・モアブルの定理により (cos θ + i sin θ)3 = cos 3θ + i sin 3θ

上の 2式から

cos 3θ + i sin 3θ = cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ + i(3 cos2 θ sin θ − sin3 θ)

上式の虚部は等しいので

sin 3θ = 3 cos2 θ sin θ − sin3 θ

= 3(1− sin2 θ) sin θ − sin3 θ

= 3 sin θ − 4 sin3 θ

ド・モアブルの定理� �
整数 nに対して，次の等式が成り立つ．

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ� �
(2) θ = 18◦のとき，5θ = 90◦より 2θ = 90◦ − 3θ

ゆえに cos 2θ = cos(90◦ − 3θ) = sin 3θ

(3) (2)の結果に (1)および cos 2θ = 1− 2 sin2 θを代入して整理すると

1− 2 sin2 θ = 3 sin θ − 4 sin3 θ

4 sin3 θ − 2 sin2 θ − 3 sin θ + 1 = 0

(sin θ − 1)(4 sin2 θ + 2 sin θ − 1) = 0

0 < sin 18◦ < 1であるから sin 18◦ =
−1 +

√
5

4
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解答 11 (2009) 問題 (p.3)　

(1) f(x)= a cos2 x+
√
3(a− b) cos x sin x+ b sin2 x

= a·1 + cos 2x

2
+
√
3(a− b)·sin 2x

2
+ b·1− cos 2x

2

=
a− b

2
(
√
3 sin 2x+ cos 2x) +

a+ b

2

= (a− b) sin
(
2x+

π

6

)
+

a+ b

2

a > bより a− b > 0，−1 5 sin
(
2x+

π

6

)
5 1 であるから

−(a− b) +
a+ b

2
5 (a− b) sin

(
2x+

π

6

)
+

a+ b

2
5 (a− b) +

a+ b

2

ゆえに
−a+ 3b

2
5 f(x) 5 3a− b

2

したがって
3a− b

2
= 6，

−a+ 3b

2
= 2 これを解いて a = 5, b = 3

(2) (1)の結果から f(x) = 2 sin
(
2x+

π

6

)
+ 4

f(x) > 5 より sin
(
2x+

π

6

)
>

1

2
· · · 1©

0 5 x 5 π のとき
π

6
5 2x+

π

6
5 π

6
+ 2π

この範囲で 1©を解くと

π

6
< 2x+

π

6
<

5

6
π すなわち 0 < x <

π

3
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解答 12 (2003) 問題 (p.3)　

真数は正であるから x > 0 かつ 6− x > 0

すなわち 0 < x < 6

また f(x) = log2 x(6− x)2

ここで，g(x) = x(6− x)2とおくと

g′(x) = 3(x− 6)(x− 2)

g(x)の増減表は右のようになる．

したがって，g(x)は x = 2で極大かつ

x 0 · · · 2 · · · 6

g′(x) + 0 −
極大g(x) ↗ ↘32

最大となり，g(x)が最大値をとるとき，f(x)も最大値をとる．
よって，f(x)は，x = 2で最大値 log2 32 = 5をとる．

解答 13 (2001) 問題 (p.4)　

(1) S(t)は，右の図の斜線部分の面積である．

S(t) =

∫ t

a

(t2 − x2) dx

=

[
t2x− 1

3
x3

]t
a

=
1

3
(2t3 − 3at2 + a3)

=
1

3
(t− a)2(2t+ a) · · · 1©

　

O

y

xta

t2
C

1©より

S

(
t+ a

2

)
=

1

3

(
t+ a

2
− a

)2(
2·t+ a

2
+ a

)
=

1

12
(t− a)2(t+ 2a) · · · 2©

1©， 2©より
S(t)

S

(
t+ a

2

) =
1

3
(t− a)2(2t+ a)× 12

(t− a)2(t+ 2a)
=

4(2t + a)

t + 2a

(2) (1)の結果から 8− S(t)

S

(
t+ a

2

) = 8− 4(2t+ a)

t+ 2a
=

12a

t+ 2a

0 < a < tであるから
12a

t+ 2a
> 0

ゆえに 8− S(t)

S

(
t+ a

2

) > 0 よって
S(t)

S

(
t+ a

2

) < 8
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解答 14 (2002) 問題 (p.4)　

(1) (2) P1(p, q)は，C および円周上の点

であるから

q = ap2 + b · · · 1©

p2 + q2 = 1 · · · 2©

y = ax2 + bを微分すると y′ = 2ax

P1におけるCの接線の傾きは 2ap

直線OP1の傾きは
q

p

　

O

y

x

P1P2

1−1

1

−1

b

P1におけるCの接線と直線OP1は，垂直であるから

2ap× q

p
= −1 ゆえに q = −

1

2a
· · · 3©

3©を 2©に代入すると

p2 +
1

4a2
= 1 ゆえに p2 = 1− 1

4a2

a < −1

2
，p > 0に注意して p =

√
1 −

1

4a2
· · · 4©

3©， 4©を 1©に代入すると

− 1

2a
= a

(
1− 1

4a2

)
+ b ゆえに b = −

(
a +

1

4a

)
(3) ∠P1OP2 = 90◦のとき，直線OP1の傾きは 1であるから

q

p
= 1 すなわち q = p

3©， 4©をこれに代入すると − 1

2a
=

√
1− 1

4a2

a < −1

2
に注意して解くと a = − 1√

2

ゆえに P1

(
1√
2
,

1√
2

)
P1におけるCの接線は，傾き−1の直線であるから，その方程式は

y − 1√
2
= −1

(
x− 1√

2

)
すなわち y = −x+

√
2
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このとき，bの値は，(1)の結果から b =
3
√
2

4
よって，求める部分の面積を Sとすると

S =

∫ 1√
2

0

{
(−x+

√
2)−

(
− 1√

2
x2 +

3
√
2

4

)}
dx

=
1√
2

∫ 1√
2

0

(
x− 1√

2

)2

dx

=
1√
2

[
1

3

(
x− 1√

2

)3 ] 1√
2

0

=
1

12

解答 15 (2003) 問題 (p.4)　

(1) 2点 P(a, a2)，Q(a + 2, (a + 2)2)を通
る直線の方程式は

y − a2 =
(a+ 2)2 − a2

(a+ 2)− a
(x− a)

すなわち y = 2(a+ 1)x− a(a+ 2)

この直線と y 軸の交点を Rとすると，
−2 < a < 0より

　

O

y

x

P

Q

a a+2

y = x2

R

OR = −a(a+ 2)

ゆえに，4OPQの面積 S1は

S1 =
1

2
OR× {(a+ 2)− a} =

1

2
{−a(a+ 2)} × 2 = −a(a + 2)

(2) 直線 PQと放物線で囲まれた部分の面積は，上の図から

S2 =

∫ a+2

a

{2(a+ 1)x− a(a+ 2)− x2} dx

= −
∫ a+2

a

(x− a){x− (a+ 2)} dx

= −
(
−1

6

)
{(a+ 2)− a}3 =

4

3

(3) S2 = 2S1に (1)，(2)の結果を代入すると

4

3
= −2a(a+ 2) ゆえに 3a2 + 6a+ 2 = 0

−2 < a < 0に注意して，これを解くと a =
−3 ±

√
3

3
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解答 16 (2004) 問題 (p.4)　

(1) f(x) = g(x)より x2 = |2x2 − 4| すなわち 2x2 − 4 = ±x2

したがって 2x2 − 4 = x2 を解いて x = ±2

2x2 − 4 = −x2 を解いて x = ± 2√
3

よって x = ±2,
2
√
3

(2) f(−x) = f(x)，g(−x) = g(x)が成り立つので，下の図のように y = f(x)，y =

g(x)のグラフは，ともに y軸に関して対称である．

O

y

x2−2 2√
3

− 2√
3 √

2

4

−
√
2

y=f(x)y=g(x)

したがって，求める面積を Sとすると，(1)で求めた結果により

S

2
=

∫ 2√
3

0

{(4− 2x2)− x2} dx+

∫ √
2

2√
3

{x2 − (4− 2x2)} dx

+

∫ 2

√
2

{x2 − (2x2 − 4)} dx

=

[
−x3 + 4x

] 2√
3

0

+

[
x3 − 4x

]√2

2√
3

+

[
−x3

3
+ 4x

]2
√
2

=
32
√
3

9
− 16

√
2

3
+

16

3

よって S =
64

√
3

9
−

32
√
2

3
+

32

3



63

解答 17 (2005) 問題 (p.4)　

Pから放物線に引いた 2本の接線の接点をQ，Rとし，それぞれの点における接線の
傾きをm1，m2とする (m1 6= m2)．

y′ = 2xより，接点の座標は Q

(
m1

2
,
m1

2

4

)
, R

(
m2

2
,
m2

2

4

)
Qにおける接線の方程式は

y − m1
2

4
= m1

(
x− m1

2

)
すなわち y = m1x− m1

2

4
· · · 1©

同様に，Rにおける接線の方程式は y = m2x− m2
2

4
· · · 2©

直線 1©， 2©の交点が Pであるから，m1 6= m2に注意して 1©， 2©を解くと

x =
m1 +m2

4
, y =

m1m2

4

1©， 2©は直交するので，m1m2 = −1より，Pの座標は
(
m1

2 − 1

4m1

,−1

4

)
m1は 0でない任意の実数であるから，Pの軌跡は 直線 y = −

1

4
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解答 18 (2006) 問題 (p.5)　

(1) 　［1］x(x+ 1) = 0 すなわち

x 5 −1，0 5 x のとき

f(x) = x(x+ 1)− x+ 1 = x2 + 1

［2］x(x+ 1) < 0 すなわち

−1 < x < 0 のとき

f(x) = −x(x+ 1)− x− 1 = −x2 − 2x+ 1

［1］,［2］より，曲線Cは右の図のようになる．

　

O

y

x

P

Q

−1 a

直線 PQの傾きは
1− 2

0− (−1)
= −1

f ′(x) = −2x− 2 より点 (a, f(a))における接線 `の傾きは −2a− 2

この点における接線が直線 PQに平行であるから

−2a− 2 = −1

−1 < a < 0 に注意して a = −
1

2

f

(
−1

2

)
=

7

4
より，接線 `の方程式は

y − 7

4
= −

{
x−

(
−1

2

)}
すなわち y = −x +

5

4

(2) 求める面積を S1とすると

S1 =

∫ 0

−1

{(−x2 − 2x+ 1)− (x2 + 1)} dx

= −2

∫ 0

−1

(x+ 1)x dx = −2·
(
−1

6

)
{0− (−1)}3 =

1

3
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(3) 曲線Cと接線 `の接点以外の交点の x座標は

x2 + 1 = −x+
5

4
すなわち x2 + x− 1

4
= 0 · · · 1©

の解である．この解を α，β (α < β) とおき，求める面積を S2とすると

S2 =

∫ β

α

{(
−x+

5

4

)
− (x2 + 1)

}
dx− S1

= −
∫ β

α

(
x2 + x− 1

4

)
dx− 1

3

= −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx− 1

3
=

1

6
(β − α)3 − 1

3

1©の解と係数の関係により α+ β = −1，αβ = −1

4

(β − α)2 = (α + β)2 − 4αβ = (−1)2 − 4·
(
−1

4

)
= 2

α < β より β − α =
√
2 であるから

S2 =
1

6
(
√
2)3 − 1

3
=

√
2 − 1

3

解答 19 (2007) 問題 (p.5)　

(1) y = −x2 を微分すると y′ = −2x

C1上の点 (t,−t2)における接線を `とすると，`の傾きは−2tであるから，接線
の方程式は

y − (−t2) = −2t(x− t) すなわち y = −2tx+ t2

`とC2の共有点の x座標は

3(x− 1)2 + a = −2tx+ t2

すなわち 3x2 + 2(t− 3)x− t2 + a+ 3 = 0

の解であり，`とC2が接するとき，この方程式は重解をもつので

(t− 3)2 − 3·(−t2 + a+ 3) = 0 すなわち 4t2 − 6t− 3a = 0 · · · 1©

このとき，`が 2本存在するためには， 1©の判別式をDとすると，D > 0 であ
るから

D/4 = (−3)2 − 4·(−3a) > 0 これを解いて a > −
3

4
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別解� �
C1は上に凸，C2は下に凸の放物線であるから，C1とC2が共有点をもたな
いとき，C1，C2の両方に接する直線が 2本存在する．
したがって，y = −x2，y = 3(x− 1)2 + a から yを消去して

−x2 = 3(x− 1)2 + a すなわち 4x2 − 6x+ a+ 3 = 0

この 2次方程式の判別式をDとすると，D < 0 であるから

D/4 = (−3)2 − 4·(a+ 3) < 0 これを解いて a > −
3

4� �
(2) 1©の 2解を α，β とすると，2点 (α,−α2)，

(β,−β2) における接線の傾きは，それぞれ

−2α，−2βであり，これらが直交するとき

(−2α)·(−2β) = −1 すなわち αβ = −1

4

また， 1©の解と係数の関係から αβ = −3a

4

したがって −3a

4
=−1

4

a > −3

4
に注意して a=

1

3

　

O

y

x

C1

C2

α
β
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解答 20 (2008) 問題 (p.5)　

(1) y = 4x2 + 3を微分すると y′ = 8x

点A(p, 4p2 +3)における接線 lの傾

きは 8pであるから，その方程式は

y − (4p2 + 3) = 8p(x− p)

すなわち y = 8px− 4p2 + 3

lはQ(q, 0)を通るから

0 = 8pq − 4p2 + 3 · · · 1©

p 6= 0であるから

q =
4p2 − 3

8p

　

O

y

xpq
PQ

A

B

C

l

m

(2) 点 B(q, 4q2 + 3)における接線mの

方程式は，(1)と同様にして

y = 8qx− 4q2 + 3

を得る．これが点P(p, 0)を通るから

0 = 8pq − 4q2 + 3 · · · 2©

1©， 2©より q = ±p

q = pのとき， 1©より

4p2 + 3 = 0となり，不適

q = −pのとき， 1©より

0 = −12p2 + 3

　

O

y

xpq
PQ

AB

C

l

m

となり，これを解いて (p, q) =

(
±
1

2
, ∓

1

2

)
(複号同順)

(3) (2)の結果から，2本の接線の方程式は y = 4x+ 2，y = −4x+ 2

これらの接線と放物線で囲まれた部分は，y軸に関して対称であるから，求める
面積 Sは

S = 2

∫ 1
2

0

{(4x2 + 3)− (4x+ 2)} dx =
1

3
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解答 21 (2009) 問題 (p.5)　

(1) f(x)=

∫ 2x

x

(
1

7
t2 − 2

3
t− 3

)
dt =

[
t3

21
− t2

3
− 3t

]2x
x

=
(2x)3 − x3

21
− (2x)2 − x2

3
− 3(2x− x)

=
x3

3
− x2 − 3x

f(x) = 0 より
x3

3
− x2 − 3x = 0

ゆえに x(x2 − 3x− 9) = 0

よって x = 0,
3 ± 3

√
5

2

(2) (1)の結果から

f ′(x) = x2 − 2x− 3

= (x+ 1)(x− 3)

f ′(x) = 0とすると x = −1, 3

−3 5 x 5 6における f(x)の増減表は，次のようになる．

x −3 · · · −1 · · · 3 · · · 6

f ′(x) + 0 − 0 +

極大 極小
f(x) −9 ↗ ↘ ↗ 185

3
−9

よって，f(x)は x = ±3で最小値−9をとる．
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解答 22 (2010) 問題 (p.6)　

(1) sinx− cosx =
√
2 sin

(
x− π

4

)
0 5 x 5 πより −π

4
5 x− π

4
5 3

4
π よって −1 5 t 5

√
2

(2) t = sin x− cos x · · · 1©の両辺を平方すると

t2 = 1− 2 sin x cos x ゆえに sin x cos x =
1− t2

2
· · · 2©

y = sin3 x− cos3 xの右辺を変形すると

sin3 x− cos3 x = (sin x− cos x)(sin2 x+ sin x cos x+ cos2 x)

= (sin x− cos x)(1 + sin x cosx)

上式に 1©， 2©を代入すると

sin3 x− cos3 x = t

(
1 +

1− t2

2

)
= −1

2
t3 +

3

2
t

よって y = −
1

2
t3 +

3

2
t

(3) (2)の結果から

y′ = −3

2
t2 +

3

2

= −3

2
(t+ 1)(t− 1)

y′ = 0とすると t = −1, 1

−1 5 t 5
√
2における yの増減表は，次のようになる．

t −1 · · · 1 · · ·
√
2

y′ + 0 −
極大

y −1 ↗ ↘
√
2
21

よって，yは

t = 1 すなわち x =
π

2
, πのとき 最大値 1をとり，

t = −1 すなわち x = 0のとき 最小値−1をとる．
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解答 23 (2010) 問題 (p.6)　

(1) y = x2を微分すると y′ = 2x

C1上の点Aにおける接線の傾きは 2aであるから，その方程式は

y − a2 = 2a(x− a) すなわち y = 2ax− a2

この接線とC2 : y = x2 − 4の共有点の座標は，連立方程式{
y = 2ax− a2

y = x2 − 4

の解であるから，2式から yを消去して

x2 − 4=2ax− a2

ゆえに (x− a)2=4

したがって x= a± 2

B，Cの x座標は，それぞれ a− 2，a+ 2であるから

B(a− 2, a2 − 4a), C(a + 2, a2 + 4a)

よって，BCの中点Mの座標は (a, a2)

(2) 求める面積 Sは，右の図から

S =

∫ a+2

a

{(2ax− a2)− (x2 − 4)} dx

=

∫ a+2

a

{4− (x− a)2} dx

=

[
4x− 1

3
(x− a)3

]a+2

a

=
16

3

　

O

y

xa+2

a

−4

B

C

M

C1C2
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解答 24 (2011) 問題 (p.6)　

(1) y = −x2 + 2x− 1
2
を微分すると y′ = −2x+ 2

点A
(
t,−t2 + 2t− 1

2

)
における接線 lの方程式は

y −
(
−t2 + 2t− 1

2

)
= (−2t+ 2)(x− t)

すなわち y = (−2t+ 2)x+ t2 − 1

2

lとC1の交点の x座標は

x2 = (−2t+ 2)x+ t2 − 1

2
よって x = −t + 1 ±

2t − 1
√
2

(2) t = 1 +

√
2

2
のとき，`の方程式は，(1)の結果から y = −

√
2x+ 1 +

√
2

また，`とC1の交点の x座標は x = 1,−1−
√
2

右の図から，求める面積を Sとすると

S =

∫ 1

0

{(−
√
2x+ 1 +

√
2)− x2}dx

=

[
−x3

3
−

√
2

2
x2 + (1 +

√
2)x

]1
0

=
2

3
+

√
2

2

　

O

y

x
1

C1`

1+
√
2
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解答 25 (2012) 問題 (p.6)　

(1) x = sin
θ

2
+ cos

θ

2
の両辺を平方すると x2 = 1 + 2 sin

θ

2
cos

θ

2
= 1 + sin θ

ゆえに sin
θ

2
cos

θ

2
=

1

2
(x2 − 1), sin θ = x2 − 1

sin3 θ

2
+ cos3

θ

2
=

(
sin

θ

2
+ cos

θ

2

)3

− 3 sin
θ

2
cos

θ

2

(
sin

θ

2
+ cos

θ

2

)
= x3 − 3·1

2
(x2 − 1)x = −1

2
x3 +

3

2
x

したがって，上の諸式より

f(θ) = 4

(
sin3 θ

2
+ cos3

θ

2

)
+ 6

(
sin

θ

2
+ cos

θ

2

)
(sin θ − 2)−

√
6(sin θ + 1)

= 4

(
−1

2
x3 +

3

2
x

)
+ 6x{(x2 − 1)− 2} −

√
6{(x2 − 1) + 1}

= 4x3 −
√
6x2 − 12x

(2) x = sin
θ

2
+ cos

θ

2
=

√
2 sin

(
θ

2
+

π

4

) (
0 5 θ 5 3

2
π

)
· · · 1©

このとき
π

4
5 θ

2
+

π

4
5 π ゆえに 0 5 x 5

√
2

(1)の結果より g(x) = 4x3 −
√
6x2 − 12x (0 5 x 5

√
2)

ゆえに g′(x) = 12x2 − 2
√
6x− 12 = 2(2x−

√
6)(3x+

√
6)

したがって，g(x)の増減表は，次のようになる．

x 0 · · ·
√
6
2

· · ·
√
2

g′(x) − 0 +

極小
g(x) ↘ ↗

　 −9
2

√
6

また， 1©により x =

√
6

2
すなわち sin

(
θ

2
+

π

4

)
=

√
3

2
のとき

θ

2
+

π

4
=

π

3
,
2π

3
ゆえに θ =

π

6
,
5

6
π

よって，θ =
π

6
,
5

6
πのとき最小値−

9

2

√
6をとる．
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解答 26 (2012) 問題 (p.6)　

(1) y = (x− 1)2を微分すると y′ = 2(x− 1)

ゆえに，`の方程式は

y − (a− 1)2 = 2(a− 1)(x− a) すなわち y = 2(a − 1)x − a2 + 1

(2) (1)の結果から

S(a) =

∫ 1

0

[
(x− 1)2 − {2(a− 1)x− a2 + 1}

]
dx

=

∫ 1

0

(x2 − 2ax+ a2)dx

=

[
1

3
x3 − ax2 + a2x

]1
0

= a2 − a+
1

3
=

(
a− 1

2

)2

+
1

12

0 < a < 1より，

S(a)は a =
1

2
で最小値

1

12
をとる．

　

O

y

x

C

1a

x = 1

(3) `の x軸および y軸との交点を，それぞれ

P

(
a+ 1

2
, 0

)
，Q(0,−a2 + 1)とすると

T (a) =

∫ 1

0

(x− 1)2dx−4OPQ

=

[
1

3
(x− 1)3

]1
0

− 1

2
·a+ 1

2
·(−a2 + 1)

=
1

4
a3 +

1

4
a2 − 1

4
a+

1

12

　

O

y

xP

Q

C

1a

これを微分すると T ′(a) =
1

4
(3a2 + 2a− 1) =

1

4
(a+ 1)(3a− 1)

ゆえに，T (a)の増減表は，右のようになる．

よって，a =
1

3
のとき最小値

1

27
をとる．

a 0 · · · 1
3

· · · 1

T ′(a) − 0 +

極小
T (a) ↘ ↗　 1

27
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解答 27 (2013) 問題 (p.7)　

(1) 3次関数 f(x)は，x = −1, 2で極値をとるから，定数 aを用いて

f ′(x) = a(x+ 1)(x− 2) = a(x2 − x− 2)

とおける．∫ 2

0

f ′(x) dx = a

∫ 2

0

(x2 − x− 2) dx

= a

[
x3

3
− x2

2
− 2x

]2
0

= −10

3
a

このとき −10

3
a = −5 ゆえに a =

3

2

よって f ′(x) =
3

2
(x2 − x − 2)

(2) 極大値 f(−1)と極小値 f(2)の差は

f(−1)− f(2) =

∫ −1

2

f ′(x) dx

=
3

2

∫ −1

2

(x+ 1)(x− 2) dx

=
3

2
·
(
−1

6

)
(−1− 2)3 =

27

4
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解答 28 (2014) 問題 (p.7)　

(1) 余弦定理により

BC2 = sin2 θ + | cos θ|2 − 2 sin θ| cos θ| cos θ
= 1− 2 sin θ| cos θ| cos θ

(i) 0 < θ < π
2
のとき，| cos θ| = cos θであるから

BC2 = 1− 2 sin θ cos2 θ = 1− 2 sin θ(1− sin2 θ) = 2 sin3 θ− 2 sin θ + 1

(ii) π
2
< θ < πのとき，| cos θ| = − cos θであるから

BC2 = 1+2 sin θ cos2 θ = 1+2 sin θ(1− sin2 θ) = −2 sin3 θ+2 sin θ+1

ここで，関数 f(t) = −2t3 + 2t (0 < t < 1)をおくと f ′(t) = −2(3t2 − 1)

f(t)の増減表は，次のようになる．

t (0) · · · 1√
3

· · · (1)

f ′(t) + 0 −
f(t) (0) ↗ 4

√
3

9
↘ (0)

t = sin θとおくと 0 < θ < π
2
のとき BC2 = −f(t) + 1

π
2
< θ < πのとき BC2 = f(t) + 1

よって，BC2の最大値は
4
√
3

9
+ 1，最小値は−

4
√
3

9
+ 1

(2) 4ABC =
1

2
sin θ| cos θ| sin θ =

1

2
sin2 θ| cos θ|

=
1

2
(1− | cos θ|2)| cos θ| = 1

2
(−| cos θ|3 + | cos θ|)

u = | cos θ|とおくと，0 < θ < π
2
，π

2
< θ < π に注意して

4ABC =
1

2
(−u3 + u) =

1

4
(−2u3 + 2u) =

1

4
f(u) (0 < u < 1)

よって，(1)の増減表により，求める最大値は

1

4
× 4

√
3

9
=

√
3

9
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解答 29 (2014) 問題 (p.7)　

(1) 放物線 y = ax2 + bx+ cが点 P(1,−2)，Q(5, 10)を通るから

−2 = a+ b+ c, 10 = 25a+ 5b+ c

これを解いて b = −6a + 3，c = 5a − 5

(2) f(x) = ax2 + (−6a+ 3)x+ 5a− 5とおくと，f ′(x) = 2ax− 6a+ 3より

f ′(1) = −4a+ 3, f ′(5) = 4a+ 3

ゆえに，Pにおける接線 lの方程式は

y − (−2) = (−4a+ 3)(x− 1)

すなわち y = (−4a+ 3)x+ 4a− 5 · · · 1©
また，Qにおける接線mの方程式は

y − 10 = (4a+ 3)(x− 5)

すなわち y = (4a+ 3)x− 20a− 5 · · · 2©

lとmの交点は， 1©， 2©を解いて (3,−8a+ 4)

この交点の y座標が−4であるから

−8a+ 4 = −4 ゆえに a = 1

これを (1)の結果に代入して b = −3，c = 0

(3) 求める面積を Sとすると

S =

∫ 3

1

{(x2 − 3x)− (−x− 1)}dx

+

∫ 5

3

{(x2 − 3x)− (7x− 25)}dx

=

∫ 3

1

(x− 1)2 dx+

∫ 5

3

(x− 5)2 dx

=

[
1

3
(x− 1)3

]3
1

+

[
1

3
(x− 5)

]5
3

=
16

3

　

O

y

x
1

5

10

−2

3

解説 lとmの交点の x座標は x =
1 + 5

2
(3)で求めた面積 Sに対して，C と直線 PQで囲まれた部分の面積は 2Sである
(九大 2009年一般前期文系数学 4 の補足 1を参照)．

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai bun 2009.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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解答 30 (2014) 問題 (p.7)　

(1) fn(x) = anx+ bn (n = 1, 2, 3, · · · )より

Pn(x) =

∫ x

1

6tfn(t) dt =

∫ x

1

6t(ant+ bn) dt

=

∫ x

1

(6ant
2 + 6bnt) dt =

[
2ant

3 + 3bnt
2

]x
1

= 2anx
3 + 3bnx

2 − 2an − 3bn

Pn(x)を x2 + xで割ることにより

Pn(x) = (x2 + x){2anx+ (3bn − 2an)}+ (2an − 3bn)x− 2an − 3bn

Pn(x)を x2 + xで割った余り (2an − 3bn)x− 2an − 3bnが an+1x+ bn+1に等しい
ので，同じ次数の係数を比較して

an+1 = 2an − 3bn, bn+1 = −2an − 3bn

(2) f1(x) = xより a1 = 1，b1 = 0

これと (1)の結果により，anと bnは整数である．

［1］n = 2のとき a2 = 2a1 − 3b1 = 2，b2 = −2a1 − 3b1 = −2

よって，a2と b2は偶数である．

［2］n = kのとき，akと bkが偶数であると仮定すると

ak+1 = 2ak − 3bk, bk+1 = −2ak − 3bk

= 2(ak − bk)− bk = −2(ak + bk)− bk

したがって，ak+1と bk+1も偶数である．

［1］,［2］から，n = 2のとき，anと bnは偶数である．

ゆえに，n = 2のとき，|an|と |bn|は偶数である．

(3) ［1］a2 = 2，b2 = −2より，a2と b2は 3の倍数でない．

［2］n = kのとき，akと bkが 3の倍数でないと仮定すると

ak+1 = 2ak − 3bk, bk+1 = −2ak − 3bk

= 3(ak − bk)− ak = −3(ak + bk) + ak

したがって，ak+1と bk+1も 3の倍数でない．

［1］,［2］から，n = 2のとき，anと bnは 3の倍数でない．

ゆえに，n = 2のとき，|an|と |bn|は 3の倍数でない．
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解答 31 (2001) 問題 (p.8)

和が偶数になるのは，3枚が偶数または 1枚が偶数で 2枚が奇数の場合である．した
がって，和が偶数になる確率は

6C3 + 6C1·9C2

15C3

=
20 + 6× 36

455
=

236

455

また，和が奇数になる確率は，この余事象の確率であるから

1− 236

455
=

219

455

解答 32 (2002) 問題 (p.8)

an 5 9となる確率を pnとする．

［1］n = 1のとき すべてのX1に対して a1 = X1 5 9であるから p1 = 1

［2］n = 2のとき

1の目が 2回出るのは，1通り

1の目が 1回だけ出るのは，残りの目が 1以外で 5× 2C1 (通り)

1の目が出ないのは，次の 6通り

(X1, X2) = (2, 2), (2, 3), (3, 2), (2, 4), (4, 2), (3, 3)

したがって p2 =
1 + 5× 2C1 + 6

62
=

17

36

［3］n = 3のとき，1以外の目が出る回数は 3回以内であることに注意して

1の目が n回出るのは，1通り

1の目が (n− 1)回だけ出るのは，残りの目が 1以外で 5× nC1 (通り)

1の目が (n− 2)回だけ出るのは，残りの目が次の組合せで 6× nC2 (通り)

(2, 2), (2, 3), (3, 2), (2, 4), (4, 2), (3, 3)

1の目が (n− 3)回だけ出るのは，残りの目が (2, 2, 2)で nC3 (通り)

したがって pn =
1

6n
(1 + 5× nC1 + 6× nC2 + nC3)

=
1

6n

{
1 + 5n+ 3n(n− 1) +

n(n− 1)(n− 2)

6

}
=

1

6n+1
(n3 + 15n2 + 14n+ 6) · · · 1©

1©は，n = 1，n = 2のときも成り立つので

pn =
1

6n+1
(n3 + 15n2 + 14n + 6)
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解答 33 (2003) 問題 (p.8)　

(1) 6枚から 2枚取り出す方法は 6C2 =
6·5
2·1

= 15 (通り)

m = nとなるのは，(m, n) = (1, 1), (2, 2), (3, 3)の 3通り

よって，求める確率は
3

15
=

1

5

(2) 点 (m, n)から直線 y = x+ c (x− y + c = 0)までの距離を dとすると

d =
|m− n+ c|√
12 + (−1)2

=
|m− n+ c|√

2

よって S = d2 =
1

2
(m− n+ c)2

m− n = 1となるのは，(m, n) = (2, 1), (3, 2)で，その確率は

2× 2

15
+

2× 2

15
=

8

15

m− n = 2となるのは，(m, n) = (3, 1)で，その確率は

2× 2

15
=

4

15

よって，(1)および上の結果から，Sの期待値Eは

E =
1

2
c2 × 1

5
+

1

2
(1 + c)2 × 8

15
+

1

2
(2 + c)2 × 4

15

=
1

30
(15c2 + 32c + 24)

(3) (2)の結果から E =
1

2

(
c+

16

15

)2

+
52

225

よって，期待値Eが最小となる cの値は c = −
16

15
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解答 34 (2005) 問題 (p.8)　

(1) X = 1からX = 4までのそれぞれの確率の和は 1であるから

2a+ b+ b+ a = 1 これを bについて解くと b =
1− 3a

2

また，a = 0，b = 0に注意して b =
1 − 3a

2

(
0 5 a 5

1

3

)
(2) ともに 1である確率は (2a)2 = 4a2

ともに 2以下である確率は (2a+ b)2 =

(
2a+

1− 3a

2

)2

=
1

4
a2 +

1

2
a+

1

4

ともに 3以下である確率は (1− a)2 = a2 − 2a+ 1

ゆえに

P (Z = 1) = 4a2

P (Z = 2) =

(
1

4
a2 +

1

2
a+

1

4

)
− 4a2 = −15

4
a2 +

1

2
a+

1

4

P (Z = 3) = (a2 − 2a+ 1)−
(
1

4
a2 +

1

2
a+

1

4

)
=

3

4
a2 − 5

2
a+

3

4

P (Z = 4) = 1− (a2 − 2a+ 1) = −a2 + 2a

よって，mは

m =
4∑

k=1

k·P (Z = k)

= 1·4a2 + 2

(
−15

4
a2 +

1

2
a+

1

4

)
+ 3

(
3

4
a2 − 5

2
a+

3

4

)
+ 4

(
−a2 + 2a

)
= −

21

4
a2 +

3

2
a +

11

4

(
0 5 a 5

1

3

)
(3) したがって，(2)の結果から

m = −21

4

(
a− 1

7

)2

+
20

7

(
0 5 a 5 1

3

)

よって，mは，a =
1

7
で最大となる．
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解答 35 (2006) 問題 (p.9)　

(1) y = ax2 + 2x− b = a

(
x+

1

a

)2

− 1

a
− b

a > 0 であるから 最小値は−1

a
− b

条件より −1

a
− b < −5 すなわち 5− b <

1

a

0 <
1

a
5 1 であり，5− bは整数であるから

5− b 5 0 ゆえに b = 5, 6

また，aは 1，2，3，4，5，6の 6通りある．

よって
6× 2

62
=

1

3

(2) f(x) = ax2 + 2x− b とおくと

f(0) = −b < 0

a > 0 かつ f(0) < 0 より f(1) < 0 を満たせ

ばよいから

f(1) = a+ 2− b < 0 より b > a+ 2

これを満たすのは，

(a, b)= (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 5), (2, 6), (3, 6)

の 6通り． よって
6

62
=

1

6

　

O

y

x
1

−b

(3) 2式より ax2 + 2x− b = bx2 すなわち (a− b)x2 + 2x− b = 0

条件を満たすのは，a− b 6= 0 かつ 判別式D > 0のときであるから

D/4 = 1 + b(a− b) > 0 より b(b− a) < 1

b(b− a)は整数で，a− b 6= 0であるから

b(b− a) < 0 ゆえに b < a

b < aを満たす a，bの組は 6C2通りあるから，求める確率は

6C2

62
=

5

12
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解答 36 (2007) 問題 (p.9)　

(1) Pが点 (2,−3)の位置にいるためには，x軸方向に 2回以上，y軸方向に 3回以上
移動しなければならない．したがって，さいころを 5回投げてこの位置にいるた
めには x軸方向に 1だけ進む移動を 2回，y軸方向へ−1だけ進む移動を 3回行
うことになる．すなわち，さいころを 5回投げて，1または 2の目が出る回数が
2回，6の目が出る回数が 3回である確率を求めればよい．

5C2

(
2

6

)2(
1

6

)3

=
5

972

(2) x軸方向のみを移動してPが原点にいるためには，x軸方向に 1だけ進む回数と
x軸方向へ−1だけ進む回数はともに 2である．したがって，求める確率は

4C2

(
2

6

)2(
1

6

)2

=
1

54

(3) さいころを 2回投げたとき，点 Pの座標は

x座標が−2のとき (−2, 0)

x座標が−1のとき (−1, 1), (−1,−1)

x座標が 0のとき (0, 2), (0, 0), (0,−2)

x座標が 1のとき (1, 1), (1,−1)

x座標が 2のとき (2, 0)

となる．ゆえにそれぞれの確率は

　

O

y

x2−2

−2

2

1−1

1

−1

x座標が−2のとき
(
1

6

)2

=
1

36

x座標が−1のとき 2C1 ×
1

6
× 2

6
+ 2C1 ×

1

6
× 1

6
=

6

36

x座標が 0のとき
(
2

6

)2

+ 2C1 ×
2

6
× 1

6
× 2 +

(
1

6

)2

=
13

36

x座標が 1のとき 2C1 ×
2

6
× 2

6
+ 2C1 ×

2

6
× 1

6
=

12

36

x座標が 2のとき
(
2

6

)2

=
4

36

したがって，点 Pの x座標の期待値は

(−2)× 1

36
+ (−1)× 6

36
+ 0× 13

36
+ 1× 12

36
+ 2× 4

36
=

1

3
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解答 37 (2009) 問題 (p.9)　

(1) y = px2，y = qx+
1

4
から yを消去すると

px2 − qx− 1

4
= 0 · · · 1©

この 2次方程式の判別式をDとすると

D = (−q)2 − 4·p·
(
−1

4

)
= q2 + p

p > 0よりD > 0となり，2次方程式 1©は異なる 2つの実数解をもつ．

その解を α，βとすると (α < β)，解と係数の関係により

α + β =
q

p
, αβ = − 1

4p

p > 0より αβ < 0であるから，A，Bの x座標はそれぞれ α，βとなる．

線分ABの中点の x座標
α + β

2
が 1より大きいので，上の第 1式より

q

2p
> 1 すなわち q > 2p

これをみたす (p, q)の組は，次の 6組である．

(p, q) = (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 5), (2, 6)

よって，求める確率は
6

62
=

1

6

(2) Aの x座標 αは 2次方程式 1©の負の解

q −
√
q2 + p

2p

であり，これが有理数となるは，q2+pが
平方数のときである．

q2 + pの値は右の表のようなる．

　p
q 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 5 6 7 8 9 10

3 10 11 12 13 14 15

4 17 18 19 20 21 22

5 26 27 28 29 30 31

6 37 38 39 40 41 42

条件をみたす (p, q)の組は，(p, q) = (3, 1), (5, 2)の 2組である．

よって，求める確率は
2

62
=

1

18
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解答 38 (2010) 問題 (p.9)　

(1) 球の取り出し方の総数は 53 (通り)

取り出した球の 2色をA(2個)，B(1個)とすると，3つの袋から順に取り出した
とき，次の 3つの場合がある．

「AAB」，「ABA」，「BAA」

それぞれの場合について，A，Bの色の球の取り出し方は 5P2 (通り)

よって，求める確率は
3× 5P2

53
=

3× 5·4
53

=
12

25

(2) 球の色が 1色であるのは 5通りあり，その確率は

5

53
=

1

25

球の色が 3色であるのは 5P3通りあり，その確率は

5P3

53
=

5·4·3
53

=
12

25

よって，求める期待値Eは

E = 1× 1

25
+ 2× 12

25
+ 3× 12

25
=

61

25

色 1 2 3 計
確率 1

25
12
25

12
25

1
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解答 39 (2013) 問題 (p.9)　

(1) A9= {9C1, 9C2, 9C3, 9C4}
= {9, 36, 84, 126}

求める要素の和は 9 + 36 + 84 + 126 = 255

(2) nは 3以上の奇数であるから，n = 2l + 1 (lは自然数)とおくと

An = {nC1, nC2, · · · , nCl}

自然数 kを 1 5 k < lとすると

nCk+1 − nCk =
n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
− n!

k!(n− k)!

=
n!(n− k)

(k + 1)!(n− k)!
− n!(k + 1)

(k + 1)!(n− k)!

=
n!{(n− k)− (k + 1)}

(k + 1)!(n− k)!

=
n!(n− 2k − 1)

(k + 1)!(n− k)!
=

n!{(2l − 1)− 2k − 1}
(k + 1)!(n− k)!

=
n!·2(l − k)

(k + 1)!(n− k)!
> 0

ゆえに nC1 < nC2 < · · · < nCl

よって，An内の最大の数は nCl，すなわち nCn−1
2
である．

別解 nCk+1

nCk

− 1 =
n− k

k + 1
− 1 =

2
(
n−1
2

− k
)

k + 1
> 0

(3) 2項定理により nC0 +
l∑

k=1

nCk +
2l∑

k=l+1

nCk + nCn = 2n · · · 1©

ここで
2l∑

k=l+1

nCk =
n−1∑

k=n−l

nCk =
l∑

k=1

nCn−k =
l∑

k=1

nCk · · · 2©

2©を 1©に代入して整理すると
l∑

k=1

nCk = 2n−1 − 1

nは 3以上の奇数であるから，Anの和が奇数である．

よって，An内の奇数の個数mは，奇数である．
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解答 40 (2011) 問題 (p.10)　

(1) kを整数とすると

(3k)2 = 3·3k2, (3k ± 1)2 = 3(3k2 ± 2k) + 1

したがって，a2 + b2が 3で割り切れるのは，a，bがともに 3で割り切れるとき
に限る．

(2) 9x ∈ Aのとき

a2 + b2 = 9x = 3·3x

をみたす整数 a，bが存在する．このとき，a2 + b2は 3で割り切れるから，(1)の
結論により，a = 3p，b = 3qをみたす整数 p，qが存在し

(3p)2 + (3q)2 = 9x ゆえに p2 + q2 = x

よって x ∈ A
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解答 41 (2001) 問題 (p.10)　

(1)
−−→
OP1 = (1, 1)，

−−→
OPn = (n, 1)であるから

−−→
OP1·

−−→
OPn = n+ 1, |

−−→
OPn|2 = n2 + 1

したがって

−−−→
QnP1 =

−−→
OP1 −

(−−→
OP1·

−−→
OPn

)
|
−−→
OPn|2

−−→
OPn

= (1, 1)− n+ 1

n2 + 1
(n, 1)

=

(
1 − n

n2 + 1
,
n2 − n

n2 + 1

)

　

O

y

x

P1 Qn
Pn

θn

αn

(2)
−→
OP1，

−→
OPnのなす角を αnとすると

cosαn =

−→
OP1·

−→
OPn

|
−→
OP1||

−→
OPn|

=
n+ 1√
2
√
n2 + 1

また sin2 αn = 1− cos2 αn = 1− (n+ 1)2

2(n2 + 1)
=

(n− 1)2

2(n2 + 1)

sinαn > 0 であるから sinαn =
n− 1√
2(n2 + 1)

θn = 90◦ − αn であるから

cos θn = cos(90◦ − αn) = sinαn =
n − 1√
2(n2 + 1)

(3) tan2 αn =
1

cos2 αn

− 1 =
2(n2 + 1)

(n+ 1)2
− 1 =

(n− 1)2

(n+ 1)2

0 < αn < 90◦であるから tanαn > 0より tanαn =
n− 1

n+ 1

θn = 90◦ − αn であるから

tan θn = tan(90◦ − αn) =
1

tanαn

=
n+ 1

n− 1

tan θn < 1.01をみたす最小の nは

n+ 1

n− 1
< 1.01 ゆえに n > 201

したがって，これをみたす最小の nは 202
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解説� �
−→
OAと

−→
OPのなす角を θとし，単位ベク

トル ~eを

~e =

−→
OA

|
−→
OA|

· · · 1©

　

O

P

Q A~e

θ

とすると，PからOAに下ろした垂線の足Qについて

−→
OQ = (|

−→
OP| cos θ)~e · · · 2©

また，cos θ =

−→
OP·

−→
OA

|
−→
OP||

−→
OA|

であるから |
−→
OP| cos θ =

−→
OP·

−→
OA

|
−→
OA|

これと 1©を 2©に代入すると
−→
OQ =

(−→
OP·−→OA

)
|−→OA|2

−→
OA

よって
−→
QP =

−→
OP−

−→
OQ =

−→
OP−

(−→
OP·

−→
OA
)

|
−→
OA|2

−→
OA

� �
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解答 42 (2006) 問題 (p.10)　

(1) 点 Pは線分OC上にあるので
−→
OP = k

−→
OC (0 5 k 5 1)

とおける．

−→
OP =

k

2
~a+

k

2
~b

=
5k

2

−→
OE +

k

2

−→
OB

　

1 4O A

B

CD

E

P
Q

R

点 Pは線分BE上にあるから

5k

2
+

k

2
= 1

これを解くと k =
1

3

したがって
−→
OP =

1

6
~a+

1

6
~b · · · 1©

点Qは4OABの重心であるから

−→
OQ =

1

3
~a+

1

3
~b · · · 2©

1©， 2©より
−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP

=

(
1

3
~a+

1

3
~b

)
−
(
1

6
~a+

1

6
~b

)
=

1

6
~a +

1

6
~b

(2) 点Rは線分AD上にあるから

−→
OR = (1− s)

−→
OA+ s

−→
OD (0 5 s 5 1)

とおける．

−→
OR = (1− s)~a+

s

2
~b

= 5(1− s)
−→
OE +

s

2

−→
OB
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点Rは線分BE上にあるから

5(1− s) +
s

2
= 1

これを解くと s =
8

9

したがって
−→
OR =

1

9
~a+

4

9
~b · · · 3©

1©， 3©より
−→
PR =

−→
OR−

−→
OP

=

(
1

9
~a+

4

9
~b

)
−
(
1

6
~a+

1

6
~b

)
= −

1

18
~a +

5

18
~b

(3) 4PQRの面積を Sとすると

S =
1

2

√
|
−→
PQ|2|

−→
PR|2 − (

−→
PQ·

−→
PR)2

であるから

|
−→
PQ|2 =

∣∣∣∣16(~a+~b)

∣∣∣∣2
=

1

36
(|~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2)

=
1

36
(5 + 2 + 1) =

2

9

|
−→
PR|2 =

∣∣∣∣− 1

18
(~a− 5~b)

∣∣∣∣2
=

1

324
(|~a|2 − 10~a·~b+ 25|~b|2)

=
1

324
(5− 10 + 25) =

5

81

−→
PQ·

−→
PR =

{
1

6
(~a+~b)

}
·
{
− 1

18
(~a− 5~b)

}
= − 1

108
(|~a|2 − 4~a·~b− 5|~b|2)

= − 1

108
(5− 4− 5) =

1

27

したがって S =
1

2

√
2

9
· 5
81

−
(

1

27

)2

=
1

18
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解答 43 (2010) 問題 (p.10)　

(1) (s2
−→
OA− s

−→
OX)⊥(t

−→
OA− t2

−→
OX)より

(s2
−→
OA− s

−→
OX)·(t

−→
OA− t2

−→
OX) = 0

であるから

s2t|
−→
OA|2 − (s2t2 + st)

−→
OA·

−→
OX+ st2|

−→
OX|2 = 0 · · · 1©

|
−→
OA| = 1，|

−→
OX| = 1，

−→
OA，

−→
OXのなす角が θであるから

−→
OA·

−→
OX = |

−→
OA||

−→
OX| cos θ = 1·1 cos θ = cos θ

これらを 1©に代入すると

s2t− (s2t2 + st) cos θ + st2 = 0

ゆえに st(st+ 1) cos θ = st(s+ t)

0 < s < 1，0 < t < 1，s+ t = 1，s = 1− tより

cos θ =
s+ t

st+ 1
=

1

(1− t)t+ 1
=

1

−t2 + t + 1

(2) −t2 + t+ 1 = −
(
t− 1

2

)2

+
5

4
であるから

0 < t < 1において 1 < −t2 + t+ 1 5 5

4

よって，(1)の結果から
4

5
5 cos θ < 1

(3) sin θ =
√
1− cos2 θ であるから，(2)の結果から

0 < sin θ 5 3

5

4OAX =
1

2
|
−→
OA||

−→
OX| sin θ =

1

2
·1·1 sin θ =

1

2
sin θ であるから

0 < 4OAX 5 3

10

よって，4OAXの面積の最大値は
3

10
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解答 44 (2005) 問題 (p.11)　

(1) Pは線分CD上の点であるから 0 5 x 5 3

−→
PA = (3, 0, 0)− (x, 2, 0) = (3− x,−2, 0)
−→
PB = (0, 2, 1)− (x, 2, 0) = (−x, 0, 1)

C

D

PA

B

3

2
O

1

x

z

y

x θ

したがって

−→
PA·

−→
PB = (3− x)·(−x) + (−2)·0 + 0·1 = x2 − 3x

|−→PA| =
√
(3− x)2 + (−2)2 + 02 =

√
x2 − 6x+ 13

|
−→
PB| =

√
(−x)2 + 02 + 12 =

√
x2 + 1

よって cos θ =

−→
PA·

−→
PB

|
−→
PA||

−→
PB|

=
x2 − 3x

√
x2 − 6x + 13

√
x2 + 1

(0 5 x 5 3)

(2) 4PABの面積 Sは

S =
1

2

√
|
−→
PA|2|

−→
PB|2 − (

−→
PA·

−→
PB)2

=
1

2

√
(x2 − 6x+ 13)(x2 − 3x)− (x2 − 3x)2

=
1

2

√
5x2 − 6x+ 13

=
1

2

√
5

(
x− 3

5

)2

+
56

5

0 5 x 5 3において，Sは最小値
1

2

√
56

5
=

√
70

5
をとる．
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解答 45 (2014) 問題 (p.12)　

(1) 4OPM 4BRM，4OPN 4CSNであるから，

これらの相似比から OM : MB =
1

2
: t, ON : NC =

1

2
: (1− t)

よって
−−→
OM =

1
2

1
2
+ t

−→
OB =

1

1 + 2t
~b,

−→
ON =

1
2

1
2
+ (1− t)

−→
OC =

1

3 − 2t
~c

P

O

A

B

C

D

E

~a

~b

~c

~c− ~a

~c− ~a

~b− ~a

~b− ~a

P

O

A C

E

S
N

~c

~c− ~a

1−t
~a

1
2

~c− ~a

t

O

A

B

D

P

R

M

~b

~b− ~a

1
2

t

1−t

~a

~b− ~a

P

O

A

B

C
M

N

(2) |~b| = |~c| = 1であるから，(1)の結果から OM =
1

1 + 2t
，ON =

1

3− 2t

よって 4OMN =
1

2
OM·ONsin 60◦ =

1

2
× 1

1 + 2t
× 1

3− 2t
×

√
3

2

=

√
3

4(1 + 2t)(3 − 2t)

(3) f(t) = (1 + 2t)(3− 2t)とおくと (0 < t < 1)

f(t) = −4

(
t− 1

2

)2

+ 4 ゆえに 3 < f(t) 5 4

4OMN =

√
3

4
× 1

f(t)
であるから，4OMNの面積の最小値は

√
3

4
× 1

4
=

√
3

16
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解答 46 (2007) 問題 (p.11)　

(1) |−→AB| = |−→OB−−→
OA| であるから

|
−→
AB|2 = |

−→
OB|2 − 2

−→
OA·

−→
OB+ |

−→
OA|2

これに |
−→
AB| =

√
5，|

−→
OA| =

√
10，|

−→
OB| =

√
5

を代入して

5 = 5− 2
−→
OA·

−→
OB+ 10

ゆえに
−→
OA·−→OB = 5

　

2
√
2

√
5

√
5

√
5

√
6

√
10

O

A

B

C

|
−→
AC| = |

−→
OC−

−→
OA| であるから

|
−→
AC|2 = |

−→
OC|2 − 2

−→
OA·

−→
OC+ |

−→
OA|2

これに |
−→
AC| = 2

√
2，|

−→
OC| =

√
6，|

−→
OA| =

√
10を代入して

8 = 6− 2
−→
OA·

−→
OC+ 10

ゆえに
−→
OA·−→OC = 4

|
−→
BC| = |

−→
OC−

−→
OB| であるから

|
−→
BC|2 = |

−→
OC|2 − 2

−→
OB·

−→
OC+ |

−→
OB|2

これに |
−→
BC| =

√
5，|

−→
OC| =

√
6，|

−→
OB| =

√
5を代入して

5 = 6− 2
−→
OB·

−→
OC+ 5

ゆえに
−→
OB·−→OC = 3



95

(2)
−→
CH =

−→
OH−

−→
OC =

1

5

−→
OA+

2

5

−→
OB−

−→
OC であるから

−→
OA·

−→
CH=

−→
OA·

(
1

5

−→
OA+

2

5

−→
OB−

−→
OC

)
=

1

5
|
−→
OA|2 + 2

5

−→
OA·

−→
OB−

−→
OA·

−→
OC

−→
OB·

−→
CH=

−→
OB·

(
1

5

−→
OA+

2

5

−→
OB−

−→
OC

)
=

1

5

−→
OA·

−→
OB+

2

5
|
−→
OB|2 −

−→
OB·

−→
OC

したがって，(1)の結果を代入して

−→
OA·

−→
CH =

1

5
× 10 +

2

5
× 5− 4 = 0 ゆえに

−→
OA⊥

−→
CH

−→
OB·

−→
CH =

1

5
× 5 +

2

5
× 5− 3 = 0 ゆえに

−→
OB⊥−→

CH

(3)
−→
OH =

1

5

−→
OA+

2

5

−→
OB であるから，(2)の結果よりHはCから4OABに下ろした

垂線の足である．

4ABOは∠ABO = 90◦の直角二等辺三角形であるから

4ABO =
1

2
×

√
5×

√
5 =

5

2

−→
OA·

−→
CH = 0，

−→
OB·

−→
CH = 0に注意して

|−→CH|2 =
(
1

5

−→
OA+

2

5

−→
OB−−→

OC

)
·−→CH = −−→

OC·−→CH

= −
−→
OC·

(
1

5

−→
OA+

2

5

−→
OB−

−→
OC

)
= −1

5

−→
OA·

−→
OC− 2

5

−→
OB·

−→
OC+ |

−→
OC|2

= −1

5
·4− 2

5
·3 + 6 = 4

ゆえに |
−→
CH| = 2

したがって，求める四面体OABCの体積は

1

3
×4ABO× |

−→
CH| = 1

3
× 5

2
× 2 =

5

3
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解答 47 (2009) 問題 (p.11)　

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c とおく．

−→
OA⊥

−→
BC より ~a·(~c−~b) = 0

したがって ~a·~b = ~a·~c

ここで，~aと~bのなす角を θ1，~aと~cのなす角を θ2とすると

|~a ||~b | cos θ1 = |~a ||~c | cos θ2

ゆえに |~b | cos θ1 = |~c | cos θ2 · · · 1©

4OABと4OACの面積が等しいから

1

2
|~a ||~b | sin θ1 =

1

2
|~a ||~c | sin θ2

ゆえに |~b | sin θ1 = |~c | sin θ2 · · · 2©

1©， 2©から

(|~b | cos θ1)2 + (|~b | sin θ1)2 = (|~c | cos θ2)2 + (|~c | sin θ2)2

|~b |2(sin2 θ1 + cos2 θ1) = |~c |2(sin2 θ2 + cos2 θ2)

|~b |2 = |~c |2

したがって |~b | = |~c | すなわち OB = OC

別解 4OAB =
1

2

√
|~a |2|~b |2 − (~a·~b)2，4OAC =

1

2

√
|~a |2|~c |2 − (~a·~c)2

である．したがって4OAB = 4OAC，~a·~b = ~a·~cにより

|~a |2|~b |2 = |~a |2|~c |2 よって |~b | = |~c |

(2)
−→
OG =

1

3
(~a+~b+~c)であるから

−→
OG·

−→
BC =

1

3
{~a+ (~b+~c)}·(~c−~b)

=
1

3
~a·(~c−~b) +

1

3
(~b+~c)·(~c−~b)

=
1

3
(~a·~c− ~a·~b) + 1

3
(|~c |2 − |~b |2)

これに (1)で示した~a·~b = ~a·~c，|~b | = |~c |を代入すると
−→
OG·

−→
BC = 0 すなわち

−→
OG⊥

−→
BC
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解答 48 (2011) 問題 (p.11)　

(1)
−−→
MN=

−−→
MA+

−→
AN

=
1

2
~a +

2

5
~b

−→
ML=

−−→
MA+

−→
AD+

−→
DL

=
1

2
~a +~b +

1

3
~c

−−→
MK=

−−→
MO+

−→
OK

=−
1

2
~a + k~c

　

O A

D
B

C
E

GF

M
N2

3

1

2

L

k

1−k

K

(2) 3点M，N，Kを通る平面をαとする．α上の点Pの位置ベクトル~pは，(1)の結
果から，実数 s，tを用いて

~p =
−−→
OM+ s

−−→
MN+ t

−−→
MK

=
1

2
~a+ s

(
1

2
~a+

2

5
~b

)
+ t

(
−1

2
~a+ k~c

)
=

1

2
(1 + s− t)~a+

2

5
s~b+ tk~c · · · (∗)

点Lの位置ベクトルは，~a+~b+
1

3
~cであるから，Lがα上の点であるとき，~a，~b，

~cは 1次独立であるから

1

2
(1 + s− t) = 1,

2

5
s = 1, tk =

1

3

これを解いて s =
5

2
，t =

3

2
，k =

2

9
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解答 49 (2013) 問題 (p.12)　

(1)
−→
PC =

−→
OC−

−→
OP =~c − t

−→
d

−−→
CM =

−→
CB +

−→
BF +

−→
FM = ~a+ ~d+

(
−1

2
~c

)
= ~a −

1

2
~c + ~d

−−→
PM =

−→
PC +

−−→
CM =

(
~c− t

−→
d
)
+

(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
= ~a +

1

2
~c + (1 − t)~d

(2)
−→
CH =

(
−→
CP·

−−→
CM)

|
−−→
CM|2

−−→
CM により，~a·~c = ~c·~d = ~d·~a = 0に注意して

−→
CP = −

−→
PC = −

(
~c− t~d

)
= −~c+ t~d

−→
CP·

−−→
CM =

(
−~c+ t~d

)
·
(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
=

1

2
|~c|2 + t|~d|2 = 1

2
·22 + t·12 = 2 + t

|
−−→
CM|2 =

−−→
CM·

−−→
CM =

(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
·
(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
= |~a|2 + 1

4
|~c|2 + |~d|2 = 12 +

1

4
·22 + 12 = 3

したがって
−→
CH =

t+ 2

3

(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
よって

−→
PH=

−→
CH−

−→
CP

=
2 + t

3

(
~a− 1

2
~c+ ~d

)
−
(
−~c+ t~d

)
=

2 + t

3
~a +

4 − t

6
~c +

2 − 2t

3
~d

A

E

D

O

B

F

C

G

M
H

P

C

H

P

M

θ
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補足� �
2つのベクトル

−→
CP，

−−→
CMのなす角を θとすると cos θ =

−→
CP·

−−→
CM

|
−→
CP||

−−→
CM|

したがって
−→
CH = |

−→
CP| cos θ

−−→
CM

|
−−→
CM|

=
(
−→
CP·

−−→
CM)

|
−−→
CM|2

−−→
CM

� �
(3) (2)の結果を利用すると

|
−→
OP|2 + |

−→
PH|2

=t2|~d|2 +
(
2 + t

2

)2

|~a|2 +
(
4− t

6

)2

|~c|2 +
(
2− 2t

3

)2

|~d|2

=t2·12 +
(
2 + t

3

)2

·12 +
(
4− t

6

)2

·22 +
(
2− 2t

3

)2

·12

=
5

3
t2 − 4

3
t+

8

3

=
5

3

(
t− 2

5

)2

+
12

5
(0 5 t 5 1)

よって，求める最小値は
12

5
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解答 50 (2006) 問題 (p.12)　

(1) bn = an −
6n− 7

4
より an = bn +

6n− 7

4
，an+1 = bn+1 +

6n− 1

4

よって an+1 + an=

(
bn+1 +

6n− 1

4

)
+

(
bn +

6n− 7

4

)
= bn+1 + bn + 3n− 2

an+1 + an = 3n− 2 であるから bn+1 + bn = 0

(2) (1)の結果より bn+1 = −bn (n = 1)

よって bn = b1 ·(−1)n−1

また b1 = a1 −
6− 7

4
= −2 +

1

4
= −7

4

ゆえに bn = −7

4
·(−1)n−1

したがって an = bn +
6n− 7

4
= −

7

4
·(−1)n−1 +

6n − 7

4

(3) (2)の結果より

50∑
n=1

an =
50∑
n=1

{
−7

4
·(−1)n−1 +

6n− 7

4

}

= −7

4

50∑
n=1

(−1)n−1 +
3

2

50∑
n=1

n−
50∑
n=1

7

4

= −7

4
· 1− (−1)50

1− (−1)
+

3

2
· 50(50 + 1)

2
− 7

4
·50

= 0 +
3825

2
− 175

2
= 1825

(注) −7

4

50∑
n=1

(−1)n−1 = −7

4
{1 + (−1) + 1 + (−1) + · · ·+ 1 + (−1)} = 0

50∑
n=1

6n− 7

4
=

1

4

50∑
n=1

(6n− 7) =
1

4
· 50(−1 + 293)

2
= 1825
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解答 51 (2007) 問題 (p.13)　

(1) xn+1 = 2xn + yn + 3n− 8，yn+1 = 2yn + xn − 3n+ 8

の辺々の和と差をとると

xn+1 + yn+1 = 3(xn + yn)

xn+1 − yn+1 = xn − yn + 6n− 16

zn = xn + yn，wn = xn − ynであるから

zn+1 = 3zn， z1 = x1 + y1 = 8 + (−5) = 3

wn+1 = wn + 6n− 16， w1 = x1 − y1 = 8− (−5) = 13

数列 {zn}は初項 3，公比 3の等比数列であるから

zn = 3·3n−1 = 3n

数列 {wn}は n = 2のとき

wn = w1 +
n−1∑
k=1

(6k − 16)

= 13 + 6× 1

2
(n− 1)n− 16(n− 1)

= 3n2 − 19n+ 29

w1 = 13なので，上のwnは n = 1のときも成り立つ．

したがって wn = 3n2 − 19n + 29

(2) 点 (xn, yn)と直線 y = xの距離を dとすると，(1)の結果に注意して

d =
|xn − yn |√
12 + (−1)2

=
|wn |√

2

wn+1 − wn = 6n− 16であるから wn+1 > wn (n = 3, 4, 5, · · · )

w4 = 1であるから n = 5のとき |wn| > |w4| = 1

よって，d =
|wn|√

2
を最小にする nの値は n 5 4について調べればよい．

実際，w1 = 13, w2 = 3, w3 = −1, w4 = 1 であるから

求める nの値は n = 3, 4
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解答 52 (2008) 問題 (p.13)　

(1) 2 5 k 5 n のとき

k(k − 1)nCk = k(k − 1)× n!

k!(n− k)!
=

n!

(k − 2)!(n− k)!

= n(n− 1)× (n− 2)!

(k − 2)!(n− k)!

= n(n− 1) n−2Ck−2

(2) (1)の結果から

n∑
k=1

k(k − 1) nCk =
n∑

k=2

k(k − 1) nCk

=
n∑

k=2

n(n− 1) n−2Ck−2

= n(n− 1)
n∑

k=2

n−2Ck−2 = n(n − 1)·2n−2

(3) 1 5 k 5 n のとき

k nCk = k × n!

k!(n− k)!
=

n!

(k − 1)!(n− k)

= n× (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
= n n−1Ck−1

ゆえに
n∑

k=1

k nCk =
n∑

k=1

n n−1Ck−1 = n

n∑
k=1

n−1Ck−1 = n·2n−1

したがって，上式および (2)の結果から

n∑
k=1

k2
nCk =

n∑
k=1

k(k − 1) nCk +
n∑

k=1

k nCk

= n(n− 1)·2n−2 + n·2n−1

= n(n + 1)·2n−2
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解答 53 (2008) 問題 (p.13)　

(1) an = bn − nであるから，これを数列 {an}の漸化式に代入すると

bn − n =
(n− 1)(n− 2)

2
+

n−1∑
k=1

(bk − k)

bn = n+
(n− 1)(n− 2)

2
+

n−1∑
k=1

bk −
n−1∑
k=1

k

= n+
(n− 1)(n− 2)

2
+

n−1∑
k=1

bk −
n(n− 1)

2

したがって bn = 1 +
n−1∑
k=1

bk · · · 1©

(2) 1©により bn+1 = 1 +
n∑

k=1

bk · · · 2©

2©− 1©から bn+1 − bn = bn ゆえに bn+1 = 2bn

したがって，数列 {bn}は公比 2の等比数列で，初項は

b1 = 1 + a1 = 1 + 0 = 1

数列 {bn}の一般項は bn = 1·2n−1 = 2n−1

(3) an = bn − n により，(2)の結果から an = 2n−1 − n

(4) (3)の結果から

n∑
k=1

ak =
n∑

k=1

(2k−1 − k)

=
1(2n − 1)

2− 1
− 1

2
n(n+ 1)

= 2n − 1 −
1

2
n(n + 1)
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解答 54 (2012) 問題 (p.14)　

(1) bn+2 − 5bn+1 + 6bn = 0 · · · 1©と an+2 − 5an+1 + 6n = 1の辺々の差をとると

(bn+2 − an+2)− 5(an+1 − bn+1) + 6(bn − an) = −1

bn − an = cであるから

c− 5c+ 6c = −1 これを解いて c = −
1

2

(2) (1)の結果より，bn = an −
1

2
であるから

b1 = a1 −
1

2
= 1− 1

2
=

1

2
, b2 = a2 −

1

2
= 3− 1

2
=

5

2

1©より

bn+2 − 2bn+1 = 3(bn+1 − 2bn)

bn+2 − 3bn+1 = 2(bn+1 − 3bn)

数列 {bn+1 − 2bn}は初項 b2 − 2b1，公比 3の等比数列であり，同様に，

数列 {bn+1 − 3bn}は初項 b2 − 3b1，公比 2の等比数列であるから

bn+1 − 2bn = 3n−1(b2 − 2b1) =
1

2
·3n

bn+1 − 3bn = 2n−1(b2 − 3b1) = 2n−1

上の 2式の辺々の差をとると

bn =
1

2
·3n − 2n−1

an = bn +
1

2
であるから

an =
1

2
·3n − 2n−1 +

1

2
=

3n − 2n + 1

2
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解答 55 (2013) 問題 (p.14)　

(1) an+1 = Sn+1 − Snより

an+1 = {2an+1 + (n+ 1)2} − (2an + n2)

ゆえに an+1 = 2an − 2n − 1 · · · 1©

(2) 初項 a1は S1 = 2a1 + 12

S1 = a1より a1 = −1

1©に対して，次の等式をみたす nの 1次式 f(n)を考える．

f(n+ 1) = 2f(n)− 2n− 1 · · · 2©

f(n) = pn+ qとおくと p(n+ 1) + q = 2(pn+ q)− 2n− 1

nに関する恒等式であるから p = 2，q = 3

ゆえに f(n) = 2n+ 3 · · · 3©

1©− 2©から an+1 − f(n+ 1) = 2{an − f(n)}

したがって an − f(n) = 2n−1{a1 − f(1)}

a1 = −1， 3©より an − (2n+ 3) = 2n−1(−1− 5)

よって an = 2n + 3 − 3·2n
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解答 56 (2004) 問題 (p.14)　

(1) β = 4 + 4iより，β = 4− 4iであるから

|α− β| = |(1 + 2i)− (4− 4i)|
= | − 3 + 6i|

=
√
(−3)2 + 62 = 3

√
5

(2) |x− β| = |x− β|であり，xは実数であるから |x− β| = |x− β|

よって |x− α|+ |x− β| = |x− α|+ |x− β|

A(α)，B(β)，B′(β)，P(x)とすると

|x− α|+ |x− β| = AP + PB′

AB′と x軸との交点をQとするとき，

PがQと異なるときは，4APB′の辺の長さ

の関係から

AP + PB′ > AB′

　

O

y

x

A(α)

B(β)

B′(β)

Q P

また，PがQと一致するときは，次が成り立つ．

AP + PB′ = AB′

したがって，|x− α|+ |x− β|を最小にするには，直線AB′と x軸の交点をPに
とればよいので，tを実数とすると

x = (1− t)α + tβ

= (1− t)(1 + 2i) + t(4− 4i)

= (1 + 3t) + (2− 6t)i

このとき，xは実数であるから 2− 6t = 0 ゆえに t =
1

3

よって x = 2
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