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第 1 章 数と式

1.1 式の計算

1.1.1 多項式の加法と減法

数量を一般的に表すために，文字を数と同じように扱うと便利である．ここでは，文
字を含む式の加法と減法について学ぶことにしよう．

A〉〉単項式と多項式

3，x，2a，(−5)x2yなどのように，数や文字およびそれらを掛けて作られる式を
単項式という．単項式では，数の部分をその単項式の係数といい，掛けた文字の個
数をその単項式の次数という．
数
......
だ
......
け
......
の
......
単
......
項
......
式
......
の
......
次
......
数
......
は
......

0
...
で
......
あ
......
る
......
．ただし，数 0の次数は考えない．

ふつう 1xは単に xと書き，(−5)x2yは−5x2yと書く．

例 1.1 　(1) 2aの係数は 2，次数は 1である．

(2) −5x2yの係数は−5，次数は 3である．

S

練習 1.1 次の単項式の係数と次数をいえ． 解

(1) 6x2 (2) x (3) −x2y2 (4) −3abc

[内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

1
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2 第 1章 数と式

単項式が 2種類以上の文字を含むとき，特定の文字に着目して係数や次数を考え
ることがある．この場合，残りの文字は数と同じように扱う．

例 1.2 単項式 5ab2x4の係数と次数

(1) xに着目すると，係数は 5ab2，次数は 4である．

(2) aと bに着目すると，係数は 5x4，次数は 3である．

S

練習 1.2 次の単項式で [ ]内の文字に着目したとき，その係数と次数をいえ． 解

(1) 2ax3 [x ] (2) 3a2bc3 [ a ] (3) −6ax2y [xと y ]

5x2 + (−4x) + 2のように，単項式の和として表される式を多項式といい，その 1

つ 1つの単項式を，この多項式の項という．
5x2 + (−4x) + 2は，ふつう 5x2 − 4x+ 2と書く．
単項式は項が 1つの多項式と考える．多項式のことを整式ともいう．

B〉〉多項式の整理

多項式 5x2 + 4x− 2x2 − 3における 5x2
......
と−2x2

......
のように，多項式の項の中で，文

字の部分が同じである項を同類項という．多項式に含まれる同類項は，係数の和を
計算して，1つの項にまとめることができる．

例 1.3 　(1) 3x2 + 2x− 5− 7x+ x2 − 1

= (3 + 1)x2 + (2− 7)x+ (−5− 1)

= 4x2 − 5x− 6

(2) 2x2 − 5xy + 4− 3x2 + 7xy − 4

= (2− 3)x2 + (−5 + 7)xy + (4− 4)

= −x2 + 2xy

S

同類項をまとめる仕組み� �
ma + na = (m + n)a

ma − na = (m − n)a� �
練習 1.3 次の多項式の同類項をまとめよ． 解

(1) 4x2 + 3x− 1− 2x2 − 4x+ 6 (2) 3a2− 2ab− 4b2− 5a2 +2ab− 8b2

同類項をまとめて整理した多項式において，最も次数の高い 1項の次数をその多項
式の次数という．また，次数が nの多項式をn次式という．
たとえば，4x2 − 5x− 6は 2次式である．
1次数の大小は，「高い」，「低い」で言い表すのがふつうである．

https://player.vimeo.com/video/679029255?h=361c688dc6
https://player.vimeo.com/video/679357990?h=4b910bbba2


1.1. 式の計算 3

練習 1.4 次の多項式は何次式か． 解

(1) x3 + 4x2 − 5 (2) 1 + 6a− 8a2 − 3a4

2種類以上の文字を含む多項式においても，特定の文字にだけ注目して係数や次数
を考えることがある．
多項式の項の中で，着目した文字を含まない項を定数項という．

例 1.4 　(1) 多項式 ax2 + bx + c

xに着目すると 2次式で，定数項は cである．

(2) 多項式 x2y + 2x + a

yに着目すると 1次式で，定数項は 2x+ aである．
xと yに着目すると 3次式で，定数項は aである．

S

練習 1.5 多項式 ax3 − x2y + by2 + cは，次の文字に着目すると何次式か．また，そ
のときの定数項は何か． 解

(1) x (2) y (3) xと y

多項式は，ある文字に注目して，各項を次
......
数
......
が
......
低
......
く
......
な
......
る
......
順
......
に並べて整理すること

が多い．このことを，
こう

降べきの順に整理 2するという．

例 1.5 多項式 ax + 2a + x2 − 2 + xの整理

xについて降べきの順に整理すると

x2 + (a+ 1)x+ (2a− 2)

aについて降べきの順に整理すると

(x+ 2)a+ (x2 + x− 2)

S

練習 1.6 次の多項式を，xについて降べきの順に整理せよ． 解

(1) 4a2 + ax+ 2x− 3a (2) 2x2 + 5xy + 3y2 − 3x− 5y − 2

2 各項を次数が高くなる順に並べて整理することもある．このことを，
しょう
昇 べきの順に整理すると

いう．

https://player.vimeo.com/video/679358031?h=136f97d8f8
https://player.vimeo.com/video/679358068?h=5fcd6a8549
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C〉〉多項式の加法と減法

2つの多項式A，Bの和と差の計算は，次のように行う．� �
A+B · · · · · · AとBの項をすべて足して，同類項をまとめる．
A−B · · · · · · A + (−B)と考え，Bの各項の符号を変えたものを

Aに足して，同類項をまとめる．� �
例 1.6 　(1) (3x2 − 5x+ 2) + (2x2 + x− 4)

= (3 + 2)x2 + (−5 + 1)x+ (2− 4)

= 5x2 − 4x− 2

(2) (2x3 − 4x2 + 3x− 1)− (3x3 − 4x− 1)
符号を変える

= 2x3 − 4x2 + 3x− 1−3x3 + 4x + 1

= (2− 3)x3 − 4x2 + (3 + 4)x+ (−1 + 1)

= −x3 − 4x2 + 7x

S

例 1.6は，次のように計算することもできる．� �
(1) 3x2 − 5x+ 2

+) 2x2 + x− 3

5x2 − 4x− 1

(2) 2x3 − 4x2 + 3x− 1

−) 3x3 − 4x− 1

−x3 − 4x2 + 7x� �
練習 1.7 次の多項式AとBについて，A+B と A−B を計算せよ． 解

(1) A = 2x2 + 3x− 1，B = 4x2 − 5x− 6

(2) A = −3x2 − 2x+ 4x3 + 5，B = 2x3 + 7− 3x2

例 1.7 (3x2 − x+ 1)− 2(x2 + x− 2)

= 3x2 − x+ 1− 2x2 − 2x+ 4

= (3− 2)x2 + (−1− 2)x+ (1 + 4)

= x2 − 3x+ 5

S

練習 1.8 A = x2 + 4x− 3，B = 2x2 − x+ 4 とする．次の式を計算せよ． 解

(1) A+ 2B (2) 2A− 3B (3) A+B + 2(A−B)

https://player.vimeo.com/video/679358110?h=c5ed3ecb05
https://player.vimeo.com/video/679358136?h=7ca62f7351
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1.1.2 多項式の乗法

ここでは，多項式の乗法について学ぶ．多項式の乗法では，単項式の積の計算が基
本になる．そこで，まず単項式の乗法から調べることにしよう．

A〉〉単項式の乗法

aを n個掛けたものを aのn乗といい，anと書く．とくに，a1 = aである．
anにおける nを，anの

し

指
すう

数という．

また，a，a2，a3，· · · をまとめて aの
るい

累
じょう

乗という．
累乗についての積は，次のように計算される．

a3 × a2 = (a× a× a)× (a× a) = a3+2 = a5

(a3)2 = (a× a× a)× (a× a× a) = a3×2 = a6

(ab)2 = ab× ab = (a× a)× (b× b) = a2b2

一般に，次の指数法則が成り立つ．
指数法則� �
m，nを正の整数とする．

1 am × an = am+n 2 (am)n = amn 3 (ab)n = anbn� �
単項式の積は，指数法則を用いて計算する．

例 1.8 　(1) 3a2 × a4 = 3× a2+4 = 3a6

(2) 2x3y × (−5xy2) = 2× (−5)× x3+1 × y1+2 = −10x4y3

(3) (−2xy2)3 = (−2)3 × x3 × (y2)3 = −8x3y6

S

練習 1.9 次の式を計算せよ． 解

(1) 2a3 × 4a2 (2) 3x2y × (−2x3y2) (3) (−3x2y)3

https://player.vimeo.com/video/679029797?h=5defa8b686
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B〉〉多項式の乗法

多項式の積は，次の分配法則を用いて計算する．

分配法則� �
A(B + C) = AB +AC (A+B)C = AC +BC� �

例 1.9 分配法則を使った積の計算

(1) 3x2(x2 + 2x− 4) = 3x2·x2+ 3x2·2x+ 3x2·(−4)
= 3x4 + 6x3 − 12x2

(2) (2a2 − 3a+ 1)a= 2a2·a+(−3a)·a+1·a
= 2a3 − 3a2 + a

S

注意 例 1.9で用いた ·は，積を表す記号であり，×と同じ意味である。

多項式の積の形をした式について，その積を計算して 1つの多項式に表すことを，
その式を展開するという．

例 1.10 (4x2 − 3x + 1)(x + 2)を展開する． S

(4x2 − 3x+ 1)(x+ 2)

=(4x2 − 3x+ 1)x+ (4x2 − 3x+ 1)·2
=4x3 − 3x2 + x+ 8x2 − 6x+ 2

=4x3 + 5x2 − 5x+ 2

� �
4x2 − 3x+ 1

×) x+ 2

4x3 − 3x2 + x

8x2 − 6x+ 2

4x3 + 5x2 − 5x+ 2� �
注意 展開した式において，同類項はまとめておく．また，こうべきの順にしておく

とよい．

練習 1.10 次の式を展開せよ． 解

(1) 4x2(2x2 − 3x+ 5) (2) (2x− 1)(4x2 + 3)

(3) (2x2 + x− 3)(x− 2) (4) (2x2 + 3)(x2 − 4x− 1)

練習 1.11 次の式を展開し，xについて降べきの順に整理せよ． 解

(1) (x2 + ax− 1)(x+ a) (2) (ax+ b)(cx+ d)

https://player.vimeo.com/video/679358159?h=f8c93fe30e
https://player.vimeo.com/video/679030064?h=d9830a089d
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C〉〉展開の公式

代表的な式の展開の結果は，公式として利用すると便利である．

展開の公式� �
1 (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, (a − b)2 = a2 − 2ab + b2

2 (a + b)(a − b) = a2 − b2

3 (x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab� �
例 1.11 　(1) (x+ 2y)2 = x2 + 2·x·2y + (2y)2 = x2 + 4xy + 4y2

(2) (4x+ 3y)(4x− 3y) = (4x)2 − (3y)2 = 16x2 − 9y2

(3) (x+ 2)(x− 5)=x2 + {2 + (−5)}x+ 2·(−5)
=x2 − 3x− 10

S

練習 1.12 次の式を展開せよ． 解

(1) (2x+ 5)2 (2) (2x− 3y)2 (3) (5x+ 4y)(5x− 4y)

(4) (x+ 1)(x+ 5) (5) (x− 3)(x+ 8) (6) (x− y)(x− 4y)

積 (ax+ b)(cx+ d) を展開すると，次の公式が得られる．

展開の公式� �
4 (ax + b)(cx + d) = acx2 + (ad + bc)x + bd� �

例 1.12 (1) (3x+ 2)(4x+ 1) = 3·4x2 + (3·1 + 2·4)x+ 2·1 = 12x2 + 11x+ 2

(2) (2x− 5y)(3x+ 4y) = 2·3x2 + {2·4 + (−5)·3}xy + (−5)·4y2

= 6x2 − 7xy − 20y2

S

練習 1.13 次の式を展開せよ． 解

(1) (2x+ 1)(4x+ 5) (2) (x+ 4)(2x− 3) (3) (3x− 7)(x+ 2)

(4) (2x− 5)(2x− 1) (5) (x+ 3y)(2x− y) (6) (3x− 2a)(4x− 3a)

https://player.vimeo.com/video/679030124?h=0eaa6435ab
https://player.vimeo.com/video/679358185?h=477fcaeb0f
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D〉〉式の展開の工夫

複雑な式を展開するとき，式
......
の
......
一
......
部
......
を
......

1
...
つ
......
の
......
ま
......
と
......
ま
......
り
......
と
......
み
......
る
......
と，展開の公式を利

用できることがある．

例題 1.1 (a+ b+ c)2を展開すると次のようになることを確かめよ． S

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca

解答 (a+ b+ c)2= {(a+ b) + c}2

=(a+ b)2 + 2(a+ b)c+ c2

= a2 + 2ab+ b2 + 2ac+ 2bc+ c2

= a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca

← a+ b = A とおくと

(A+ c)2 の展開になる．

補足 上のような式の展開では，ab，bc，caの項の順

cb

a
ca

bc

ab
で式を整理しておくことが多い．

練習 1.14 次の式を展開せよ． 解

(1) (a+ b− c)2

(2) (x+ 2y + 3z)2

https://player.vimeo.com/video/679408303?h=ff3a955c87
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和
......
や
......
積
......
の
......
組
......
み
......
合
......
わ
......
せ
......
を
......
工
......
夫
......
することで，計算しやくすくなる場合もある．

例題 1.2 次の式を展開せよ．

(1) (x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1) (2) (a+ b)2(a− b)2
S

解答 (1) (x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)

= {(x2 + 1) + x}{(x2 + 1)− x}
= (x2 + 1)2 − x2 = x4 + 2x2 + 1− x2

= x4 + x2 + 1

← x2+1=A とおくと

(A+x)(A−x) の展開になる．

(2) (a+ b)2(a− b)2= {(a+ b)(a− b)}2

=(a2 − b2)2

=(a2)2 − 2a2b2 + (b2)2

= a4 − 2a2b2 + b4

← 掛ける順序を変えれば，

展開の公式 2 が使える．

練習 1.15 次の式を展開せよ． 解

(1) (x2 + 3x+ 2)(x2 − 3x+ 2) (2) (x− y − z)(x− y + z)

(3) (x+ 1)2(x− 1)2 (4) (x2 + 1)(x+ 1)(x− 1)

https://player.vimeo.com/video/679358205?h=e9a5e71671
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1.1.3 因数分解

(x+ 2)(x+ 3)を展開すると，次の等式が成り立つことがわかる．

x2 + 5x+ 6 = (x+ 2)(x+ 3)

このように，1つの多項式を 1次以上の多項式の積の形に表すことを，式を因数分解
するといい，積を作っている各式をもとの式の因数という．ここでは，因数分解に
ついて学ぼう．

A〉〉共通因数による因数分解

多項式の各項に共通な因数があれば，その
共通因数をかっこの外にくくり出して，式を
因数分解することができる．

　

� �
AB +AC = A(B + C)

@
@I

�
��

Aが共通因数� �
例 1.13 2ax2 + 6axyの因数分解

共通因数 2axがあるから 2ax2 = 2ax·x
2ax2 + 6axy = 2ax(x+ 3y) 6axy = 2ax·3y

S

注意 共通因数はすべてかっこの外にくくり出す．

練習 1.16 次の式を因数分解せよ． 解

(1) 12x3 − 8x2y (2) 3a2x+ 6ax2 − 2ax

例題 1.3 次の式を因数分解せよ． S

(a− b)x+ (b− a)y

解答 (a− b)x+ (b− a)y=(a− b)x− (a− b)y

=(a− b)(x− y)

← (a− b) が共通因数

練習 1.17 次の式を因数分解せよ． 解

(1) (a+ b)c+ d(a+ b) (2) (x− 2y)a+ (2y − x)b

https://player.vimeo.com/video/679030224?h=a620eea573
https://player.vimeo.com/video/679032694?h=ac577abf39


1.1. 式の計算 11

B〉〉2次式の因数分解

展開の公式を逆に利用すると，因数分解の公式が得られる．

因数分解の公式� �
1 a2 + 2ab + b2 = (a + b)2, a2 − 2ab + b2 = (a − b)2

2 a2 − b2 = (a + b)(a − b)

3 x2 + (a + b)x + ab = (x + a)(x + b)� �
因数分解の公式 1，2が利用できる因数分解の例を示す．

例 1.14 　(1) x2 + 8x+ 16 = x2 + 2·x·4 + 42 = (x+ 4)2

(2) 9x2 − 6xy + y2 = (3x)2 − 2·3x·y + y2 = (3x− y)2

(3) 4x2 − 9y2 = (2x)2 − (3y)2 = (2x+ 3y)(2x− 3y)

S

練習 1.18 次の式を因数分解せよ． 解

(1) x2 + 10x+ 25 (2) x2 − 12x+ 36

(3) x2 + 6xy + 9y2 (4) 4a2 − 4ab+ b2

(5) x2 − 9y2 (6) 16a2 − 25b2

https://player.vimeo.com/video/679030246?h=0fb20c4bc9
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次に，因数分解の公式 3が利用できる因数分解の例を示す．

例 1.15 (1) x2 + 6x+ 8 = x2 + (2 + 4)x+ 2·4
= (x+ 2)(x+ 4)

(2) x2 + 2xy − 8y2 = x2 + (−2y + 4y)x+ (−2y)·4y
= (x− 2y)(x+ 4y)

S

練習 1.19 次の式を因数分解せよ． 解

(1) x2 + 8x+ 12 (2) x2 − 13x+ 36

(3) a2 + a− 20 (4) x2 + 5xy + 6y2

(5) a2 − 8ab+ 15b2 (6) x2 − ax− 12a2

展開の公式 4を逆に利用する因数分解は，次のようになる．

因数分解の公式� �
4 acx2 + (ad + bc)x + bd = (ax + b)(cx + d)� �

3x2 + 14x + 8の因数分解
公式 4において

ac = 3，ad+ bc = 14，bd = 8

となる a，b，c，dをみつければよい．

　� �

ac = 3 bd = 8 ad+ bc = 14

c d ad

a b bc
!!!
aaa

aaa
!!! -

-

� �
1© ac = 3の 3を 1× 3

bd = 8の 8を 1× 8，2× 4，4× 2，8× 1

などと，積に分解する．

2© a = 1，c = 3として，b，dの候補から

ad+ bc = 14

となるものを，上の図のような形式で計算
してみると，右の場合が適する．

a = 1, b = 4, c = 3, d = 2

よって 3x2+14x+8 = (x+4)(3x+2)

� �

3 8 14

3 2 2

1 4 12
��HH

HH�� -

-

� �

補足 上の図式のような計算をたすき掛けという． [たすき掛け]

深化 1.1 上の 2©の計算において，b，dの候補として−1と−8，−2と−4はたすき
掛けの計算をしなくても適さないことがわかる．その理由を説明してみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/679032514?h=926d93234a
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/103
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例題 1.4 次の式を因数分解せよ． S

(1) 2x2 − 5x+ 3 (2) 4x2 − 8xy − 5y2

解答 (1) 2x2 − 5x+ 3 = (x− 1)(2x− 3)

(2) 4x2 − 8xy − 5y2 = (2x+ y)(2x− 5y)� �

2 3 −5

2 −3 −3

1 −1 −2
��HH

HH�� -

-

4 −5y2 −8y

2 −5y −10y

2 y 2y
��HH

HH�� -

-

� �
練習 1.20 次の式を因数分解せよ． 解

(1) 3x2 + 7x+ 2 (2) 2x2 + 9x+ 10

(3) 2x2 − 13x+ 6 (4) 4y2 + 5y − 21

(5) 3x2 + 5xy − 2y2 (6) 6x2 − 7ax− 3a2

https://player.vimeo.com/video/679358242?h=cd2f30e8a0
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C〉〉因数分解の工夫

複雑な式を因数分解するとき，式の一部を 1つのまとまりとみるなど，式の形の
特徴に着目すると，因数分解の公式を利用できることがある．

例題 1.5 次の式を因数分解せよ．

(1) (x+ y)2 + 2(x+ y)− 15 (2) x4 − 3x2 − 4

S

解答 (1) (x+ y)2 + 2(x+ y)− 15

= {(x+ y)− 3}{(x+ y) + 5}
= (x+ y − 3)(x+ y + 5)

← x+y=A とおくと

A2+2A−15

=(A−3)(A+5)

(2) x4 − 3x2 − 4 = (x2 + 1)(x2 − 4)

= (x2 + 1)(x+ 2)(x− 2)

← x2=A とおくと

A2−3A−4

=(A+1)(A−4)

練習 1.21 次の式を因数分解せよ． 解

(1) (x− y)2 − 5(x− y) + 6 (2) 2(x+ 3y)2 − (x+ 3y)− 1

(3) (x+ y)2 − 9 (4) x2 − (y − 1)2

(5) x4 − 8x2 − 9 (6) x4 − 16

https://player.vimeo.com/video/679358269?h=b9550be8fa
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2種類以上の文字を含む式は，次数の最も低い文字に着目して降べきの順に整理す
ると，見通しよく因数分解できることがある．

応用例題 1.1 次の式を因数分解せよ． S

x2 + xy + x+ 2y − 2

考え方〉〉この式は，xについては 2次式，yについては 1次式であるから，次
......
数
......
の
......

低
......
い
......
方
......
の
......
文
......
字
......

y
....
に
......
つ
......
い
......
て
......
整
......
理
......
す
......
る
......
．

解答 x2 + xy + x+ 2y − 2 = (x+ 2)y + (x2 + x− 2)

= (x+ 2)y + (x+ 2)(x− 1)

= (x+ 2){y + (x− 1)}
= (x+ 2)(x+ y − 1)

練習 1.22 次の式を因数分解せよ． 解

(1) x2 + xy − 4x− y + 3 (2) x2 + ax− 3a− 9

応用例題 1.2 次の式を因数分解せよ． S

2x2 + 5xy + 3y2 − 3x− 5y − 2

考え方〉〉この式は，xについても yについても 2次式であるから，たとえば x につ
いて降べきの順に整理する．定数項にあたる yの 2次式を因数分解し，12

ページの因数分解の公式 4を利用する．

解答 2x2 + 5xy + 3y2 − 3x− 5y − 2

= 2x2 + (5y − 3)x+ (3y2 − 5y − 2)

= 2x2 + (5y − 3)x+ (y − 2)(3y + 1)

= {x+ (y − 2)}{2x+ (3y + 1)}
= (x+ y − 2)(2x+ 3y + 1)

5y − 3

2 3y + 1 3y + 1

1 y − 2 2y − 4
��HH

HH�� -

-

練習 1.23 次の式を因数分解せよ． 解

(1) x2 + 3xy + 2y2 − 2x− 3y + 1 (2) 3x2 − 5ax+ 2a2 − 3x+ a− 6

https://player.vimeo.com/video/679028633?h=bc07b9164b
https://player.vimeo.com/video/679029149?h=a6fecc03e8
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応用例題 1.3 次の式を因数分解せよ． S

(a+ b)c2 + (b+ c)a2 + (c+ a)b2 + 2abc

考え方〉〉この式は，a，b，cのどの文字についても 2次式であるから，たとえば aに
ついて降べきの順に整理する．

解答 (a+ b)c2 + (b+ c)a2 + (c+ a)b2 + 2abc

= (b+ c)a2 + (b2 + 2bc+ c2)a+ (b2c+ bc2)

= (b+ c)a2 + (b+ c)2a+ bc(b+ c)

= (b+ c){a2 + (b+ c)a+ bc} = (b+ c)(a+ b)(a+ c)

= (a+ b)(b+ c)(c+ a)

練習 1.24 次の式を因数分解せよ． 解

ab(a− b) + bc(b− c) + ca(c− a)

https://player.vimeo.com/video/679357932?h=92051e6c18
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発展 3次式の展開と因数分解

(a+ b)3を展開すると，次のようになる．

(a+ b)3 = (a+ b)2(a+ b)

= (a2 + 2ab+ b2)(a+ b)

= (a2 + 2ab+ b2)a+ (a2 + 2ab+ b2)b

= a3 + 2a2b+ ab2 + a2b+ 2ab2 + b3

= a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

� �
a2 + 2ab+ b2

×) a + b

a3 + 2a2b+ ab2

a2b+ 2ab2 + b3

a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3� �
よって (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 · · · 1©
また， 1©において，bを−bで置き換えると

(a− b)3 = {a+ (−b)}3 = a3 + 3a2(−b) + 3a(−b)2 + (−b)3

よって (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

したがって，次の展開公式が成り立つ．

展開の公式� �
5 (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a − b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3� �
Ex 1.1 　(1) (x+ 1)3=x3 + 3·x2·1 + 3·x·12 + 13

=x3 + 3x2 + 3x+ 1

(2) (2x− y)3=(2x)3 − 3·(2x)2·y + 3·2x·y2 − y3

=8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3

演習 1.1 次の式を展開せよ． 解

(1) (x+ 2)3

(2) (x− 1)3

(3) (3a+ b)3

(4) (2x− 3y)3
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次の式の展開の結果も，公式として利用すると便利である．

展開の公式� �
6 (a + b)(a2 − ab + b2) = a3 + b3

(a − b)(a2 + ab + b2) = a3 − b3� �
演習 1.2 展開の公式 6が成り立つことを，左辺を展開して確かめよ． 解

Ex 1.2 　(1) (x+ 2)(x2 − 2x+ 4)= (x+ 2)(x2 − x·2 + 22)

=x3 + 23 = x3 + 8

(2) (x− 2y)(x2 + 2xy + 4y2)= (x− 2y){x2 + x·2y + (2y)2}
=x3 − (2y)3 = x3 − 8y3

演習 1.3 次の式を展開せよ． 解

(1) (x+ 2)(x2 − 2x+ 4) (2) (x− 3)(x2 + 3x+ 9)

(3) (x+ 3y)(x2 − 3xy + 9y2) (4) (2x− 3a)(4x2 + 6ax+ 9a2)

展開の公式 6を逆に利用する因数分解は，次のようになる．

因数分解の公式� �
5 a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)

a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2)� �
Ex 1.3 (1) x3 + 64 = x3 + 43 = (x+ 4)(x2 − x·4 + 42)

= (x+ 4)(x2 − 4x+ 16)

(2) 27x3 − a3 = (3x)3 − a3

= (3x− a){(3x)2 + 3x·a+ a2}
= (3x− a)(9x2 + 3ax+ a2)

演習 1.4 次の式を因数分解せよ． 解

(1) x3 − 1 (2) x3 + 27a3

(3) x3 − 64 (4) 125x3 − 8y3
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1.1.4 問題

問題 1.1 次の式を計算せよ． 解 → p.4～6

(1) (6x3 − 3x− 4) + (5 + 8x2 + 2x− x3) + 2(x− 4x2 − 3)

(2) (7x3 − 4x− 5) + x(3x+ 6− 2x2)− 3x(2x2 − x+ 4)

問題 1.2 次の式を展開せよ． 解 → p.6～8

(1) (2m+ 5)(m− 2) (2) (6a− 5b)(6a+ 5b)

(3) (3− 2x)(1 + x) (4) (x− a+ 1)2

(5) (x2 + 2x+ 2)(x2 − 2x+ 2) (6) (x+ y − z)(x− y + z)

(7) (x4 + 1)(x2 + 1)(x+ 1)(x− 1) (8) (x− 1)(x+ 1)(x− 2)(x+ 2)

(9) (x+ 4)(x+ 2)(x− 1)(x− 3)
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問題 1.3 次の式を因数分解せよ． 解 → p.10～13

(1) 2ax2 − 8a (2) ax2 + by2 − ay2 − bx2

(3) (x− 4)(3x+ 1) + 10 (4) 2n3 + 3n2 + n

問題 1.4 次の式を因数分解せよ． 解 → p.13～16

(1) 4x2 − y2 + 2y − 1 (2) (x2 − x)2 − 8(x2 − x) + 12

(3) x3 + ax2 − x2 − a (4) 6x2 + 7xy + 2y2 + x− 2

(5) 3x2 + 2xy − y2 + 7x+ 3y + 4 (6) (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)− abc

(7) a(b2− c2)+ b(c2−a2)+ c(a2− b2)

問題 1.5 35のように一の位の数が 5である 2
けた

桁の自然数を 2乗した値を簡単に求め
る方法を，aを 9以下の自然数として (10a+ 5)2の展開式から考察せよ． 解
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1.2 実数

1.2.1 実数

自然数 1, 2, 3, · · · に，0と−1,−2,−3, · · · とを合わせて整数という．また，整数m

と 0でない整数 nを用いて分数
m

n
の形に表される数を有理数という．たとえば，

1

3

や−3

4
=
−3
4
は有理数である．整数mは

m

1
と表されるから，整数は有理数である．

ここでは，数についてまとめよう．

A〉〉有理数

整数以外の有理数を小数で表すと，たとえば次のようになる．

1© 1

4
= 0.25 2© 2

3
= 0.666 · · · 3© 7

22
= 0.3181818 · · ·

1©のように，小数第何位かで終わる小数を有限小数という．これに対し，小数点
以下の数字が限りなく続く小数を無限小数という．無限小数のうち， 2© , 3©のよう
に，ある位以下では数字の同じ並びが繰り返される小数を循環小数という．
循環小数を次のように書き表すことがある．

0.666 · · · = 0.6̇ 0.3181818 · · · = 0.31̇8̇

1.234234234 · · · = 1.2̇34̇ 1.2342341234 · · · = 1.2̇341̇

練習 1.25 次の分数を小数に直し，循環小数の表し方で書け． 解

(1)
1

8
(2)

8

9
(3)

10

27
(4)

25

22

有理数について，次のことが知られている．
整数以外の有理数は，有限小数か循環小数のいずれかで表される．
逆に，有限小数と循環小数は必ず分数の形に表され，有理数である．

有理数


整数
有限小数
循環小数
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ここでは，m，nが正の整数のとき，分数
m

n
が整数，有限小数，循環小数のいず

れかで表されることを，数の割り算の仕組みから確かめてみよう．

たとえば，
9

7
を小数で表すには，

次のような割り算を行う．

1© 9を 7で割ると 商 1，余り 2

2© 2の横に 0を書いて 20にする．

3© 20を 7で割ると 商 2，余り 6

4© 6の横に 0を書いて 60にする．

以下，同じ手順を繰り返す．

上の手順で， 1©， 3©はいずれも
「7で割ったときの商と余りを求める」

計算である．整数を 7で割った余りは

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6のいずれかである．

　

9
7
20
14
60
56
4 0
35
50
49
10
7
3 0
28
20

)7
1 2 857142 · · ·.

同じ余り

同じ

右の割り算はいつまでも続くが，割り算を続けると同じ余りが出てくる．

一般の場合について考えてみよう．m，nは正の整数とする．mを nで割ることを
考えると，各段階の割り算の余りは，n個の整数

0, 1, 2, 3, · · · , n− 1

のいずれかである．割り算の途中で余りに 0が出てきたら，分数
m

n
は整数か有限小

数で表される．あまりに 0が出てこない場合，余りの種類は (n− 1)個しかないから，
割り算を続けると必ず同じ余り出てくる．そこから先は，その間の計算の繰り返し
になり，分数

m

n
は循環小数で表される．
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次に，循環小数を分数の形に表すことを考えよう．

例 1.16 循環小数0.1̇8̇を分数で表す．x = 0.1̇8̇とおく．

x = 0.181818 · · ·
100x = 18.181818 · · ·

100xと xの差を考えると，右の計算から

99x = 18 よって x =
18

99
=

2

11

　

100x = 18.181818 · · ·
−) x = 0.181818 · · ·

99x = 18

S

練習 1.26 次の循環小数を分数で表せ． 解

(1) 0.1̇ (2) 0.2̇7̇ (3) 0.6̇48̇ (4) 0.25̇4̇

B〉〉実数

整数と，有限小数または無限小数で表される数とを合わせて実数という．実数の
うち，有理数でない数を無理数という．
無
......
理
......
数
......
は
......
，循環しない無限小数で表される数であり，分

......
母
......
，
......
分
......
子
......
が
......
と
......
も
......
に
......
整
......
数
......
で
......

あ
......
る
......
分
......
数
......
で
......
表
......
す
......
こ
......
と
......
は
......
で
......
き
......
な
......
い
......
．

たとえば，
√
2や円周率 πは無理数であることが知られている．

√
2 = 1.41421356237309 · · · · · · , π = 3.14159265358979 · · · · · ·

実数
無理数

有理数

· · · 循環しない無限小数
循環小数
有限小数
整数 · · · 自然数，0，負の整数

e
e

%
%

%
%

e
e

""
bb 無限小数

実数� �
有理数� �
整数� �
自然数� �

� �� �� �

無理数� �
　

� �� �

https://player.vimeo.com/video/679032862?h=9c19eab6c2
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C〉〉数の範囲と四則計算

2つの数 a，bの四則 3計算の結果について考えてみよう．

例 1.17 (1) a，bが自然数のとき ← a = 1, b = 2 など
和 a+ b，積 abは常に自然数であるが，

差 a− b，商
a

b
は必ずしも自然数であるとは限らない．

(2) a，bが整数のとき ← a = −2, b = 3 など
和 a+ b，差 a− b，積 abは常に整数であるが，

商
a

b
は必ずしも整数であるとは限らない．

S

自然数，整数は，それぞれの数の範囲で常に四則計算ができるとは限らない．一
方，有理数，実数は，それぞれの数の範囲で常に四則計算ができる．すなわち，次
のことがいえる．� �

2つの有理数の和，差，積，商は常に有理数である．
2つの実数の和，差，積，商は常に実数である．� �

練習 1.27 下の表は数の範囲と四則計算についてまとめたものである．表の空らん
に○か×のうち適切なものを入れよ．また，×の場合は，結果がその範囲にない計
算の例を 1つあげよ． 解

数の範囲 加法 減法 乗法 除法
自然数 ○ ×
整数
有理数
実数

　

■表の説明■
○は計算がその範囲で常にできる場合
×は計算がその範囲で常にできるとは
限らない場合

3 加法，減法，乗法，除法をまとめて四則といい，四則計算の結果が，それぞれ和，差，積，商で
ある．ただし，除.....法.....に.....お.....い.....て.....0...で.....割.....る.....こ.....と.....は.....考.....え.....な.....い.....．

https://player.vimeo.com/video/679032943?h=d4d419bca7
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D〉〉実数と数直線

直線上に基準となる点Oをとり，実数 0を対応させる．単位の長さ 1と正の向きを
定めると，この直線上の点に対して実数を対応させることができる．[実数と数直線]

-�
�
�
�

−3 −2 −1 0 321
rπr−12

5 r1571

√
2

r√
2
?

　
この直線上では，それぞれの点に 1つの実数が対応している。逆に，どんな実数で
もこの直線上の 1点で表される．

このように点と実数を対応させた直線を数直線といい，点Oを原点という．

実数の大小関係は，数直線上では右の図の
ように，点の左右の位置関係で表される．

　 -
a b
a < b

数直線上で，点Pに実数 aが対応しているとき，aを点Pの座標といい，座標が a

である点 PをP(a)で表す．
数直線上の原点Oと点P(a)の距離を

実数 aの絶対値といい，記号 |a| で表
す．0の絶対値は |0| = 0 である．

　 |a|

|a|

O

O

0

0

a

a

a > 0

a < 0

P

P

例 1.18 2の絶対値は |2| = 2 S

−3の絶対値は | − 3| = 3

　
-r r

−3 0 2

|2|| − 3|

練習 1.28 次の値を求めよ． 解

(1) |3| (2) | − 4| (3)
∣∣−√2 ∣∣

実数 aの絶対値について，次のことが成り立つ．

絶対値� �
1 |a| = 0

2 a = 0 のとき |a| = a

a < 0 のとき |a| = −a� �
例 1.19 (1) |5− 3| = |2| = 2

(2) |3− 5| = | − 2| = −(−2) = 2

(3) 1−
√
2 < 0 であるから

|1−
√
2| = −(1−

√
2) =

√
2− 1

S

練習 1.29 次の値を求めよ． 解

(1) | − 2 + 3| (2) |1− 5| (3) | 3− π |

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/104
https://player.vimeo.com/video/679033021?h=9323047ef0
https://player.vimeo.com/video/679033051?h=0a4a8ba7fc
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研究 数直線上の2点間の距離

数直線上の 2点A(a)，B(b)間の距離ABは

a 5 b のとき AB = b− a, a > b のとき AB = a− b = −(b− a)

b− a

a b

A B

a < bのとき

a− b

b a
B A

a > bのとき

一般に，2点A(a)，B(b)間の距離ABは AB = |b − a|

Ex 1.4 2点A(4)，B(−2)の距離ABは

AB = | − 2− 4| = | − 6| = 6

演習 1.5 次の 2点間の距離を求めよ． 解

(1) A(2), B(5) (2) A(3), B(−1) (3) A(−2), B(−6)
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1.2.2 根号を含む式の計算

2乗すると aになる数を aの平方根という．実数は 2乗して負になることがないから，
負の数の平方根は実数の範囲には存在しない．ここでは負でない数の平方根を考え
よう 4．

A〉〉平方根

正の数 aの平方根は 2つあり，それらは絶対値が等しく符号が異なる．その正の平
方根を

√
a と書く．負の平方根は −

√
a である．

0の平方根は 0だけであり，
√
0 = 0 と定める．記号

√
を根号といい，

√
aを

「ルート a」と読む．また，
√
a = 0である．

aの平方根
√
aと−

√
aを合わせて±

√
aと書く．

補足 記号±を複号といい，「プラスマイナス」と読む．

例 1.20 　(1) 3の平方根は
√
3と−

√
3，すなわち ±

√
3 である．

(2)
√
49は 49の正の平方根で，

√
49 =

√
72 = 7 である．

S

練習 1.30 次の問いに答えよ． 解

(1) 6の平方根は何か．

(2)
√
16，

√
9

25
の値を，それぞれ求めよ．

実数 xについて，
√
x2を考えてみよう．

x = 6のとき
√
x2 =

√
62 = 6 ←

√
62 = 6

x = −6のとき
√
x2 =

√
(−6)2 = 6 ←

√
(−6)2 = 6 = −(−6)

一般に，次のことが成り立つ．� �
x = 0 のとき

√
x2 = x

x < 0 のとき
√
x2 = −x

}
すなわち

√
x2 = |x|

� �
4負の数の平方根は，数学 IIで扱っている．

https://player.vimeo.com/video/679033089?h=3f7ea045a0
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B〉〉根号を含む式の計算

平方根の積と商について，次のことが成り立つ．� �
a, bが正の数のとき

1
√

a
√

b =
√

ab 2

√
a√
b
=

√
a

b� �
【1の証明】

√
a
√
bを 2乗すると (

√
a
√
b)2 = (

√
a)2(

√
b)2 = ab

ここで，
√
a
√
b > 0 であるから，

√
a
√

bは abの正の平方根である．

すなわち
√
a
√

b =
√
ab 証終

【2の証明】
√
a√
b
を 2乗すると

(√
a√
b

)2

=
(
√
a)2

(
√
b)2

=
a

b

ここで，
√
a√
b
> 0 であるから，

√
a√
b
は

a

b
の正の平方根である．

すなわち
√
a√
b
=

√
a

b
証終

また，1から，次のことが成り立つ．� �
a > 0，k > 0のとき

√
k2a = k

√
a� �

例 1.21 　(1)
√
3
√
5 =
√
3·5 =

√
15

(2)

√
40√
2

=

√
40

2
=
√
20 =

√
22·5 = 2

√
5

S

練習 1.31 次の計算をせよ． 解

(1)
√
2
√
3 (2)

√
2
√
8 (3)

√
6√
3

(4)

√
24√
2

根号を含む式の加法，減法は，次のように行う．

例 1.22 　(1) 6
√
2 +
√
2− 3

√
2 = (6 + 1− 3)

√
2 = 4

√
2

(2) 4
√
3−
√
12 +

√
27=4

√
3− 2

√
3 + 3

√
3

= (4− 2 + 3)
√
3 = 5

√
3

S

練習 1.32 次の計算をせよ． 解

(1) 5
√
3− 2

√
3 +
√
3 (2)

√
2 +
√
32−

√
72

https://player.vimeo.com/video/679033131?h=74bae4b8fe
https://player.vimeo.com/video/679033169?h=e89ca47c53
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例 1.23 (1) (2
√
3−
√
5)(
√
3 + 4

√
5)

= 2
√
3
√
3 + 2

√
3·4
√
5−
√
5
√
3−
√
5·4
√
5

= 2·3 + 8
√
15−

√
15− 4·5 = −14 + 7

√
15

(2) (
√
5 +
√
2)(
√
5−
√
2) = (

√
5)2 − (

√
2)2 = 5− 2 = 3

S

練習 1.33 次の計算をせよ． 解

(1) (4
√
2 + 3

√
5)(2
√
2−
√
5) (2) (2

√
3−
√
2)2

(3) (
√
3 +
√
2)(
√
3−
√
2) (4) (3−

√
5)(3 +

√
5)

C〉〉分母の有理化

次のように，分母に根号を含む式を変形して，分母に根号を含まない式にするこ
とを，分母を有理化するという．

3√
2
=

3×
√
2√

2×
√
2
=

3
√
2

2
← b

a
=

bc

ac

練習 1.34 次の数の分母を有理化せよ． 解

(1)
2√
3

(2)
4√
2

(4)

√
3√
2

(4)
1

2
√
5

分母が
√
a+

√
b または

√
a−

√
b の形の場合は，次のことを利用する．(√

a+
√
b
)(√

a−
√
b
)
=
(√

a
)2 − (√b

)2
= a− b

例題 1.6

√
2√

5 +
√
2
の分母を有理化せよ． S

解答

√
2√

5 +
√
2
=

√
2(
√
5−
√
2)

(
√
5 +
√
2)(
√
5−
√
2)

=

√
2
√
5− (

√
2)2

(
√
5)2 − (

√
2)2

=

√
10− 2

3

練習 1.35 次の数の分母を有理化せよ． 解

(1)
1√

3 +
√
2

(2)

√
2√

5−
√
3

(3)
2
√
3√

6 + 2
(4)

√
3 + 1√
3− 1

https://player.vimeo.com/video/679032041?h=a53a6c9e18
https://player.vimeo.com/video/679032087?h=504557165d
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D〉〉式の値

ここでは，式の値を工夫して求めてみよう．

応用例題 1.4 x =
1√

5 +
√
3
, y =

1√
5−
√
3
のとき，次の式の値を求めよ．

(1) x+ y, xy (2) x2 + y2

S

考え方〉〉(2) (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2であるから，次の等式が成り立つ．

x2 + y2 = (x + y)2 − 2xy

x2 + y2の値は，x+ yと xyの値から求めることができる．

解答 x =
1√

5 +
√
3
=

√
5−
√
3

(
√
5 +
√
3)(
√
5−
√
3)

=

√
5−
√
3

2

y =
1√

5−
√
3
=

√
5 +
√
3

(
√
5−
√
3)(
√
5 +
√
3)

=

√
5 +
√
3

2

(1) x+ y =

√
5−
√
3

2
+

√
5 +
√
3

2
=
√
5

xy =

√
5−
√
3

2
·
√
5 +
√
3

2
=

2

4
=

1

2

(2) x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = (
√
5 )2 − 2·1

2
= 4

練習 1.36 x =
1√

7−
√
5
，y =

1√
7 +
√
5
のとき，次の式の値を求めよ． 解

(1) x+ y, xy (2) x2 + y2

練習 1.37 x =
1√
2 + 1

，y =
1√
2− 1

のとき，次の式の値を求めよ． 解

(1) x+ y, xy (2) x2 + y2 (3) x2y + xy2

深化 1.2 応用例題 1.4，練習 1.36，練習 1.37 の式 x+ y，xy，x2y + xy2にはある共
通な性質がある．その性質を説明してみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/679032828?h=b5c966d69e
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発展 2重根号

根号を 2重に含む式を簡単な形に変形する方法について考えてみよう．
たとえば，

√
3 +
√
2 > 0，

√
3−
√
2 > 0であるから√

(
√
3 +
√
2 )2 =

√
3 +
√
2,

√
(
√
3−
√
2 )2 =

√
3−
√
2

ここで (
√
3 +
√
2)2 = 3 + 2

√
3
√
2 + 2 = 3 + 2 + 2

√
3·2

(
√
3−
√
2)2 = 3− 2

√
3
√
2 + 2 = 3 + 2− 2

√
3·2

であるから，次のことが成り立つ．√
(3 + 2) + 2

√
3·2 =

√
3 +
√
2,

√
(3 + 2)− 2

√
3·2 =

√
3−
√
2

すなわち
√

5 + 2
√
6 =
√
3 +
√
2，

√
5− 2

√
6 =
√
3−
√
2

一般に，次のことが成り立つ．

2重根号� �
a > 0, b > 0 とする．√

(a + b) + 2
√
ab =

√
a +

√
b

a > b のとき
√

(a + b) − 2
√
ab =

√
a −

√
b� �

補足 このように変形することを 2重根号をはずすという．

Ex 1.5 (1)
√
8 + 2

√
15 =

√
(5 + 3) + 2

√
5·3 =

√
5 +
√
3

(2)
√
8− 4

√
3 =

√
(6 + 2)− 2

√
6·2 =

√
6−
√
2

(3)
√
4 +
√
15 =

√
8 + 2

√
15

2
=

√
8 + 2

√
15√

2

=

√
5 +
√
3√

2
=

√
10 +

√
6

2

演習 1.6 次の式の 2重根号をはずして簡単にせよ． 解

(1)
√

7 + 2
√
10 (2)

√
12− 6

√
3 (3)

√
2−
√
3

注意 2重根号をはずす変形がいつでもできるわけではない．
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1.2.3 問題

問題 1.6 aが次の値をとるとき，|a− 3| − |a+ 2|の値を求めよ． 解 → p.25

(1) a = 0 (2) a = 5 (3) a = −4

問題 1.7 xが次の値をとるとき，
√

(x+ 1)2の値を求めよ． 解 → p.27

(1) x = 3 (2) x = −1 (3) x = −3

問題 1.8 次の (1)，(2)の式を計算せよ．また，(3)～(6)の式の分母を有理化せよ．
解 → p.28，29

(1) 2
√
27− 3

√
12 +

√
54 (2) (

√
3 +
√
6 )2

(3)

√
3− 1√
8

(4)
2
√
3 +
√
2√

3−
√
2

(5)

√
2

1−
√
3

(6)
3 +
√
3√

6(1 +
√
3 )

問題 1.9
√
2 = 1.4142とするとき，分母の有理化を利用して，次の値を求めよ． 解

(1)
1√
2

(2)

√
2√

2− 1
→ p.29

問題 1.10 x =

√
5−
√
3√

5 +
√
3
，y =

√
5 +
√
3√

5−
√
3
のとき，次の式の値を求めよ． 解 → p.30

(1) x2 + y2 (2) x3y + xy3 (3)
x

y
+

y

x

問題 1.11
2√
3− 1

の整数の部分を a，小数の部分を bとする．このとき，aと bの値

を求めよ． 解

問題 1.12
√
5と
√
2 +
√
3は等しくないことを説明せよ． 解
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1.3 1次不等式

1.3.1 不等式の性質

不等号の種類と意味について，復習しておこう．

不等号 使い方の例 意　　味
< A < B AはBより小さい
> A > B AはBより大きい
5 A 5 B AはB以下
= A = B AはB以上

数量の間の大小関係を不等号を用いて表した式を不等式という．
ここでは，不等式の性質について学ぼう．

A〉〉不等式

以下，本書では，不等式で使う文字が表す数は，断りがなければ実数の範囲で考
えるものとする．

数量の大小関係を述べた事柄を不等式で表してみよう．

例 1.24 　(1) ある数 xの 3倍から 5を引いた数は 10より小さい．

このことを不等式で表すと 3x− 5 < 10

(2) 2数 a，bの和は正で，かつ 5以下である．

このことを不等式で表すと 0 < a+ b 5 5

S

練習 1.38 次の数量の大小関係を不等式で表せ． 解

(1) ある数 xの 2倍に 3を足した数は 5以上である．

(2) 2数 a，bの和は負で，かつ−2より大きい．

(3) 1個 150円の菓子を x個買って 120円の箱に詰めてもらったところ，代金を支
払うには 1000円では足りなかった。

https://player.vimeo.com/video/679358375?h=280a148791
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B〉〉不等式の性質

不等式でも等式の場合と同様に，不等号の
左側の部分を左辺，右側の部分を右辺といい，
左辺と右辺を合わせて両辺という．

　

� �

両辺

左辺 右辺
A < B

� �
不等式を利用するために，不等式の両辺に同じ数を足したり，同じ数を掛けたり
したときに，不等式がどのように変化するか数直線を使って調べてみよう．

2つの実数 a，bの大小関係 a < b は，数直

線上の位置関係として，右の図のように表さ

れる．

実数を数直線上の点で表して考えると，次

のことがいえる．

a < b のとき

a+ 2 < b+ 2, a− 2 < b− 2

　
a b

a+ 2 b+ 2

a− 2 b− 2

a < b

不等式について，次のことがいえる．

両辺に同じ数を足しても，両辺の大小関係は変わらない．

両辺から同じ数を引いても，両辺の大小関係は変わらない．

例 1.25 a > 0, b > 0
................................

とする． S

a < b のとき，2aと 2b，−2aと −2bの数直線上の位置関係は，下の図のように
なる．

-
0 b

r
a
r

-
0 2b

r
2a
r

−2b
r

−2a
r

図から，次のことがいえる．

「a < b のとき 2a < 2b, −2a > −2b」 · · · 1©

https://player.vimeo.com/video/679358406?h=5e9af65efa
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練習 1.39 次の各場合にも，例 1.25が成り立つことを数直線を用いて確かめよ． 解

(1) a < 0, b < 0 (2) a < 0, b > 0

練習 1.40 a < b のとき，次の 　 に適する不等号は何か． 解

(1) 3a 　 3b (2) −3a 　 − 3b

(3)
a

2
　

b

2
(4)

a

−2
　

b

−2

不等式の性質についてまとめると，次のようになる．

不等式の性質� �
1 A < B ならば A+ C < B + C

2 A < B ならば A− C < B − C

3 A < B, C > 0 ならば AC < BC,
A

C
<

B

C

4 A < B, C < 0 ならば AC > BC,
A

C
>

B

C� �
不等式では，
両辺に負の数を掛けたり，
両辺を負の数で割ったりすると，

両辺の大小関係が入れかわる．

　
� �

A < B −2をかけると
↓ 不等号の向きが

−2A > −2B 変わる� �
練習 1.41 a < b のとき，次の 　 に適する不等号は何か． 解

(1) 4a+ 1 　 4b+ 1 (2) 1− a 　 1− b

(3)
a

2
− 3 　

b

2
− 3 (4) −a

5
+ 2 　 − b

5
+ 2
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1.3.2 1次不等式

xのとるべき値を決める条件を表した不等式を，xについての不等式という．xにつ
いての不等式において，不等式を成り立たせる xの値を，その不等式の解という．こ
こでは，不等式の解の求め方について学ぼう．

A〉〉1次不等式とその解き方

例 1.26 不等式 3x − 5 < 10の解

x = 1とすると，不等式 3x− 5 < 10は成り立つ．
よって，x = 1はこの不等式の解である．

x = 6とすると，不等式 3x− 5 < 10は成り立たない．
よって，x = 6はこの不等式の解ではない．

S

不等式のすべての解を求めることを，その不等式を解くという．
不等式のすべての解の集まりを，その不等式の解ということもある．

例 1.27 不等式 3x − 5 < 10 を解く． S

3x− 5 + 5 < 10 + 5 ← 両辺に 5 をたす

3x < 15 (左辺を x だけの項にする)

3x

3
<

15

3
← 両辺を 3 で割る

x < 5 (左辺の x の係数を 1 にする)

例 1.27の不等式の解 x < 5を，数直線
を用いて図示すると，右のようになる．

　

5 x

注意 図中の白丸はその数が範囲に含まれないことを表している．

「不等式の性質」の1と2が成り立つか
ら，不等式でも方程式の場合と同じように
移項による式の変形ができる．

　
� �
3x−5

.........
< 10

移項
HHHHj 符号が変わる

3x < 10+5
.........� �

https://player.vimeo.com/video/679358442?h=fae7c417a3
https://player.vimeo.com/video/679032227?h=3d9cb5c9ee
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不等式の項を移項して，(xの 1次式) > 0，(xの 1次式) 5 0 などのような形に表
される不等式を，xの 1次不等式という．

1次不等式の解き方� �
不等式を ax > b，ax 5 b などの形に整理する．
整理された不等式の両辺を xの係数 aで割る．� �

例 1.28 1次不等式 2x− 7 5 5x− 1を解く

移項すると 2x− 5x 5 −1 + 7

整理すると −3x 5 6

両辺を− 3で割って x = −2 ← 不等号の向きが変わる．

　

−2 x

S

注意 図中の黒丸はその数が範囲に含まれることを表している．

練習 1.42 次の 1次不等式を解け． 解

(1) 5x− 2 < 2x+ 4 (2) 6x− 3 = 8x+ 7

(3) 2(4x− 1) > 5x− 11 (4) 3(3− 2x) 5 4− 3x

例題 1.7 次の 1次不等式を解け． S

4

3
x+ 1 = 1

2
x− 1

3

解答 両辺に 6を掛けると 6

(
4

3
x+ 1

)
= 6

(
1

2
x− 1

3

)
すなわち 8x+ 6= 3x− 2

移項して整理すると 5x=−8
よって x=−8

5

← 分母をはらう

ために 2 と 3

の最小公倍数

6 を掛ける

練習 1.43 次の 1次不等式を解け． 解

(1)
1

2
x− 1 5 2

7
x+

1

2
(2)

1

3
x+ 1 <

3

4
x− 1

2

https://player.vimeo.com/video/679032301?h=e5490c626c
https://player.vimeo.com/video/679032366?h=06962a465d
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A〉〉連立不等式

いくつかの不等式があるとき，それらの不等式の解に共通する範囲について考え
てみよう．

例 1.29 (1) 2つの不等式 (2) 2つの不等式
x = −2 · · · 1©
x < 5 · · · 2©

x = 3 · · · 1©
x > 0 · · · 2©

x

2©
1©

−2 5

2©
1©

x30

S

いくつかの不等式を組み合わせたものを連立不等式といい，それらの不等式の解
に共通する範囲を，この連立不等式の解という．また，連立不等式の解を求めるこ
とを，連立不等式を解くという．

例題 1.8 次の連立不等式を解け． S{
5x+ 3 > 3x+ 1

−x+ 4 = 2(x− 1)

解答 5x+ 3 > 3x+ 1 から 2x > −2

よって x > −1 · · · 1© 　

−x+ 4 = 2(x− 1) から −3x = −6

よって x 5 2 · · · 2© 　

1©と 2©の共通部分を求めて −1 < x 5 2

　

−1 2 x

1©2©

練習 1.44 次の連立不等式を解け． 解

(1)

{
6x− 9 < 2x− 1

3x+ 7 5 4(2x+ 3)
(2)

{
3x+ 1 = 7x− 5

−x+ 6 = 3(1− 2x)

https://player.vimeo.com/video/679358464?h=130bd14e94
https://player.vimeo.com/video/679032408?h=2302425bc1
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不等式A < B < Cは，A < BとB < Cが同時に成り立つことを表した式である．
たとえば，不等式 4− x < 3x < x+ 4は，連立不等式{

4− x < 3x

3x < x+ 4

と同じである．

練習 1.45 次の不等式を解け． 解

3x < x+ 12 < 2x+ 8

C〉〉1次不等式の応用

応用例題 1.5 次の不等式を満たす最小の自然数 nを求めよ． S

200 + 12(n− 10) 5 15n

考え方〉〉まず，nについての不等式を解く．次に，nが自然数であることに注意し
て，最小となる nの値を求める．

解答 不等式を変形すると −3n5−80

よって n= 80

3
= 26.6 · · ·

これを満たす最小の自然数 nは n = 27

練習 1.46 次の不等式を満たす最小の自然数 nを求めよ． 解

600 + 25(n− 20) 5 32n

練習 1.47 次の不等式を満たす最大の自然数 nを求めよ． 解

4 +
1

5
(n− 4) >

1

2
n

深化 1.3 解が存在しない連立不等式もある．2x− 4 = 0のように左辺が xの 1次式，
右辺が数であるような 1次不等式を 2つ組み合わせた連立不等式で解が存在しない
ものを 1つ作ってみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/679358308?h=3943295011
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1次不等式を使って，身近な問題を解いてみよう．

応用例題 1.6 1個 60円の品物Aと 1個 100円の品物Bを合わせて 50個買い，100円
の箱に詰めてもらう．品物代と箱代の合計金額を 4000円以下にするとき，品物Bは
最大で何個買えるか． S

考え方〉〉品物Bを x個買うとして，条件から不等式を作る．
xは自然数であることに注意する．

解答 品物Bを x個買うとすると，品物Aは (50− x)個買うことになる．

条件から

60(50− x) + 100x+ 100 5 4000

整理すると 40x5 900

よって x5 900

40
= 22.5

xは自然数であるから x 5 22 (答) 22個

練習 1.48 1個 120円の洋菓Aと 1個 80円の菓子Bを合わせて 30個買い，100円の
箱に詰めてもらう．菓子代と箱代の合計金額を 3000円以下にするとき，洋菓Aは最
大何個買えるか． 解

練習 1.49 案内状を作ることになったので再作費を調べた．A店では，100部までは
5000円，100部を超える分は 1部につき 40円である．また，B店では，100部まで
は 4500円，100部を超える分は 1部につき 43円である．B店で作るよりA店で作る
方が安くなるのは，何部以上作るときか． 解

https://player.vimeo.com/video/679358336?h=07b1e72628
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1.3.3 絶対値と方程式・不等式

絶対値については 25ページで学んだが，ここでは，絶対値を含む方程式，不等式
について考えよう．

A〉〉絶対値を含む方程式・不等式

実数 xの絶対値 |x|は，数直線上で実数 xに対応する点と原点との距離を表す．こ
のことから，絶対値を含む方程式，不等式を解いてみよう．

[絶対値を含む方程式・不等式]

例 1.30 (1) 方程式 |x | = 3 の解は S

x = ±3

(2) 不等式 |x | < 3 の解は

右の図より −3 < x < 3

(3) 不等式 |x | > 3 の解は

右の図より x < −3 と 3 < x

　
−3

−3

−3

0

0

0

3

3

3

3 3
x

x

x

注意 (1) 解は x = 3 と x = −3 で，これを合わせて x = ±3 と書く．

(3) 解は x < −3 と x > 3 で，これを合わせて x < −3，3 < x と書く．

一般に，次のことがいえる．� �
cが正の定数のとき 方程式 |x | = c の解は x = ±c

不等式 |x | < c の解は −c < x < c

不等式 |x | > c の解は x < −c，c < x� �
練習 1.50 次の方程式，不等式を解け． 解

(1) |x | = 2 (2) |x | < 5 (3) |x | = 4

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/105
https://player.vimeo.com/video/679409080?h=8f93d8bbfc
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例題 1.9 次の方程式，不等式を解け． S

(1) |x− 2 | = 3 (2) |x+ 1 | < 4 (3) | 2x+ 1 | = 3

解答 (1) |x− 2| = 3から x− 2 = ±3
よって x = 5,−1

(2) |x+ 1| < 4から −4 < x+ 1 < 4

各辺から 1を引いて −5 < x < 3

(3) |2x+ 1| = 3から 2x+ 1 5 −3, 3 5 2x+ 1

すなわち 2x 5 −4, 2 5 2x

よって x 5 −2, 1 5 x

注意 (1) 解は x = 5 と x = −1 で，これを合わせて，x = 5，−1 と書く．

練習 1.51 次の方程式，不等式を解け． 解

(1) | x+ 4 | = 2 (2) | x+ 1 | < 1 (3) | x− 2 | = 1

(4) | 2x− 3 | = 1 (5) | 3x− 2 | 5 4 (6) | 2x+ 5 | > 2

研究 絶対値と場合分け

絶対値の定義から，次のことが成り立つ．

A = 0 のとき |A| = A, A < 0 のとき |A| = −A

xの値の範囲で場合分けをして，絶対値記号をはずしてみよう．

Ex 1.6 |x− 2|の絶対値記号をはずす．

x− 2 = 0のとき |x− 2| = x− 2

x− 2 < 0のとき |x− 2| = −(x− 2) = −x+ 2

すなわち x = 2のとき |x− 2| = x− 2

x < 2のとき |x− 2| = −x+ 2

演習 1.7 Ex1.6にならって，次の式の絶対値記号をはずせ． 解

(1) | x− 3 | (2) | x+ 2 | (3) | 2x− 3 |

https://player.vimeo.com/video/679358493?h=89a50477aa
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Ex 1.7 次の方程式，不等式を解け．

(1) |x− 2| = 3x (2) |x− 2| 5 3x

解答 (1)［1］x− 2 = 0 すなわち x = 2のとき
方程式は x− 2 = 3x

よって x = −1 これは x = 2を満たさない．

［2］x− 2 < 0 すなわち x < 2のとき
方程式は −(x− 2) = 3x

よって x =
1

2
これは x <

1

2
を満たす．

［1］,［2］から，求める解は x =
1

2

(2)［1］x = 2のとき
不等式は x− 2 5 3x

よって x = −1
これと x = 2との共通範囲は x = 2 · · · 1©

［2］x < 2のとき
不等式は −(x− 2) 5 3x

よって x = 1

2
これと x < 2との共通範囲は

1

2
5 x < 2 · · · 2©

　

x21
2

1©2©

求める解は， 1©と 2©を合わせた範囲で x = 1

2

演習 1.8 次の方程式，不等式を解け． 解

(1) | x− 3 | = 2x (2) | x− 4 | 5 2x+ 1 (3) | 2x− 3 | > 5x



研究� �
やや複雑な方程式

次の方程式を解いてみよう．

| x |+ |x− 4 | = 6 · · · 1©

xの値の範囲で場合分けをして，絶対値記号をはずす．

［1］x < 0 のとき， 1©は −x− (x− 4) = 6 ← x<0，x−4<0

これを解くと x = −1

これは，x < 0 を満たすから，解である．

［2］0 5 x < 4 のとき， 1©は x− (x− 4) = 6 ← x=0，x−4<0

この方程式の解はない．

［3］4 5 x のとき， 1©は x+ (x− 4) = 6 ← x>0，x−4=0

これを解くと x = 5

これは，4 5 x を満たすから，解である．

以上から， 1©の解は x = −1，5� �

44
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1.3.4 問題

問題 1.13 次の不等式を解け． 解 → p.37～39

(1) 36− x < 2(12 + x) (2)
x

3
+

10− x

2
= 4

(3)

{
2x+ 6 > 5x− 12

3x− 7 5 2(4− x)
(4) 0.05 5 0.2− x

100
5 0.1

問題 1.14 xについて不等式 x+ a = 3x+ 5の解が x 5 3のとき，定数 aの値を求め
よ． 解 → p.37

問題 1.15 和が 40である異なる 2つの数がある．大きい数を
1

4
倍すると小さい数よ

りも小さくなるという．大きい数のとりうる値の範囲を求めよ． 解 → p.40

問題 1.16 次の方程式，不等式を解け． 解 → p.42

(1) | x− 3 | = 5 (2) | x+ 4 | = 1

(3) | 2x− 1 | < 7 (4) | 3x+ 5 | = 2

問題 1.17 次の方程式，不等式を解け． 解 → p.43Ex1.7

(1) | 2x− 4 | = x+ 1 (2) | 2x− 4 | > x+ 1

問題 1.18 不等式 5− x < 4x < 2x+ 8 · · · (A)に対して，次の連立不等式を考える．{
5− x < 4x

5− x < 2x+ 8
· · · (B)

このとき，次の問いに答えよ． 解

(1) 連立不等式 (B)の解のうち，不等式 (A)を満たさない最小の整数を求めよ．

(2) 連立不等式 (B)を解いて不等式を (A)を求めることができない理由を説明せよ．
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1.4 章末問題

1.4.1 章末問題A

章末 1.1 次の式を展開し，xについて降べきの順に整理せよ． 解

(1) (x3 + 4− 3x)(1− 2x) (2) (x− a)(x− b)(x− c)

(3) (x2 − x+ 1)(x2 − x+ 3) (4) (x+ 1)(x+ 2)(x− 5)(x− 6)

(5) (x− 1)(x− 2)(x+ 3)(x+ 6)

章末 1.2 次の式を因数分解せよ． 解

(1) 6x2 + (3a− 2b)x− ab (2) x2 + y2 − 2xy − z2

(3) 3x2 + ax− 2a2 + 4x− a+ 1 (4) ab2 − bc2 − b2c− c2a

章末 1.3 次の式を計算せよ． 解

(1) (1 +
√
2 +
√
3)2 (2) (

√
2 +
√
3 +
√
5)(
√
2 +
√
3−
√
5)

(3)
1√
2
− 1√

8
+

1√
32

(4)
2−
√
3

2 +
√
3
+

2 +
√
3

2−
√
3

(5)
1

1 +
√
2
+

1√
2 +
√
3
+

1√
3 + 2
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章末 1.4 次の場合について，
√
x2 − 2x+ 1を xの多項式で表せ． 解

(1) x = 1 (2) x < 1

章末 1.5 次の不等式を成り立たせる正の整数 nをすべて求めよ． 解

1

2
(n+ 3) +

1

6
>

1

3
(4n− 1)

章末 1.6 4kmの道のりを，歩くか走るかして行くことにした．ただし，歩くときの
速さは分速 80mで，走るときの速さは分速 200mである．目的地に着くまでにかか
る時間を 32分以上 35分以下にするとき，歩く道のりを何m以上何m以下にすれば
よいか． 解

章末 1.7 不等式 | 4x+ 2 | < 11を満たす整数 xの個数を求めよ． 解
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1.4.2 章末問題B

章末 1.8 次の計算をせよ． 解

(1) (a+ b+ c+ d)(a+ b− c− d) (2) (a+ b+ c)2 − (a− b− c)2

章末 1.9 次の式を因数分解せよ． 解

(1) (x+1)(x+2)(x+3)(x+4)− 24 (2) (b+ c)(c+ a)(a+ b) + abc

章末 1.10 x+ y+ z = 2，xy+ yz+ zx = −のとき，x2+ y2+ z2の値を求めよ． 解

章末 1.11 次の問いに答えよ． 解

(1) (1 +
√
2 +
√
3)(1 +

√
2−
√
3)を計算せよ．

(2)
1

1 +
√
2 +
√
3
の分母を有理化せよ．
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章末 1.12
1√
5− 2

の整数の部分を a，小数の部分を bとする． 解

(1) a, bの値を求めよ． (2) b+
1

b
, b2 +

1

b2
の値を求めよ．

章末 1.13 定価が 1個 100円の商品がある．この商品を，A店では定価の 12%引き
で売っている．また，B店では 10個までは定価であるが，10個を超える分について
1個につき定価の 25%引きで売っている．この商品をA店で買うより B店で買った
方が安くなるのは，何個以上買うときか． 解

章末 1.14 不等式 3(x− 1) < 2(x+a)を満たす最大の整数 xが x = 3であるとき，定
数 aの値の範囲を求めよ． 解

章末 1.15 方程式 |x |+ |x− 2 | = 4を解け． 解

ヒント� �
10 (x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zx

12 (2)

(
b+

1

b

)2

= b2 + 2 +
1

b2

15 x < 0, 0 5 x < 2, 2 5 xで場合分けをして，絶対値記号をはずす．� �



発展 4次式の因数分解� �
これまでは 2次式，3次式を因数分解してきたが，ここでは 4次式の因数分解

を考えてみよう．4次式でも，文字をおき換えると因数分解の公式を利用できる
ものがある．

例 1 x4 − 3x2 − 4 の因数分解

x4 = (x2)2 であるから，x2 = A とおくと

x4 − 3x2 − 4=A2 − 3A− 4

= (A+ 1)(A− 4)

のように因数分解できる．

このことから，次のようになる．

x4 − 3x2 − 4= (x2 + 1)(x2 − 4)

= (x2 + 1)(x+ 2)(x− 2)

例 2 (x2 − x)2 − 8(x2 − x) + 12 の因数分解

x2 − x = A とおくと

(x2 − x)2 − 8(x2 − x) + 12=A2 − 8A+ 12

= (A− 2)(A− 6)

のように因数分解できる．

このことから，次のようになる．

(x2 − x)2 − 8(x2 − x) + 12= {(x2 − x)− 2}{(x2 − x)− 6}
=(x2 − x− 2)(x2 − x− 6)

= (x+ 1)(x− 2)(x+ 2)(x− 3)

練習 次の式を因数分解せよ．

(1) x4 − 8x2 − 9 (2) (x2 + x)2 − (x2 + x)− 2� �
【解】 (1) x4 − 8x2 − 9= (x2 + 1)(x2 − 9)

= (x2 + 1)(x+ 3)(x− 3)

(2) (x2 + x)2 − (x2 + x)− 2= {(x2 + x) + 1}{(x2 + x)− 2}
=(x2 + x+ 1)(x2 + x− 2)

= (x2 + x+ 1)(x− 1)(x+ 2)

50



第 2 章 集合と命題

2.1 集合と命題

2.1.1 集合

数学では，「ものの集まり」や「ものの集まり」どうしの関係を考える場合がよくあ
る．ここでは，数学における「ものの集まり」の表現の方法を学ぼう．

A〉〉集合と要素

数学では，「1から 10までの自然数の集まり」のように，範囲がはっきりしたもの
の集まりを集合といい，集合を構成している 1つ 1つのものを，その集合の要素と
いう．
たとえば，「1から 10までの自然数の集まり」をAとすると，Aは

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

を要素とする集合である．
xが集合Aの要素であるとき，xは集合Aに属するという．
また，集合とその要素について，

xが集合Aの要素であることを x ∈ A

yが集合Aの要素でないことを y 6∈ A

と表す．

　A

x

例 2.1 1桁の素数全体の集合をAとすると，Aは

2, 3, 5, 7

を要素とする集合である．

このとき，集合Aについて，たとえば

2 ∈ A, 1 6∈ A である．

　

A

2 3

5 7

S

練習 2.1 有理数全体の集合をQとする．次の□に適する記号∈または 6∈ を入れよ．

(1) 4 　 Q (2) −2

3
　 Q (3)

√
2 　 Q 解

[内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

51

https://player.vimeo.com/video/679033553?h=30fbc0ccf0
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/201
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/202
https://cds.chart.co.jp/books/3n0tr75hma
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j#100
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B〉〉集合の表し方

集合の表し方には，{ }の中に要素を書き並べて表す方法がある．

例 2.2 要素を書き並べて表す方法

(1) 18の正の約数全体の集合Aは

A = {1, 2, 3, 6, 9, 18}
(2) 20以下の正の偶数全体の集合Bは

B = {2, 4, 6, · · · , 20}
(3) 自然数全体の集合N は

N = {1, 2, 3, · · · }

S

補足 (2)，(3)のように，規則性が明らかであれば，要素が多い場合や，無限に多く
の要素がある場合には，省略記号 · · · を用いて表すことがある．

要素の満たす条件を書いて，集合を表す場合もある．例 2.2の集合A，Bは，それ
ぞれ次のようにも表される．

例 2.3 要素の満たす条件を書いて表す方法

(1) A = {x |xは 18の正の約数 }
(2) B = {2n |nは 10以下の自然数 }

S

例 2.3(2)では，2nの nに 1, 2, 3, · · · , 10を代入して得られる数がBの各要素で
あることを表している．

練習 2.2 次の集合を，要素を書き並べて表せ． 解

(1) 20の正の約数全体の集合A

(2) B = {x |xは 10以下の正の奇数 }

(3) C = {3n+ 1 |n = 0, 1, 2, 3, · · · }

深化 2.1 集合 C = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}を例 2.3のような要素の表す条件を
書いて表す方法で表してみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/679033588?h=288aa82910
https://player.vimeo.com/video/679033633?h=fedef40f40
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C〉〉部分集合

集合Aと集合Bについて，A
.....
の
......
す
......
べ
......
て
......
の
......
要
......
素
......

が
......

B
.....
の
......
要
......
素
......
で
......
も
......
あ
......
る
......
とき，すなわち

x ∈ A ならば x ∈ B

が成り立つとき，AをBの部分集合という．

　B

x

A

このとき，Aは B に含まれる，または B は Aを含むといい，A ⊂ B，または
B ⊃ A で表す．集合A自身はAの部分集合である．すなわち，A ⊂ Aである．
また，AとBの要素がすべて一致しているとき，AとBは等しいといい，A = B

で表す．

注意 A = Bであることは，「A ⊂ BかつA ⊃ B」であることと同じである．

例 2.4 A = {1, 2, 3, 6} とB = {1, 2, 3, 4, 6, 12}
については，A ⊂ B である．

また，6の正の約数全体の集合をCとすると，

A = C である．

　

A

B

1
2

3
6

4

12

S

練習 2.3 次の 2つの集合の関係を，⊂，=を使って表せ． 解

(1) A = {1, 2, 4, 8}，B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

(2) C = {1, 2, 5, 10}，D = {x |xは 10の正の約数 }

(3) P = {x | xは 12以下の自然数 }，Q = {x |xは 12の正の約数 }

要素が 1つもない集合も考える．これを
くう

空
しゅう

集
ごう

合といい，φで表す．
空集合 φは，どんな集合に対しても，その部分集合であると約束する．

例 2.5 集合 {a, b}の部分集合は，次の 4個である． S

φ, {a}, {b}, {a, b} ←空集合 φ および {a, b} 自身も部分集合である．

練習 2.4 次の集合の部分集合をすべてあげよ． 解

(1) {1, 2} (2) {a, b, c}

https://player.vimeo.com/video/679033664?h=562517f7ad
https://player.vimeo.com/video/679033710?h=2b18a32efb
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D〉〉共通部分と和集合

集合A，Bのどちらにも属する要素全体の集合
を，AとBの共通部分といい，A ∩ Bで表す．

また，A，Bの少なくとも一方に属する要素全体
の集合をAとBの和集合といい，A ∪ Bで表す．
すなわち，次のように表される．

A ∩B = {x |x ∈ A かつ x ∈ B}

A ∪B = {x |x ∈ A または x ∈ B}

　

共通部分A ∩B

A B

和集合A ∪B

A B

例 2.6 (1) A = {1, 2, 3, 6}， S

B = {2, 4, 6, 8, 10}について
A ∩B = {2, 6}
A ∪B = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 10}

(2) A = {x | 0 < x < 3, xは実数 }，
B = {x | 2 5 x 5 5, xは実数 }について
A ∩B = {x | 2 5 x < 3, xは実数 }
A ∪B = {x | 0 < x 5 5, xは実数 }

　A B
1

3

2

6

4

8
10

B
A

x0 2 3 5

練習 2.5 A = {1, 2, 3, 4, 6}, B = {2, 4, 6, 8}，C = {1, 3} について，次の集合
を求めよ． 解

(1) A ∩B (2) A ∪B (3) B ∩ C (4) B ∪ C

練習 2.6 A = {x | − 2 5 x 5 2, xは実数 }，B = {x | 0 < x < 4, xは実数 }につい
て，A ∩BとA ∪Bを求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679033746?h=8b994ff318
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E〉〉補集合

集合を考えるときは，1つの集合Uを決めて，その
部分集合について考えることが多い．このとき，Uを
全体集合という．
全体集合Uの部分集合Aに対して，Uの要素で，A

には属さない要素全体の集合を，U に関する Aの補
集合といい，Aで表す．すなわち，次のように表さ
れる．

A = {x | x ∈ U かつ x 6∈ A}

　

A

U

A

例 2.7 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}を全体集合とする．
U の部分集合

A = {1, 2, 3}, B = {3, 6}

について A = {4, 5, 6}
また，A ∪B = {1, 2, 3, 6} であるから

A ∪B = {4, 5}

　

A

U

B
1

2
3 6

4 5

S

練習 2.7 例 2.7の集合A，Bについて，次の集合を求めよ． 解

(1) B (2) A ∩B

(3) A ∪B (4) A ∩B

(5) A ∩B (6) A ∩B

補集合の定義から，次のことが成り立つ．

補集合の性質� �
U を全体集合とし，A，Bをその部分集合とするとき

A ∩ A = φ， A ∪ A = U， A = A

A ⊂ B ならば A ⊃ B� �
注意 A は A の補集合を表す．

https://player.vimeo.com/video/679033789?h=df031a4bb6
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A ∪B，A ∩Bの補集合について，次のド・モルガンの法則が成り立つ 1．

ド・モルガンの法則� �
1 A ∪ B = A ∩ B

2 A ∩ B = A ∪ B� �

　

A

U

B

A ∪ BとA ∩ B

　

A

U

B

A ∩ BとA ∪ B

AとBは，それぞれ図 [1]と図 [2]の斜線部分であり，その共通部分A ∩Bは，図
[3]の斜線部分である．
図 [3]の斜線部分はA ∪Bであるから，A ∪B = A ∩Bが成り立つ．

[1] A [2] B [3] A ∩B

A

U

B A

U

B A

U

B

練習 2.8 A ∩B = A ∪B が成り立つことを，図を用いて確かめよ． 解

研究 3つの集合の共通部分と和集合� �
集合A，B，Cのすべてに属する要素全体の集合を，A，B，C の共通部分と

いい，A ∩ B ∩ C で表す．
また，A，B，Cの少なくとも 1つに属する要素全体の集合を，A，B，Cの和

集合といい，A ∪ B ∪ C で表す．

Ex 2.1 A = {3, 6, 9}，B = {1, 2, 3, 6}，
C = {2, 4, 6, 8}について

A ∩B ∩ C = {6}
A ∪B ∪ C = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9}

　

A

B C6

2
4

8

9

3

1

� �
演習 2.1 A = {1, 2, 3, 6}，B = {2, 3, 4, 5, 6}，C = {2, 4, 6, 8, 10, 12} につい
て，A ∩B ∩ CとA ∪B ∪ Cを求めよ． 解

1この法則が成り立っていることは，例 2.7と練習 2.7(2)，(3)，(4)の結果からも確かめられる．
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2.1.2 命題と条件

次の 2つの文は，正しいことを述べているといえるだろうか．

(A) 「整数 4は偶数である」 (B) 「
√
2 +
√
3 =
√
5である」

ここでは，ある事柄にについて述べられてた文や式が，正しいか正しくないかを論
理的に考えるために，命題と条件について学ぼう．

A〉〉命題

上の 2つの文について，(A)の文は正しく，(B)の文は正しくない．
一般に，正しいか正しくないかが定まる文や式を命題という．また，命題が正し
いとき，その命題は真であるといい，正しくないとき，その命題は偽であるという．
たとえば，上の命題 (A)は真であり，命題 (B)は偽である．

練習 2.9 次の命題の真偽を述べよ． 解

(1) 円周率 πは有理数である．

(2) 実数−1について (−1)2 = 0 である．

B〉〉条件

文字 xを含む文や式には，xの値によって，その真偽が変わるものがある．たとえ
ば「x > 3」という式は，x = 4のときは真であるが，x = 2のときは偽である．

「x > 3」，「xは素数である」

などのように，文字 xを含む文や式で，xに値を代入することで真偽が定まるもの
を，xに関する条件という．
条件を考える場合には，条件に含まれる文字がどんな集合の要素かをはっきりさ
せておく．この集合を，その条件の全体集合という．
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A〉〉命題 p =⇒ q

今後，条件を単に p，qなどで表すことにする．
実数について述べた命題「3より大きければ，1より大きい」は，実数 xに関する

2つの条件

p：x > 3， q：x > 1

を用いて，

pならば q ← x > 3 ならば x > 1

と表現することができる．このような命題を，p =⇒ q と書く．
命題 p =⇒ q について，pを仮定，qを結論という．

xを実数とするとき，命題「x > 3 =⇒ x > 1」は真である．

また，実数全体の集合Rの要素のうち，

x > 3 を満たす xの値全体の集合を P，

x > 1 を満たす xの値全体の集合をQ

　

P

Q

1 3 x

とすると，P ⊂ Q が成り立つ． ← P = {x |x > 3, x は実数 }, Q = {x |x > 1, x は実数 }

一般に，全体集合をUとし，Uの要素のうち，

条件 pを満たすもの全体の集合を P，

条件 qを満たすもの全体の集合をQ

とすると，命題 p =⇒ q は

P の要素はすべてQの要素である

ということを表している．

　 U

P
Q

P ⊂ Q

すなわち P =⇒ Q が真ならば，P ⊂ Qが成り立つ．逆に，P ⊂ Qが成り立てば，
P =⇒ Q は真である．
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前ページで調べたことから，次のことがいえる．

命題 p =⇒ q� �
1 命題 p =⇒ q は，「pを満たすものはすべて qを満たす」ということを表す．

2 条件 pを満たすもの全体の集合を P，条件 qを満たすもの全体の集合をQ

とするとき，「命題 p =⇒ q が真である」と「P ⊂ Qが成り立つ」とは同
じことである．� �

練習 2.10 次の条件 p，qについて，命題 p =⇒ q の真偽を，集合を用いて調べよ．

(1) 実数 xに関する 2つの条件 p : x 5 2，q : x 5 4 解

(2) 自然数mに関する 2つの条件
p : mは 12の約数，q : mは 24の約数

(3) 実数 xに関する条件 p : −1 < x < 1，q : x > 0

命題 p =⇒ q が偽であるときは

pを満たすが，qを満たさないもの (∗)

が存在する．
したがって，命題 p =⇒ q が偽であることを

いうには，(∗)の例を 1つだけ示せばよい．
そのような例を反例という．

　 U

P

Q

pを満たすが
qを満たさない

例 2.8 x，yを実数とするとき，命題「x2 = y2 =⇒ x = y」の真偽

x = 1，y = −1 は，x2 = y2 を満たすが，x = y を満たさない．

よって，この命題は偽である． ← x = 1, y = −1 が反例の 1 つ

S

練習 2.11 nは自然数とする．次の命題が偽であることを示せ． 解

nが素数ならば，nは奇数である．

https://player.vimeo.com/video/679358517?h=8776c178ee
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D〉〉必要条件と十分条件

2つの条件 p，qを考える．

命
......
題
........

p =⇒ q
.........................

が
......
真
......
で
......
あ
......
る
......
と
......
き
......
，

qは pであるための必要条件である，

pは qであるための十分条件である

という．

　
U

pを満たす
もの

qを満たすもの

例 2.9 xは実数とする．

命題「x = 3 =⇒ x2 = 9」は真であるから，

x = 3 は x2 = 9 であるための十分条件

であり，

x2 = 9 は x = 3 であるための必要条件

である．

　� �
p =⇒ q

十分条件 必要条件
が真

� �

S

練習 2.12 x，yは実数とする．次の 　 に，「必要」,「十分」のうち，適する言
葉を入れよ． 解

(1) x = −2は x2 = 4であるための 　 条件である．

(2) x > 0は x > 1であるための 　 条件である．

(3) x = yは (x− y)x = 0であるための 　 条件である．

2つの条件 p，qについて，「p =⇒ q かつ q =⇒ p」を p ⇐⇒ q と書く．2つ
の命題 p =⇒ q と q =⇒ p がともに真のとき，すなわち p ⇐⇒ q が成り立つとき，

pは qであるための必要十分条件である

という．同様に，qは pであるための必要十分条件である．
また，このとき，pと qは同値であるという．
条件 p，qを満たすもの全体の集合を，それぞれ P，Qとすると，

p ⇐⇒ qが成り立つことと P = Q が成り立つことは同じである．

https://player.vimeo.com/video/679033848?h=879c1c6c19
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例 2.10 xは実数とする． S

命題「x = 0 =⇒ x2 = 0」と「x2 = 0 =⇒ x = 0」はともに真であるか

ら，「x = 0 =⇒ x2 = 0」が成り立つ．

よって，x = 0は x2 = 0であるための必要十分条件である．

同様に，x2 = 0は x = 0であるための必要十分条件である．

すなわち，x = 0と x2 = 0は同値である．

練習 2.13 x, y, zは実数とする．次の中で，x = yと同値な条件をすべて選べ．

1© x+ z = y + z 2© x2 = y2 3© (x− y)2 = 0

解

練習 2.14 x, yは実数とする．次の 　 に，

「必要条件であるが十分条件ではない」，

「十分条件であるが必要条件ではない」，

「必要十分条件である」

のうち，適する言葉を入れよ． 解

(1) 4ABCが正三角形であることは，4ABCが二等辺三角形であるための 　 ．

(2) x < 3は−1 < x < 1であるための 　 ．

(3) |x| = |y|は x2 = y2であるための 　 ．

E〉〉条件の否定

条件 pに対して，「pでない」も条件である．これを pの否定といい，p で表す．条
件 pの否定は pである．

深化 2.2 自然数 nに関する条件 pを「p : nは 6の倍数」とする．このとき，「pは q

であるための十分条件であるが，必要条件ではない」が正しくなるような条件 qを
考えてみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/679033877?h=19ebfb3131
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例 2.11 xは実数とする．

(1) 条件「xは有理数」の否定は

「xは有理数でない」すなわち「xは無理数である」

(2) 条件「x > 0」の否定は

「x > 0でない」すなわち「x 5 0」

S

練習 2.15 nは自然数とする．次の条件の否定を述べよ． 解

(1) nは偶数である (2) nは 5より小さい

F〉〉「かつ」，「または」と否定

全体集合をU とし，U の要素の中で，条件 p, qを満たすもの全体の集合を，それ
ぞれ P, Qで表す．
条件「pかつ q」，「pまたは q」，pと集合の関係は，次のようになる．

条件 pかつ q

集合 P ∩ Q

P

U

Q

条件 pまたは q

集合 P ∪ Q

P

U

Q

条件 　 p　
集合 　P 　

P

P

U

56ページで学んだド・モルガンの法則により，2つの集合 P，Qについて，

P ∩Q = P ∪Q, P ∪Q = P ∩Q

が成り立つ．したがって，条件 p，qに対して，次が成り立つ．

条件「かつ」の否定，「または」の否定� �
pかつ q ⇐⇒ p または q

p または q ⇐⇒ p かつ q� �

https://player.vimeo.com/video/679033934?h=11d7ca2eb6
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例 2.12 x, yは実数とする．

(1) 「x = 0 かつ y = 0」の否定は「x 6= 0 または y 6= 0」

(2) 「x > 0 または y > 0」の否定は「x 5 0 かつ y 5 0」

(3) 「x, yの少なくとも一方は有理数」の否定は

「x, yはともに無理数」

S

練習 2.16 x, yは実数とする．次の条件の否定を述べよ． 解

(1) x = 0 かつ y = 0 (2) x = 0 または y = 0

(3) x, yはともに有理数

https://player.vimeo.com/video/679033967?h=6428ffa9a0
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2.1.3 命題と証明

命題 p =⇒ q に対して

q =⇒ p を p =⇒ qの逆
q =⇒ p を p =⇒ qの対偶
p =⇒ q を p =⇒ qの裏

という．命題 p =⇒ q とその逆，対偶，

裏は，互いに右の図のような関係にある．

　��
�
�p =⇒ q

�
�

�
�q =⇒ p

�
�

�
�p =⇒ q

�
�

�
�q =⇒ p

対偶

逆

逆

裏裏
�
�

Z
Z

Z
Z

�
�

ここでは，命題とその逆，対偶，裏の真偽について学ぼう．

A〉〉命題の逆・対偶，裏

例 2.13 xを実数とするとき，命題「x = 1 =⇒ x2 = 1」の逆，対偶，裏 S

逆は x2 = 1 =⇒ x = 1

対偶は x2 6= 1 =⇒ x 6= 1

裏は x 6= 1 =⇒ x2 6= 1

例 2.13の命題「x = 1 =⇒ x2 = 1」は真である．このとき，もとの命題の逆
「x2 = 1 =⇒ x = 1」の真偽を調べてみよう．

x = −1は x2 = 1を満たすが，x = 1を満たさない．よって，x = −1が反例とな
り，命題「x2 = 1 =⇒ x = 1」は偽である．

一般に，命題とその逆の真偽については，次のことがいえる．� �
もとの命題が真であっても，その逆が真であるとは限らない．� �

練習 2.17 x，yは実数とする．次の命題の真偽を調べよ．また，その逆，対偶，裏
を調べ，それらの真偽を調べよ． 解

(1) x > y =⇒ x− y > 0

(2) x 6= 0 =⇒ xy 6= 0

https://player.vimeo.com/video/679034049?h=dcc1c7ccf8
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B〉〉対偶を利用する証明

命題とその対偶の真偽について考えよう．

全体集合U の要素の中で，条件 p，qを満た

すもの全体の集合をそれぞれ P，Qで表す．

命題 p =⇒ qが真であることは，P ⊂ Qが

成り立つことと同じである．P，Qについて

P ⊂ Q ⇐⇒ Q ⊂ P

　

P

U

Q

QP

が成り立つから，命題 p =⇒ qと，その対偶 q =⇒ pについて，次のことがいえる．� �
命題 p =⇒ q とその対偶 q =⇒ p の真偽は一致する．� �

したがって，命題 p =⇒ qを証明するのに，その対偶 q =⇒ p を証明してもよい．

例題 2.1 nは整数とする．対偶を利用して，次の命題を証明せよ． S

n2が偶数ならば，nは偶数である．

証明 対偶「nが奇数ならば，n2は奇数である」を証明する．

nが奇数のとき，nはある整数 kを用いて n = 2k + 1 と表される．このとき

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

2k2 + 2kは整数であるから，n2は奇数である．

よって，対偶は真であり，もとの命題も真である． 証終

練習 2.18 nは整数とする．対偶を利用して，次の命題を証明せよ． 解

n2が奇数ならば，nは奇数である．

https://player.vimeo.com/video/679033404?h=51a4fe8d5e
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C〉〉背理法を利用する証明

ある命題について，その命題が成り立たないと仮定して，矛盾を導くことでもと
の命題を証明する方法がある．

例題 2.2
√
2が無理数であることを用いて，次の命題を証明せよ． S

1 +
√
2は無理数である．

証明 1 +
√
2 が無理数でないと仮定すると，1 +

√
2 は有理数である．

その有理数を rとすると，1 +
√
2 = r より

√
2 = r − 1

rが有理数ならば r − 1 も有理数であるから，この等式は
√
2 が無理数である

ことに矛盾する．

したがって，1 +
√
2 は無理数である． 証明

補足
√
2が無理数であることは次ページで証明している．

例題 2.2の証明は，次のような流れである．

1© 命題が成り立たないと仮定する．

2© 1©の仮定のもとので矛盾を導く．
3© 2©で矛盾が生じたのは， 1©の仮定が間違っているからである．
4© したがって，もとの命題が成り立つ．

このような証明法を背理法という．
背理法を利用する証明� �

命題が成り立たないと仮定して矛盾を導くことにより，

もとの命題が真であると結論する．� �
練習 2.19

√
2が無理数であることを利用して，次の命題を証明せよ． 解

1 + 3
√
2 は無理数である．

https://player.vimeo.com/video/679033471?h=d7df4e3600
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研究� �
√
2 が無理数であることの証明

例題 2.2では，「
√
2 は無理数である」ということを認めていた．

この事実を，背理法を利用して証明してみよう．

「
√
2は無理数でない」すなわち

「
√
2は有理数である」

と仮定すると，
√
2は自然数m，nを用いて

√
2 =

m

n
· · · 1©

と表すことができる．このとき，できる限り約分して，mと nに 1以外の

正の公約数がないような分数にする． ← このような分数を既約分数という．

1©より
√
2n = m

この両辺を 2乗すると

2n2 = m2 · · · 2©

よって，m2は偶数である．

65ページの例題 2.1により，m2が偶数ならば，m
......
も
......
偶
......
数
......
と
......
な
......
る
......
．

偶数mは，ある自然数 kを用いて，m = 2k と表されるから， 2©に代入して

2n2=4k2

すなわち n2=2k2

よって，n2は偶数となり，n
....
も
......
偶
......
数
......
と
......
な
......
る
......
．

mと nがともに偶数となることは，mと nに 1以外の公約数がないことに

矛盾する．

したがって，
√
2 は有理数ではなく，無理数である． 証終� �
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2.1.4 問題

問題 2.1 次の 2つの集合A, Bについて，A ∩BとA ∪Bを求めよ． 解 → p.54

(1) A = {x |xは 16の正の約数 }，B = {x | xは 8以下の自然数 }

(2) A = {n | − 2 5 n < 3, nは整数 }，B = {2n− 1 |n = 0, 1, 2}

問題 2.2 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}を全体集合とする．U の部分集合
A = {2, 3, 5, 8}，B = {1, 3, 5}について，次の集合を求めよ． 解 → p.55, 56

(1) A ∩B (2) A ∪B (3) A ∪B (4) A ∩B

問題 2.3 次の 　 に，「必要十分条件である」，「必要条件であるが十分条件では
ない」，「十分条件であるが必要条件ではない」，「必要条件でも十分条件でもない」の
うち適する言葉を入れよ．ただし，nは自然数とし，集合A，Bを

A = {k | kは 5で割り切れる自然数 },
B = {k | kは 6で割り切れる自然数 }

とする． 解 → p.60, 61

(1) nがAに属することは，nが 10で割り切れるための 　 ．

(2) nがBに属することは，nが 2で割り切れるための 　 ．

(3) nがA ∩Bに属することは，nが 30で割り切れるための 　 ．

問題 2.4 a，bは実数とする．次の命題の真偽を調べよ． 解 → p.65

a+ bは無理数 =⇒ a, bの少なくとも一方は無理数

問題 2.5 2つの集合A = {x |xは正の奇数 }，B = {2n + 1 |n = 1, 2, 3, · · · }につい
て，次の中から成り立つ関係を正しく表現しているものをすべて選び，選んだもの
がそれぞれ何を表しているのか説明せよ． 解

1© 1 ∈ A 2© {3} ∈ A 3© {7} ⊂ B

4© φ ⊂ A 5© A = B 6© A ⊃ B
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2.2 章末問題

2.2.1 章末問題A

章末 2.1 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} を全体集合とする．U の部分集合A，
Bについて

A ∩B = {1, 2, 5, 8}, A ∩B = {3}, A ∩B = {4, 7, 10}

であるとき，集合A，Bを求めよ． 解

章末 2.2 m, n, kは自然数とする．次の命題の逆，対偶，裏をそれぞれ述べ，それ
らの真偽を調べよ． 解

積mnkは偶数 =⇒ m, n, kの少なくとも 1つは偶数

2.2.2 章末問題B

章末 2.3 整数全体を全体集合 U とする．U の部分集合A，Bについて

A = {1, a, a+ 1}, B = {6, 8− a, a− 3}

であるとき，A ∩ B = {1, 4}となるように定数 aの値を定めよ．また，そのときの
集合A ∪Bを求めよ． 解

章末 2.4 a，bは実数とする．次の命題の真偽を調べ，真である場合には証明し，偽
である場合には反例をあげよ． 解

(1) a, bがともに無理数ならば，a+ bは無理数である．

(2) a, bがともに無理数ならば，a+ b，a− bの少なくとも一方は無理数である．

章末 2.5 次の問いに答えよ． 解

(1) a, bは有理数とする．
√
2が無理数であることを用いて，

命題「a+ b
√
2 = 0 =⇒ a = b = 0」を証明せよ．

(2) (a− 2) + (b+ 3)
√
2 = 0を満たす有理数 a, bの値を求めよ．
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発展 「すべて」と「ある」の否定

命題の否定とは，その命題が成り立たないことを表す命題である．
一般に，命

......
題
......
と
......
そ
......
の
......
否
......
定
......
で
......
は
......
，
......
真
......
偽
......
が
......
逆
......
に
......
な
......
る
......
．

ここでは，命題の否定について調べてみよう．

次の命題 1©は真である．

「すべての実数 xについて x2 = 0」 · · · 1©

1©が成り立たないとは，x2 = 0ではない実数 xが存在するということである．す
なわち，命題 1©の否定は

「ある実数 xについて x2 < 0」 · · · 2©

である．実数は 2乗して負になることがないから，命題 2©は偽である．

命題とその否定について，次のことが成り立つ．� �
pは xに関する条件とする．

命題「すべての xについて p」の否定は「ある xについて p」

命題「ある xについて p」の否定は「すべての xについて p」� �
Ex 2.2 命題「ある実数 xについて x2 = 4」 · · · 3© とその否定

x = 2のとき x2 = 4 であるから，命題 3©は真である．
3©の否定は「すべての実数 xについて x2 6= 4」で，これは偽である．

演習 2.2 次の命題の否定を述べよ．また，もとの命題とその否定の真偽を調べよ．

(1) すべての実数 xについて x+ 1 > 0 解

(2) ある素数 nについて n+ 2は素数である．
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3.1 2次関数とグラフ

3.1.1 関数とグラフ

自然現象や社会現象の中には，2つの量が互いに関連しながら変化する現象が多くあ
る．変化する量 x，yについて，yが xの 1次式や 2次式で表される場合を調べてみ
よう．

A〉〉関数

2つの変数 x，yについて，xの値を定めるとそれに対応して yの値がただ 1つ定
まるとき，yは xの関数であるという．

例 3.1 1辺の長さが x cmの正方形の周の長さを y cmとすると，y = 4xであり，y

は xの関数である．ただし，x > 0である． S

例 3.2 1辺の長さが x cmの正方形の面積を y cm2とすると，y = x2であり，yは x

の関数である．ただし，x > 0である． S

yが xの 1次式で表されるとき，yは xの 1次関数であるといい，yが xの 2次式
で表されるとき，yは xの 2次関数であるという．

1次関数，2次関数の一般形� �
1次関数は y = ax+ b ただし，a 6= 0

2次関数は y = ax2 + bx+ c ただし，a 6= 0� �
yが xの関数であるとき，yを表す xの式を f(x)や g(x)のように書くことがあ
る．また，xの関数 y = f(x)を単に，関数 f(x)ともいう．
関数 y = f(x)において，xの値 aに対応して定まる yの値を f(a) と書き，f(a)

を関数 f(x)の x = aにおける値という．

[内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

71

https://player.vimeo.com/video/679358538?h=10b998a0dd
https://player.vimeo.com/video/679358554?h=b5e9c18684
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/301
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/302
https://cds.chart.co.jp/books/1k1quou4v0
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j#100
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例 3.3 2次関数 f(x) = x2 + 2x において

f(5) = 52 + 2·5 = 25 + 10 = 35

f(a− 1) = (a− 1)2 + 2(a− 1)

= a2 − 2a+ 1 + 2a− 2 = a2 − 1

S

練習 3.1 2次関数 f(x) = x2 − 2x+ 1 において，次の値を求めよ． 解

(1) f(3) (2) f(−1) (3) f(−a) (4) f(a+ 1)

例 3.4 12kmの道のりを時速 4kmで歩く．x時間歩

いたとき，残りの道のりを y kmとすると，

y = 12− 4xとなり，yは xの関数である．

　 4x km y km

12km

この関数で，変数 xのとりうる値の範囲は 0 5 x 5 3である．

また，変数 yのとりうる値の範囲は 0 5 y 5 12である． S

yが xの関数であるとき，変数 xのとりうる値の範囲を，その関数の定義域という．
また，定義域の xに対応して yの値がとる値の範囲を値域という．例 3.4では，定義
域が 0 5 x 5 3，値域が 0 5 y 5 12である．

関数の定義域を示すのに，関数の式の後にかっこをつけて示すことがある．たと
えば，例 3.4の関数では，次のように書く．

y = 12− 4x (0 5 x 5 3)

練習 3.2 底辺の長さが 4cm，高さが x cmの三角形の面積を y cm2とする．ただし，
高さは 4cm以上であるとする．yを xの式で表せ． 解

yが xの関数であるとき，断りがなければ，その定義域は yの値が定まるような
xの値全体であるとする．たとえば，関数 y = xの定義域は実数全体であり，関数

y =
1

x
の定義域は 0以外の実数全体である．

https://player.vimeo.com/video/679034897?h=1a09fe8343
https://player.vimeo.com/video/679358574?h=0c5f0906dd
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B〉〉関数のグラフ

平面上に座標軸を定めると，その平面上の点P

の位置は，右の図のように 2つの実数の組 (a, b)

で表される．この組 (a, b)を点Pの座標といい，

このような点PをP(a, b)と書く．また，座標

が (a, b)である点を，点 (a, b)ということがあ

る．座標が定められた平面を座標平面という．

　

O

y

x

P(a, b)

a

b

座標平面は座標軸によって 4つの部分に分け
られる．これらの各部分を

しょう

象
げん

限といい，右の図
のように，それぞれを

第 1象限，第 2象限，第 3象限，第 4象限

という．座標軸はどの象限にも含めない．

　

O

y

x

第１象限第２象限

第３象限 第４象限

練習 3.3 次の点はどの象限にあるか． 解

(1) 点A(2, 3) (2) 点B(2,−3) (3) 点C(−2, 3) (4) 点D(−2,−3)

例 3.5 1次関数 y = −x + 5のグラフ S

この関数のグラフは，点 (0, 5)を通り，

傾きが−1の直線である．
この直線は，y = −x + 5を満たす点

(x, y)，すなわち点 (x,−x + 5)の全体

で作られる図形である．

　

O

y

x5

5

xの 1次関数 y = ax+ b のグラフは，傾きが a，切片が bの直線である．このグラ
フを，直線 y = ax + b ということもある．また，y = ax + bをこの直線の方程式
という．

深化 3.1 そのグラフが点 (2, 5)を通る 1次関数を 1つ選び，y = ax+ bの形で表し
てみよう．また，そのグラフは点 (−1,−1)を通るだろうか． 解

https://player.vimeo.com/video/679358598?h=de7e3c5fd1
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一般に，関数 y = f(x) のグラフとは，関係

y = f(x)を満たすような点 (x, f(x))全体で作ら

れる図形のことである．

関数の値域に最大の値があるとき，その値を

関数の最大値という．また，最小の値があると

き，その値を関数の最小値という．

　

O

y

x

関数のグラフ

定義域

値域

最大値

最小値

例題 3.1 関数 y = 2x+ 1 (1 5 x 5 3) について，次の問いに答えよ．

(1) グラフをかけ．また，値域を求めよ．

(2) 関数の最大値，最小値と，そのときの xの値を求めよ．

S

解答 　(1) この関数のグラフは，y = 2x + 1のグラフ
のうち，1 5 x 5 3 に対応する部分である．

x = 1 のとき y = 2·1 + 1 = 3

x = 3 のとき y = 2·3 + 1 = 7

よって，グラフは右の図の実線部分である．

関数の値域は 3 5 y 5 7

(2) x = 3 で最大値 7をとり，

x = 1 で最小値 3をとる．

　

O

y

x1 3

1

3

7

補足 関数のグラフをかく場合，定義域内は実線でかくが，定義域外は破線でかくこ
とが多い．

練習 3.4 次の関数のグラフをかけ．また，関数の値域を求めよ． 解

(1) y = 3x− 2 (0 5 x 5 3) (2) y = −2x+ 4 (−2 5 x 5 2)

練習 3.5 次の関数の値域を求めよ．また，関数の最大値，最小値と，そのときの x

の値を求めよ． 解

(1) y = 2x− 1 (−1 5 x 5 2) (2) y = −3x+ 5 (0 5 x 5 3)

https://player.vimeo.com/video/679035158?h=b78b8d86d7
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発展 絶対値を含む関数のグラフ

次のような関数もある．

Ex 3.1 関数 y = |x |
絶対値記号をはすずと

x = 0 のとき y = x

x < 0 のとき y = −x

そのグラフは，右の図のような折れ線

になる．

　

O

y

x1−1

1

y = |x |

演習 3.1 次の関数のグラフをかけ． 解

(1) x = 1 のとき y = x− 1，x < 1 のとき y = −x+ 1

(2) y = |x− 2 |

研究� �
座標平面上の対称な点

点A(a, b)が第 1象限にあるとき，Aと

x軸について対称な点B

y軸について対称な点C

原点について対称な点D

の座標は，それぞれ次のようになる．

点B 点C 点D

(a,−b) (−a, b) (−a,−b)

　

O

y

x

A(a, b)

B

C

D −b

b

a−a

このことは，点Aが他の象限にあるときも同じである．� �
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3.1.2 2次関数のグラフ

ここでは，いろいろな 2次関数のグラフについて学ぼう．
まず，2次関数 y = ax2のグラフを調べ，それをもとにいろいろな 2次関数のグラ
フについて調べていこう．

A〉〉2次関数 y = ax2のグラフ

2次関数

1© y = x2 2© y = −x2

3© y = 2x2 4© y = −2x2

5© y =
1

2
x2 6© y = −1

2
x2

のグラフは，それぞれ右の図のような曲線に
なる．� �

1©と 2©は x軸に関して対称．
3©と 4© , 5©と 6©も，それぞれ x軸に関
して対称．� �

　

1

1

3© 1© 5©

4© 2© 6©

O

y

x

2次関数 y = ax2 のグラフには，次のような特徴がある．� �
1 原点を通り，y軸に関して対称である．

2 a > 0 のとき，上に開いた形をしている．

a < 0 のとき，下に開いた形をしている．� �
2次関数 y = ax2 のグラフの形の曲線を放物線

という．放物線は限りなくのびた曲線であり，対

称の軸をもつ．その対称の軸を放物線の軸といい，

軸と放物線の交点を放物線の頂点という．

2次関数 y = ax2のグラフは

軸が y軸，頂点が原点

の放物線である．

　

軸

頂点

放物線
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上に開いた形の放物線は下に凸であるといい，下に開いた形の放物線は上に凸で
あるという．

2次関数 y = ax2 の yの値の変化については，次のことがいえる．

a > 0 のとき，x = 0 の前後で減少から増加に変わる．

a < 0 のとき，x = 0 の前後で増加から減少に変わる．

a > 0 のとき 下に凸� �

O

y

x

増加減少

� �

a < 0 のとき 上に凸� �
O

y

x

増加 減少

� �
2次関数 y = ax2 のグラフについてまとめると，次のようになる．

2次関数 y = ax2 のグラフ� �
2次関数 y = ax2のグラフは放物線である．

その軸は y軸，頂点は原点である．

a > 0 のとき 下に凸 a < 0 のとき 上に凸� �
練習 3.6 次の 2次関数のグラフをかけ．また，その放物線は上に凸，下に凸のどち
らであるか． 解

(1) y = 3x2 (2) y = −3x2 (3) y =
1

3
x2

[2次関数のグラフ]

https://cds.chart.co.jp/assets/contents/books/yqqqhpwc5j/content/function1/index.html?loaded_data=14683200
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B〉〉2次関数 y = ax2 + q のグラフ

次の 2つの 2次関数のグラフの関係を調べてみよう．

y = 2x2, y = 2x2 + 1

2つの関数の値を比べると，右
の表のように，xのどの値につい
ても，それに対応する 2x2 + 1 の
値は 2x2 の値より 1だけ大きい．

　

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

2x2+1

2x2

x −2 −1 0 1 2

8 2 0 2 8

9 3 1 3 9

+1

よって，y = 2x2 + 1 のグラフ上の各点は，
y = 2x2 のグラフ上の各点を，

y軸方向に 1だけ移動させたもの

になっている．
したがって，y = 2x2 + 1 のグラフは右の

図のようになる．
その軸は y軸，頂点は点 (0, 1)である．

演習 3.2 y = 2x2− 3 のグラフを右の図にか
け．また，その放物線の軸と頂点をいえ．解

　

O

y

x1

11

1 1

y=2x2y=2x2 + 1

平面上で，図形上の各点を一定の方向に一定の距離だけ動かす移動を，平行移動
という．一般に，次のことがいえる．

y = ax2 + q のグラフ� �
2次関数 y = ax2 + q のグラフは，y = ax2 のグラフを，
y軸方向に qだけ平行移動した放物線である．
その軸は y軸，頂点は点 (0, q)� �

注意 「y軸方向に q」とは「y軸の正の向きに q」ということである．なお，

「y軸方向に−1
........
」とは「y軸の負の向きに 1

..................................
」ということである．

練習 3.7 次の 2次関数のグラフをかけ．また，その頂点を求めよ． 解

(1) y = x2 + 3 (2) y = 2x2 − 1 (3) y = −x2 + 2
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C〉〉2次関数 y = a(x − p)2 のグラフ

次の 2つの 2次関数のグラフの関係を調べてみよう．

y = 2x2, y = 2(x− 3)2

2つの関数の値を比べると，次のような表ができる．

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

x

2x2

2(x− 3)2

−2 −1 0 1 2 3 4 5

8 2 0 2 8 18 32 50

50 32 18 8 2 0 2 8

XXXXXXz
XXXXXXz

XXXXXXz
XXXXXXz

XXXXXXz

よって，y = 2(x− 3)2 のグラフは，

y = 2x2 のグラフを，

x軸方向に3だけ平行移動したもの

であり，右の図のようになる．

その軸は，点 (3, 0)を通り y軸に平

行な直線 x = 3 である．また，その

頂点は点 (3, 0)である．

演習 3.3 2つの 2次関数 y = 2x2 と

y = 2(x+ 3)2の関係を調べよ． 解

　

O

y

x

y=2x2 y=2(x − 3)2

軸

3

3

3

3
3

注意 点 (p, 0)を通り y軸に平行な直線を，

直線 x = p という．

　 直線 x = p� �
直線上の点
の x座標は
どれも p� �

p x

y

O一般に次のことがいえる．

y = a(x − p)2 のグラフ� �
2次関数 y = a(x− p)2 のグラフは，y = ax2 のグラフを，
x軸方向に pだけ平行移動した放物線である．
その軸は直線 x = p である．頂点は点 (p, 0)である．� �

練習 3.8 次の 2次関数のグラフをかけ．また，その頂点と軸を求めよ． 解

(1) y = (x− 2)2 (2) y = 2(x+ 1)2 (3) y = −2(x+ 2)2
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D〉〉2次関数 y = a(x − p)2 + q のグラフ

これまでに調べたことから，y = a(x − p)2 + q の形で表される 2次関数のグラフ
についてもわかる． [2次関数の平行移動]

例 3.6 2次関数 y = 2(x − 3)2 + 1 のグラフ S

y = 2x2 と y = 2(x− 3)2 + 1 のグラフの関係は，次のようになる．� �
y = 2x2 y = 2(x− 3)2 y = 2(x− 3)2 + 1

x 軸方向に 3

だけ平行移動
y 軸方向に 1

だけ平行移動� �
したがって，y = 2(x − 3)2 + 1 の

グラフは，y = 2x2 のグラフを

x軸方向に 3，y軸方向に 1

だけ平行移動したものであり，右

の図のようになる．

その軸は直線 x = 3 であり，頂点

は点 (3, 1)である．

　

O

y

x

軸

33

1
1

y=2x2 y=2(x − 3)2 + 1

一般に，次のことがいえる．

y = a(x − p)2 + q のグラフ� �
2次関数 y = a(x− p)2 + q のグラフは，y = ax2 のグラフを，
x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移動した放物線である．
その軸は 直線x = p，頂点は点 (p, q)である．� �

練習 3.9 次の 2次関数のグラフをかけ．また，その頂点と軸を求めよ． 解

(1) y = (x− 1)2 + 2 (2) y = 2(x− 2)2 − 4

(3) y = −2(x+ 1)2 + 2 (4) y = −1

2
(x+ 2)2 − 1

演習 3.4 2次関数 y = 2x2 のグラフを次のように平行移動させると，どのような 2

次関数のグラフになるか．その関数の式を求めよ． 解

(1) x軸方向に 1，y軸方向に 3だけ平行移動

(2) x軸方向に 1，y軸方向に−3だけ平行移動

(3) x軸方向に−1，y軸方向に 3だけ平行移動

https://cds.chart.co.jp/assets/contents/books/yqqqhpwc5j/content/function1/index.html?loaded_data=15564192
https://player.vimeo.com/video/679035043?h=1c192149fa
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E〉〉2次関数 y = ax2 + bx + c のグラフ

2次式 2(x− 3)2+3 を展開して整理すると

2(x− 3)2 + 1 = 2(x2 − 6x+ 9) + 1

= 2x2 − 12x+ 18 + 1

= 2x2 − 12x+ 19

となる．すなわち，次の等式が成り立つ．

2x2 − 12x+ 19 = 2(x− 3)2 + 1

　

平方完成� �
a(x+�)2 +©の形
の 2次式に表すこと� �

2次関数 y = 2x2 − 12x + 19が与えられたとき，これを y = 2(x − 3)2 + 1に変形
すると，そのグラフの軸と頂点がわかる．

一般に，2次式 ax2 + bx+ cを a(x− p)2 + qの形に変形することを，
平方完成するという． [平行完成]

例 3.7 (1) x2 + 4xを平方完成する． S

x2 + 4x = (x+ 2)2 − 22

= (x+ 2)2 − 4

� �
x2 + �x =

(
x+

�
2

)2

−
(�

2

)2

� �
(2) 3x2 + 6x+ 2 を平方完成する．

3x2 − 6x+ 5 = 3(x2 − 2x) + 5

= 3{(x− 1)2 − 12}+ 5

= 3(x− 1)2 − 3·1 + 5

= 3(x− 1)2 + 2

6

?

?

1© 2©

3©

　� �
1© x2, x を含む項だけを x2 の係数

3 でくくる．

2© x2 + 2x =

(
x+

2

2

)2

−
(
2

2

)2

3© 3 をかけて { } をはずす．� �
練習 3.10 次の 2次式を平方完成せよ． 解

(1) x2 + 8x (2) x2 − 6x+ 8

(3) 2x2 − 8x+ 5 (4) 3x2 + 6x+ 2

(5) x2 + x− 2 (6) −2x2 + 6x+ 4

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/305
https://player.vimeo.com/video/679035118?h=53c78da26b
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2次式の平方完成を利用して，2次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフをかいてみよう．

例題 3.2 次の 2次関数のグラフをかけ．また，その頂点と軸を求めよ． S

y = −2x2 − 4x+ 1

解答 −2x2 − 4x+ 1=−2(x2 + 2x) + 1

=−2{(x+ 1)2 − 12}+ 1

=−2(x+ 1)2 + 3

よって y = −2(x+ 1)2 + 3

したがって，この関数のグラフは

右の図のような放物線である．

その軸は直線 x = −1，頂点は
点 (−1, 3)である．

　

O

y

x

3

1

−1

練習 3.11 次の 2次関数のグラフをかけ．また，その頂点と軸を求めよ． 解

(1) y = x2 − 4x+ 3 (2) y = 2x2 + 8x+ 3

(3) y = −3x2 + 6x+ 1 (4) y = −x2 − 3x

一般に，次のことがいえる [2次関数の平行移動]� �
2次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフは，y = ax2 のグラフを平行移動させた放物
線である．� �
補足 2次式 ax2 + bx+ cの平方完成は次ページで示している．

深化 3.2 そのグラフが点 (2, 5)を通る 2次関数を 1つ選び，y = ax2 + bx + cの形
で表してみよう．また，そのグラフは点 (−1,−1)を通るだろうか． 解

https://player.vimeo.com/video/679035201?h=f7570c3c7d
https://cds.chart.co.jp/assets/contents/books/yqqqhpwc5j/content/function1/index.html?loaded_data=16445184
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2次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフを，放物線 y = ax2 + bx + c ということも
ある．また，y = ax2 + bx+ c をこの放物線の方程式という．

応用例題 3.1 放物線 y = x2 + 2x+ 2 を平行移動して放物線 y = x2 − 6x+ 11 に重
ねるには，どのように平行移動すればよいか． S

考え方〉〉x2の係数が等しいから，2つの放物線は平行移動によって重ねることがで
きる．2つの放物線の頂点の移動に注目する．

解答 y = x2 + 2x+ 2 を変形すると

y = (x+ 1)2 + 1

y = x2 − 6x+ 11 を変形すると

y = (x− 3)2 + 2

よって，頂点は点 (−1, 1)から点 (3, 2)に
移動する．
したがって，

x軸方向に 4，y軸方向に 1

だけ平行移動すればよい．

　

O

y

x−1
1

2

4

3

1

練習 3.12 放物線 y = 2x2 − 4x を平行移動して放物線 y = 2x2 + 4x− 3に重ねるに
は，どのように平行移動すればよいか． 解

� 2次式 ax2 + bx + c の平方完成
xの 2次式 ax2 + bx+ c は，次のように平方完成することができる．

ax2 + bx+ c = a

(
x2 +

b

a
x

)
+ c = a

{(
x+

b

2a

)2

−
(

b

2a

)2
}

+ c

= a

(
x+

b

2a

)2

− a

(
b

2a

)2

+ c = a

(
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a

よって，放物線 y = ax2 + bx+ cの軸と頂点は次のようになる．

軸は 直線 x = −
b

2a
, 頂点は 点

(
−

b

2a
, −

b2 − 4ac

4a

)

https://player.vimeo.com/video/679034738?h=a6e9459a64
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研究� �
グラフの平行移動

2次関数 y = 2x2 のグラフ F を，x軸方向に 4，y軸方向に 3だけ平行移動する
ことを，グラフ上の点の移動で考えてみよう．移動後の放物線をGとする．

F 上に点P(s, t)をとり，この平行移動によっ
て，点PがG上の点Q(x, y) へ動くとすると

t = 2s2 · · · 1©
x = s+ 4, y = t+ 3 · · · 2©

が成り立つ． 2©から

s = x− 4, t = y − 3

1© に代入すると y − 3 = 2(x− 4)2

すなわち y = 2(x− 4)2 + 3

　

O

y

x

F G

Q(x, y)

P(s, t)
4

3

この 2次関数のグラフが，放物線Gである．

一般に，2次関数 y = f(x) のグラフを，x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行
移動すると，移動後の放物線は，次のようになる． [グラフの平行移動]

y − q = f(x − p) すなわち y = f(x− p) + q� �
Ex 3.2 y = 2x2 +3x+1 のグラフを，x軸方向に 1，y軸方向に 3だけ平行移動する
と，移動後の放物線の方程式は

y − 3 = 2(x− 1)2 + 3(x− 1) + 1 すなわち y = 2x2 − x+ 3

演習 3.5 2次関数 y = 2x2 − 5x + 3のグラフを，x軸方向に−2，y軸方向に 1だけ
平行移動するとき，移動後の放物線の方程式を求めよ． 解

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/307
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発展� �
グラフの対称移動

平面上で図形上の各点を，直線または点に関して対称な位置に動かすことを，
直線または点に関して対称移動するという．
2次関数 y = x2 − 4x + 5 のグラ

フ F を，x軸に関して対称移動する

とき，移動後の放物線をGとする．

F 上に点 P(s, t)をとり，この対

称移動によって，点 P が G 上の点

Q(x, y)へ動くとすると

t = s2 − 4s+ 5 · · · 1©
x = s，y = −t · · · 2©

2©より s = x，t = −y である．こ
れを 1©に代入すると

　

O

y

x

P(s, t)

Q(x, y)

F

G

−y = x2 − 4x+ 5 すなわち y = −x2 + 4x− 5

一般に，2次関数 y = f(x) のグラフを，x軸，y軸，原点それぞれに関して対
称移動すると，移動後の放物線の方程式は，次のようになる．

[グラフの対称移動]

x軸：−y = f(x) すなわち y = −f(x)

y軸：y = f(−x)

原点：−y = f(−x) すなわち y = −f(−x)� �
Ex 3.3 2次関数 y = x2 − 2x + 3 のグラフの，y軸，原点それぞれに関する対称移
動後の放物線の方程式は，次のようになる．

x軸：−y = x2 − 2x+ 3 すなわち y = −x2 + 2x− 3

y軸：y = (−x)2 − 2(−x) + 3 すなわち y = x2 + 2x+ 3

原点：−y = (−x)2 − 2(−x) + 3 すなわち y = −x2 − 2x− 3

演習 3.6 2次関数 y = x2 + 4x + 1のグラフの，x軸，y軸，原点それぞれに関する
対称移動後の放物線の方程式を求めよ． 解

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/308
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3.1.3 問題

問題 3.1 a, bは定数とする．2次関数 f(x) = ax2 − bx− a+ bにおいて，次の値を
求めよ． 解 → p.72例 3.3

(1) f(1) (2) f(0) (3) f(−2)

問題 3.2 関数 y = ax+ b (−1 5 x 5 5) の値域が，1 5 y 5 13 となるような定数 a，
bの値を求めよ．ただし，a < 0 とする． 解 → p.74

問題 3.3 放物線 y = −2x2を，頂点が次の点となるように平行移動する．このとき，
移動後の方程式を求めよ． 解 → p.80

(1) 点 (1,−3) (2) 点 (−2, 5)

問題 3.4 次の 2次関数のグラフをかけ．また，その軸と頂点を求めよ． 解

(1) y =
1

2
x2 + x+

1

2
(2) y = −3x2 + 3x+

1

4
→ p.82 例題 3.2

(3) y = (x− 1)(x− 5) (4) y = (2x− 1)(x+ 3)

問題 3.5 放物線 y = 2x2 − 4x− 1 について，次の問いに答えよ． 解 → p.82, 83

(1) この放物線の頂点をAとするとき，Aの座標を求めよ．

(2) この放物線を，x軸方向に 2，y軸方向に−1だけ平行移動したとき，移動後の
放物線の方程式を求めよ．

問題 3.6 右の図は 2つの 2次関数 y = f(x)，y = g(x)のグラフである．次の問いに
答えよ． 解

(1) y = f(x)のグラフの頂点と y = g(x)の
グラフの頂点について，y座標が大きい
のはどちらか．

(2) f(0)，g(0)の符号を答えよ．

　

O

y

x

y = f(x)

y = g(x)
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3.2 2次関数の値の変化

3.2.1 2次関数の最大・最小

関数のグラフを利用すると，関数の値の変化のようすを知ることができる．
ここでは，2次関数の値の変化を調べよう．

A〉〉2次関数の最大・最小

2次関数 y = ax2 の値の変化については，77ページで述べた．
2次関数 y = a(x − p)2 + q の変化についても，aの値が正か負かによって次のよ
うな 2つの場合がある．

a > 0 のとき� �

O

y

xp

q

増加減少

頂点で yは最小

yはいくらでも大きな値をとる
(最大値はない)� �

a < 0 のとき� �

O

y

xp

q
頂点で yは最大

増加 減少

yはいくらでも小さな値をとる
(最小値はない)� �

したがって，次のことがいえる．

2次関数 y = a(x − p)2 + q の最大・最小� �
a > 0 のとき，x = p で最小値 qをとる．最大値はない．
a < 0 のとき，x = p で最大値 qをとる．最小値はない．� �

練習 3.13 次の 2次関数に最大値，最小値があれば，それを求めよ． 解

(1) y = 2(x− 3)2 + 4 (2) y = −2(x+ 1)2 − 3
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2次関数 y = ax2 + bx + c の最大値，最小値を調べるには，2次式を平方完成し
て y = a(x− p)2 + q の形にすればよい．

例題 3.3 次の 2次関数に最大値，最小値があれば，それを求めよ． S

(1) y = x2 − 4x+ 3 (2) y = −2x2 − 4x

解答 　(1) 関数の式を変形すると y = (x− 2)2 − 1

よって，yは x = 2 で最小値−1をとる．

最大値はない．

(2) 関数の式を変形すると y = −2(x+ 1)2 + 2

よって，yは x = −1 で最大値 2をとる．

最小値はない．

(1) (2)

O

y

x
2

−1

3

O

y

x−1

2

練習 3.14 次の 2次関数に最大値，最小値があれば，それを求めよ． 解

(1) y = x2 − 6x+ 5 (2) y = −2x2 + 5x

深化 3.3 x = −1で最小値をとる 2次関数を 1つ定めてみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/679358730?h=d160cc0f81
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B〉〉定義域に制限がある場合の関数の最大・最小

例題 3.4 次の関数に最大値，最小値があれば，それを求めよ． S

(1) y = x2 − 4x+ 1 (0 5 x 5 3) (2) y = −2x2 + 4x+ 5 (−1 5 x 5 0)

解答 　(1) y = x2 − 4x+ 1 を変形すると

y = (x− 2)2 − 3

0 5 x 5 3 でのグラフは，右の図の実線部
分である．よって，yは
x = 0 で最大値 1をとり，
x = 2 で最小値−3をとる．

　

O

y

x
2 3

−2
−3

1

(2) y = −2x2 + 4x+ 5 を変形すると

y = −2(x− 1)2 + 7

−1 5 x 5 0 でのグラフは，右の図の実線
部分である．よって，yは
x = 0 で最大値 5をとり，
x = −1で最小値−1をとる．

　

O

y

x

5

1

7

−1

−1

補足 例題 3.4(1)の定義域の中央
0 + 3

2
=

3

2
は，軸 x = 2より左側にあるから，左端

x = 0で最大値をとる．

練習 3.15 次の関数の最大値，最小値を求めよ． 解

(1) y = x2 + 2x+ 3 (−2 5 x 5 2) (2) y = −x2 + 4x− 3 (0 5 x 5 3)

(3) y = 3x2 + 6x− 1 (1 5 x 5 3) (4) y = −2x2 + 12x (0 5 x 5 6)

演習 3.7 関数 y = −2x2 + 8x (1 < x < 4)の最大値と最小値を求めよ． 解

深化 3.4 例題 3.4(2)の関数 y = −2x2 + 4x+ 5に対して，次の条件を満たすように
定義域を 1つ定めてみよう． 解

条件：定義域の両端以外で最大値をとり，定義域の右端のみで最小値をとる．

https://player.vimeo.com/video/679035550?h=d0ac699940
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応用例題 3.2 次の条件を満たすように，定数 cの値を定めよ．

(1) 関数 y = x2 − 4x+ c (1 5 x 5 5) の最大値が 8である．

(2) 関数 y = −x2 − 2x+ c (0 5 x 5 2) の最小値が−3である．

S

考え方〉〉(1) 下に凸の放物線 → 軸から遠いほど yの値は大きい．

(2) 上に凸の放物線 → 軸から遠いほど yの値は小さい．

解答 　(1) 式を変形すると

y = (x− 2)2 + c− 4

1 5 x 5 5 であるから，x = 5

で最大値をとる．

x = 5 のとき

y = 52 − 4·5 + c = c+ 5

c+ 5 = 8 より c = 3

　
軸 x=2

c+ 5

1 5 x 5 5

(2) 式を変形すると

y = −(x+ 1)2 + c+ 1

0 5 x 5 2 であるから，x = 2

で最小値をとる．

x = 2 のとき

y = −22 − 2·2 + c = c− 8

c− 8 = −3 より c = 5

　 軸 x=−1

0 5 x 5 2

c− 8

補足 応用例題 3.2(1)は下に凸の放物線で定義域の中央
1 + 5

2
= 3が，軸 x = 2より

右側にあるから，定義域の右端の x = 5で最大値をとる．(2)は上に凸の放物

線で定義域の中央
0 + 2

2
= 1が，軸 x = −1より右側にあるから，定義域の右

端 x = 2で最小値をとる．

練習 3.16 次の条件を満たすように，定数 cの値を定めよ． 解

(1) 関数 y = x2 − 2x+ c (−2 5 x 5 0) の最大値が 5である．

(2) 関数 y = −x2 + 6x+ c (1 5 x 5 4) の最小値が−7である．

https://player.vimeo.com/video/679358618?h=e5276420e0
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C〉〉関数の最大・最小と場合分け

応用例題 3.3 aは正の定数とする．次の関数の最小値を求めよ． S

y = x2 − 4x+ 1 (0 5 x 5 a)

考え方〉〉放物線 y = x2 − 4x+ 1は下に凸で，軸は直線 x = 2である．

［1］ 0 < a < 2 定義域 0 5 x 5 aは 2を含
......
ま
......
な
......
い
......

［2］ 2 5 a 定義域 0 5 x 5 aは 2を含
......
む
......

で，場合分けをする． [2次関数の最大・最小]

解答 関数の式を変形すると y = (x− 2)2 − 3 (0 5 x 5 a)

［1］0 < a < 2 のとき

関数のグラフは図［1］の

実線部分である．

よって，yは x = aで

最小値 a2 − 4a+ 1をとる．

　

O

y

x
2

−3

a

a2 − 4a+ 1

1

［1］

［2］2 5 a のとき

関数のグラフは図［2］の

実線部分である．

よって，yは x = 2で

最小値−3をとる．

　

O

y

x
2

−3

a

a2 − 4a+ 1

1

［2］

(答) 0 < a < 2のとき x = aで最小値 a2 − 4a+ 1

2 5 aのとき x = 2で最小値− 3

補足 応用例題 3.3は，次のように場合分けを行ってもよい (結果は同じ)．

［1］0 < a 5 2，［2］2 < a または ［1］0 < a 5 2，［2］2 5 a

練習 3.17 aは正の定数とする．次の関数の最大値を求めよ． 解

y = −x2 + 2x+ 1 (0 5 x 5 a)

https://player.vimeo.com/video/679035273?h=3c62cae42a
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/309
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応用例題 3.4 aは定数とする．次の関数の最小値を求めよ． S

y = x2 − 2ax+ a2 + 1 (0 5 x 5 2)

考え方〉〉放物線 y = x2 − 2ax+ a2 + 1は下に凸，軸は直線 x = aである．aが定義
域 0 5 x 5 2の左外，内，右外である場合で次のように場合分けをする．

［1］a < 0 ［2］0 5 a 5 2 ［3］2 < a [2次関数の最大・最小]

解答 関数の式を変形すると y = (x− a)2 + 1 (0 5 x 5 2)

［1］a < 0 のとき

関数のグラフは図［1］の

実線部分である．

よって，yは x = 0で

最小値 a2 + 1をとる．

　

x0 2a

［2］0 5 a 5 2 のとき

関数のグラフは図［2］の

実線部分である．

よって，yは x = aで

最小値 1をとる．

　

x0 2a

［3］2 < a のとき

関数のグラフは図［3］の

実線部分である．

よって，yは x = 2で

最小値 a2 − 4a+ 5をとる．

　

x0 2 a

(答) a < 0のとき x = 0で最小値 a2 + 1

0 5 a 5 2のとき x = aで最小値 1

2 < aのとき x = 2で最小値 a2 − 4a+ 5

練習 3.18 aは正の定数とする．次の関数の最大値を求めよ． 解

y = 2x2 − 4ax+ 2a2 (0 5 x 5 1)

https://player.vimeo.com/video/679035332?h=c6fba38552
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/310
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D〉〉最大・最小の応用

2次関数を使って解決できる問題について，考えてみよう．

応用例題 3.5 １辺が 10cmの正方形ABCDに，

それより小さい正方形EFGHを右の図のように

内接させる．

正方形 EFGHの面積を y cm2とするとき，yの

最小値を求めよ． S

　

y cm2

A

B C

D

E

F

G

H

考え方〉〉AH=x (cm) として yを xで表す．xの値の範囲にも注意．

解答 AH= x (cm) とすると，AE=HD= 10− x (cm) である．
x > 0 かつ 10− x > 0 から

0 < x < 10 · · · 1©

また，y = EH2 である．
三平方の定理により

EH2=AE2 +AH2

=(10− x)2 + x2

=2x2 − 20x+ 100

よって y = 2(x− 5)2 + 50

　

O

y

x5

50

100

10

1© において，yは x = 5 すなわち AH = 5 で最小値 50をとる．

補足 正方形 EFGHの面積が最小のとき，1辺 EHの長さも最小となる．

[正方形の面積の最大・最小]

練習 3.19 直角三角形ABCにおいて，直角をはさむ 2辺
AB，BCの長さの和が 14cmであるとする．こ
のような三角形の面積の最大値を求めよ． 解

　

A B

C

https://player.vimeo.com/video/679358683?h=888fe63b20
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/311
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3.2.2 2次関数の決定

ここでは，与えられた条件を満たす 2次関数を求めてみよう．

A〉〉放物線の頂点や軸から関数を決定

例題 3.5 次の条件を満たす放物線をグラフにもつ 2次関数を求めよ．

(1) 頂点が点 (2, 5)で，点 (−1,−4)を通る．
(2) 軸が直線 x = −1で，2点 (0,−4)，(1, 2)を通る．

S

解答 　(1) 頂点が点 (2, 5)であるから，この 2次関数は

y = a(x− 2)2 + 5

の形に表される．グラフが点 (−1,−4)を通るから

−4= a(−1− 2)2 + 5

よって a=−1
したがって，求める 2次関数は y = −(x− 2)2 + 5

(2) 軸が直線 x = −1であるから，この 2次関数は

y = a(x+ 1)2 + q

の形に表される．グラフが

点 (0,−4)を通るから −4= a(0 + 1)2 + q

点 (1, 2)を通るから 2= a(1 + 1)2 + q

よって a+ q = −4，4a+ q = 2

これを解くと a = 2，q = −6

したがって，求める 2次関数は y = 2(x+ 1)2 − 6

練習 3.20 次の条件を満たす放物線をグラフにもつ 2次関数を求めよ． 解

(1) 頂点が点 (−2, 4)で，点 (−4, 2)を通る．

(2) 軸が直線 x = 2で，2点 (−1, 5)，(1,−11)を通る．

https://player.vimeo.com/video/679358762?h=0386c24893
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B〉〉放物線上の 3点から関数を決定

2次関数 y = ax2 + bx + c のグラフが 3点
A(−1, 2)，B(2,−1)，C(3, 2) を通るとする．
このとき，次の 3つの等式が成り立つ．

点Aを通るから 2 = a(−1)2 + b(−1) + c

点Bを通るから −1 = a·22 + b·2 + c

点Cを通るから 2 = a·32 + b·3 + c

　

O

y

x

A

B

C

そこで，これらを同時に成り立たせる a，b，cの値を求めてみよう．

例 3.8 次の等式を同時に満たす a，b，cの値を求める． S
a− b+ c = 2 · · · 1©
4a+ 2b+ c = −1 · · · 2©
9a+ 3b+ c = 2 · · · 3©

1©と 2©を用いて cを消去する．

2©− 1© から 3a+ 3b=−3
すなわち a+ b=−1 · · · 4©

　

2©− 1©の計算� �
4a+2b+ c=−1

− ) a− b+ c= 2

3a+3b =−3� �1©と 3©を用いて cを消去する．

3©− 1© から 8a+ 4b=0

すなわち 2a+ b=0 · · · 5©

4©と 5©を連立させた方程式を解くと a = 1，b = −2

これらを 1©に代入して c = −1

よって a = 1，b = −2，c = −1

例 3.8から，グラフが 3点A(−1, 2)，B(2,−1)，C(3, 2) を通る 2次関数は
y = x2 − 2x− 1であることがわかる．

例 3.8のような，3文字を含む 1次方程式を組にした連立方程式を
連立 3元 1次方程式という．

https://player.vimeo.com/video/679035433?h=a0a145a697
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連立 3元 1次方程式の解き方は，次のようになる．

連立 3元 1次方程式の解き方� �
1© 1文字を消去して，残りの 2文字の連立方程式を導く．

2© 2文字の連立方程式を解く．

3© 残りの 1文字の値を求める．� �
練習 3.21 次の連立 3元 1次方程式を解け． 解

(1)


a+ b+ c = 0

4a+ 2b+ c = 0

9a+ 3b+ c = 4

(2)


x+ y + z = 6

x− 2y − z = −2
3x+ 2y − z = 12

例題 3.6 2次関数のグラフが 3点 (1, 5)，(2, 1)，(3,−7)を通るとき，その 2次関数
を求めよ． S

解答 求める 2次関数を y = ax2 + bx+ c とする．

グラフが 3点 (1, 5)，(2, 1)，(3,−7)を通るから

5 = a+ b+ c · · · 1©
1 = 4a+ 2b+ c · · · 2©
− 7 = 9a+ 3b+ c · · · 3©

2©− 1© から 3a+ b = −4 · · · 4©
3©− 2© から 5a+ b = −8 · · · 5©

4©， 5©を解くと a = −2，b = 2

これらを 1©に代入して c = 5

よって，求める 2次関数は y = −2x2 + 2x+ 5

練習 3.22 2次関数のグラフが 3点 (2,−2)，(3, 5)，(−1, 1) を通るとき，その 2次
関数を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679035657?h=8fe5fd21e1
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3.2.3 問題

問題 3.7 次の関数の最大値，最小値を求めよ． 解 → p.89 例題 3.4

(1) y = x2 − 3x− 1 (0 5 x 5 2) (2) y = −3x2 − 5x (−2 5 x 5 1)

問題 3.8 aは定数とする．関数 y = x2 − 2ax (0 5 x 5 2)について，次の問いに答
えよ． 解 → p.92 応用例題 3.4

(1) 最小値を求めよ． (2) 最大値を求めよ．

問題 3.9 ある商品について，次のことがわかっている．

［1］1個 200円で仕入れて売り値を 250円として売ると 1日に 600個売れる．

［2］1個につき売り値を 1円値下げするごとに 1日の売り上げ個数は 15個ずつ増加
する．

［3］1個につき売り値を 1円値上げするごとに 1日の売り上げ個数は 15個ずつ減少
する．

この商品を 1個 200円で何個か仕入れ，仕入れた商品をその日のうちに完売させる
とする．このとき，1日の利益を最大にする仕入れの個数と 1個あたりの売り値を求
めよ． 解 → p.93 応用例題 3.5

問題 3.10 次の条件を満たす放物線をグラフにもつ 2次関数を求めよ． 解

→ p.94～96

(1) 頂点は放物線 y = 2x2 + 4x+ 1の頂点と同じであり，y軸と点 (0, 2)で交わる．

(2) 3点 (3, 0), (−1, 0), (2, 6)を通る．

問題 3.11 x = 2で最大値 8をとり，x = 1で y = 5となる 2次関数を求めよ． 解

→ p.94

問題 3.12 秒速 20mの速さで進んでいた自動車が，急ブレーキをかけてから t秒後
に進んだ距離を ymとするとき，yは tの 2次関数になるという．t，yを計測すると
右の表が得られた．3秒間に進んだ距離を求めよ． 解

t 2 4 5

y 32 48 50
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3.3 2次方程式と2次不等式

3.3.1 2次方程式

2次関数 y = x2 − 2x− 3のグラフは，右の

図のように x軸と 2点 A，Bで交わる．点

A，Bの y座標は 0であるから，その x座標

は，2次方程式 x2− 2x− 3 = 0の解である．

2次関数 y = ax2 + bx+ cのグラフは，2次

方程式 ax2 + bx + c = 0と深く関係してい

る．ここでは，まず，2次方程式とその解に

ついて学ぼう．

　

O

y

x

x2 − 2x− 3 = 0

A

の解

B

A〉〉因数分解を使う解き方

まず，因数分解を使って 2次方程式を解く方法について調べよう．

例 3.9 2次方程式 x2 − 2x− 3 = 0 を解く．

左辺を因数分解すると

(x+ 1)(x− 3) = 0

よって x+ 1 = 0 または x− 3 = 0

したがって，解は x = −1，3

S

この解き方では，次が成り立つことを使っている．

数の積の性質� �
2つの実数A，Bについて

AB = 0 ⇐⇒ A = 0 または B = 0� �
練習 3.23 次の 2次方程式を解け． 解

(1) x(x+ 4) = 0 (2) x2 − 5x+ 6 = 0

(3) 2x2 + 3x+ 1 = 0 (4) 3x2 − 4x− 4 = 0

https://player.vimeo.com/video/679035923?h=10f5fbbd73
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B〉〉2次方程式の解の公式

xの 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 · · · 1©

の左辺は，83ページで示したように

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a

と変形される．よって，2次方程式 1©は次のように書ける．

a

(
x+

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a
すなわち

(
x+

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2

b2 − 4ac > 0 のとき x+
b

2a
= ±
√
b2 − 4ac

2a

したがって x = −2a

b
±
√
b2 − 4ac

2a

b2 − 4ac = 0のときも含めて考えると，次の解の公式が得られる．
2次方程式の解の公式� �

2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 は，b2 − 4ac = 0 のとき解をもち，

その解は x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a� �
注意 b2 − 4ac = 0のとき，2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の解は x = − b

2a
である．

また，負の数の平方根は実数の範囲に存在しないから，b2 − 4ac < 0のとき，

2次方程式 ax2 + bx+ c = 0は実
......
数
......
の
......
解
......
をもたない．

例 3.10 2次方程式 3x2 − 7x+ 1 = 0を解く． ← a=3, b=−7, c=1 S

x =
−(−7)±

√
(−7)2 − 4·3·1
2·3

=
7±
√
37

6

練習 3.24 次の 2次方程式を解け． 解

(1) x2 + 7x+ 4 = 0 (2) 3x2 + 4x− 1 = 0

(3) 3x2 − 8x− 3 = 0 (4) 4x2 + 12x+ 9 = 0

https://player.vimeo.com/video/679035963?h=b31999c846
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前ページの解の公式において，b = 2b′とおくと

x =
−2b′ ±

√
(2b′)2 − 4ac

2a
=
−2b′ ±

√
4(b′2 − ac)

2a

=
−2b′ ± 2

√
b′2 − ac

2a
=
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

よって，次の公式が得られる．� �
2次方程式 ax2 + 2b′x+ c = 0 は，b′2 − ac = 0 のとき解をもち，

その解は x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a� �
例 3.11 2次方程式 5x2 + 2x− 1 = 0を解く． ← a=5, b′=1, c=−1 S

x =
−1±

√
12 − 5·(−1)
5

=
−1±

√
6

5

練習 3.25 次の 2次方程式を解け． 解

(1) x2 + 2x− 2 = 0 (2) 3x2 − 4x− 2 = 0

(3) x2 + 2
√
3x+ 3 = 0 (4) x2 − 2

√
3x+ 2 = 0

C〉〉2次方程式の係数と実数解

方程式における実数の解を，単に実数解という．
2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の実数解は，解の公式における根号の中の式 b2 − 4ac

の符号によって次のように分類される．

［1］b2 − 4ac > 0 のとき

異なる 2つの実数解 x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
をもつ．

［2］b2 − 4ac = 0のとき 実数解 x = − b

2a
をもつ．

2つの解が重なったものと考えて，この解を重解という．

［3］b2 − 4ac < 0のとき 実数解をもたない．

https://player.vimeo.com/video/679036052?h=e97ca81499
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2次方程式 ax2 + bx+ c = 0について b2− 4acを判別式といい，ふつうDで表す 1．
2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の実数解とその個数については，判別式D = b2 − 4ac

の符号によって，次のようにまとめられる．

2次方程式 ax2 + bx + c = 0 の実数解と判別式 D = b2 − 4ac

D = b2 − 4ac D > 0 D = 0 D < 0

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
x = − b

2a実数解 実数解はない
(異なる 2つの実数解) 重解 (実数解)

実数解の個数 2個 1個 0個

特に，「D = 0 ⇐⇒ 2次方程式が実数解をもつ」が成り立つ．

注意 2次方程式 ax2 + 2b′x + c = 0においては，D = 4(b′2 − ac)であるから，Dの

代わりに
D

4
= b′2 − acの符号を調べてもよい．

例 3.12 2次方程式の実数解の個数 S

(1) 2次方程式 x2 + 7x+ 9 = 0 の判別式をDとすると

D = 72 − 4·1·9 = 13 > 0 ←D=b2−4ac>0

であるから 2個

(2) 2次方程式 4x2 − 12x+ 9 = 0 の判別式をDとすると

D = (−12)2 − 4·4·9 = 0 ←D=b2−4ac=0

であるから 1個

注意 (2)は
D

4
を用いて，

D

4
= (−6)2 − 4·9 = 0 としてもよい．

練習 3.26 次の 2次方程式の実数解の個数を求めよ． 解

(1) x2 + 3x− 5 = 0

(2) 3x2 − 5x+ 4 = 0

(3) 3x2 + 2
√
3x+ 1 = 0

1Dは判別式を意味する英語 discriminantの頭文字である．

https://player.vimeo.com/video/679036109?h=311350d00f
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例題 3.7 2次方程式 x2 − 2x+m = 0が異なる 2つの実数解をもつとき，定数mの
値の範囲を求めよ． S

解答 この 2次方程式の判別式をDとすると

D = (−2)2 − 4·1·m = 4− 4m

2次方程式が異なる 2つの実数解をもつのはD > 0のときであるから

4− 4m > 0 これを解いて m < 1

練習 3.27 2次方程式 x2 − 4x+m+ 8 = 0が実数解をもたないとき，定数mの値の
範囲を求めよ． 解

例題 3.8 2次方程式 x2 +mx+m = 0が重解をもつとき，定数mの値を求めよ．ま
た，そのときの重解を求めよ． S

解答 この 2次方程式の判別式をDとすると

D = m2 − 4·1·m = m2 − 4m

2次方程式が重解をもつのはD = 0のときであるから

m2 − 4m = 0 これを解いて m = 0, 4

また，重解は x = −m

2
であるから

m = 0 のとき x = 0, m = 4 のとき x = −2

練習 3.28 2次方程式 x2 + (m+ 2)x+m+ 5 = 0が重解をもつとき，定数mの値を
求めよ．また，そのときの重解を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679359066?h=4ceb2194a8
https://player.vimeo.com/video/679359091?h=d5c98b09bb
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3.3.2 2次関数のグラフとx軸の位置関係

2次関数のグラフと x軸の位置関係は，共有点の個数に着目すると，次の 1©， 2©， 3©
のような 3つの場合に分類できる．
ここでは，これらの場合についてもう少し詳しく調べることにしよう．

1© 2© 3©

x x x

異なる 2点を
共有

1点だけ
共有

共有点
なし

A〉〉2次関数のグラフと x軸の共有点の座標

まず，2次関数のグラフが x軸と共有点をもつとき，その共有点の座標を求めてみ
よう．
2次関数 y = ax2 + bx + c のグラフが x軸と共有点をもつとき，共有点の x座標
は，y = 0 となる xの値，すなわち 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の実数解である．

1© 2次関数のグラフが x軸と異なる 2点で交わる場合

例 3.13 2次関数 y = x2 − 4x + 1のグラフと x軸の共有点の座標 S

このグラフと x軸の共有点の x座標は

x2 − 4x+ 1 = 0

の実数解である．

これを解くと x = 2±
√
3

よって，共有点の座標は

(2−
√
3, 0)，(2 +

√
3, 0)

　

O

y

x
2+

√
32−

√
3

1

https://player.vimeo.com/video/679036197?h=46b68bf956
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2© 2次関数のグラフが x軸と 1点だけを共有する場合

例 3.14 2次関数 y = x2 − 4x + 4のグラフと x軸の共有点の座標 S

このグラフと x軸の共有点の x座標は

x2 − 4x+ 4 = 0

の実数解である．

これを解くと x = 2

よって，共有点の座標は

(2, 0)

　

O

y

x

4

2

例 3.14の場合のように，2次関数のグラフと x軸の共有点がただ 1つのとき，グラ
フは x軸に接するといい，その共有点を x軸との接点という．x軸との接点は，放物
線の頂点でもある．

練習 3.29 次の 2次関数のグラフと x軸の共有点の座標を求めよ．また，グラフが x

軸に接するものはどれか． 解

(1) y = x2 − 2x− 3 (2) y = −x2 + 3x− 1

(3) y = 2x2 + 4x+ 2 (4) y = 2x2 − 5x− 3

2© 2次関数のグラフが x軸と共有点をもたない場合
2次関数 y = x2−4x+5について

x2 − 4x+ 5 = (x− 2)2 + 1

であるから，この関数のグラフは右

の図のように x軸より上側にあり，

x
....
軸
......
と
......
共
......
有
......
点
......
を
......
も
......
た
......
な
......
い
......
．

　

O

y

x2

1

5

また，このとき，2次方程式 x2 − 4x+ 5 = 0は，判別式Dについて

D = (−4)2 − 4·1·5 = −4 < 0

であり，実
......
数
......
解
......
を
......
も
......
た
......
な
......
い
......
．

https://player.vimeo.com/video/679036267?h=15fbdd4fbe
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B〉〉2次関数のグラフと x軸の位置関係

2次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフと，2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 について，次
のことがいえる．

1. 2次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフと x軸の共有点の個数は，

2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の実数解の個数と一致する．

2. 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の実数解の個数は，101ページの表のように

D = b2 − 4ac の符号によって分類される．

以上のことから，2次関数 y = ax2+ bx+ cのグラフと x軸の位置関係は，2次方程
式 ax2 + bx+ c = 0の判別式D = b2 − 4acの符号によって次のようにまとめられる．

2次関数 y = ax2 + bx + c のグラフと x軸の位置関係
D = b2 − 4ac D > 0 D = 0 D < 0

a > 0のとき

x x

接点

x

a < 0のとき
x x

接点

x

x軸との 異なる 2点で 共有点を
接する

位置関係 交わる もたない
x軸との

2個 1個 0個
共有点の個数

ax2 + bx+ c = 0
x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
x = − b

2a
ない

の実数解

例 3.15 2次関数 y = x2 + 5x + 3のグラフと x軸の共有点の個数

2次方程式 x2 + 5x+ 3 = 0の判別式をDとすると

D = 52 − 4·1·3 = 13 > 0

よって，グラフと x軸の共有点の個数は 2個である．

S

練習 3.30 次の 2次関数のグラフと x軸の共有点の個数を求めよ． 解

(1) y = x2 + 3x+ 3 (2) y = −2x2 + 5x+ 1 (3) y =
1

2
x2 − 2x+ 2

https://player.vimeo.com/video/679358877?h=2af00e9655
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応用例題 3.6 2次関数 y = −x2 +4x+mのグラフと x軸の共有点の個数は，定数m

の値によってどのように変わるか． S

考え方〉〉2次方程式−x2 + 4x+m = 0の判別式をDとして，

D > 0, D = 0, D < 0

の場合に分ける．

解答 2次方程式−x2 + 4x+m = 0の判別式をDとすると

D = 42 − 4·(−1)·m = 4(m+ 4)

D > 0となるのは m > −4のとき
D = 0となるのは m = −4のとき
D < 0となるのは m < −4のとき

である．よって，グラフと x軸の共有点
の個数は

m > −4のとき 2個
m = −4のとき 1個
m < −4のとき 0個

　

O

y

x
2

D > 0

D = 0D = 0

D < 0D < 0

練習 3.31 2次関数 y = x2 − 2x−m− 1のグラフと x軸の共有点の個数は，定数m

の値によってどのように変わるか． 解

https://player.vimeo.com/video/679035738?h=fa535fd1ab
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発展 放物線と直線の共有点

放物線 y = ax2 + bx+ cと直線 y = mx+ nが共有点をもっとき，その点の x座標
は，2つの方程式から yを消去して得られる 2次方程式 ax2 + bx+ c = mx+ nの実
数解である．
このことを利用して，放物線と直線の共有点について調べよ．

Ex 3.4 放物線 y = x2 − 4x + 5と直線 y = x + 1の共有点の座標

共有点の x座標は，次の 2次方程式の実数解である．

x2 − 4x+ 5 = x+ 1

式を整理すると x2 − 5x+ 4 = 0

これを解くと x = 1, 4

y = x+ 1に代入すると

x = 1のとき y = 1 + 1 = 2

x = 4のとき y = 4 + 1 = 5

よって，共有点の座標は

(1, 2), (4, 5)

　

O

y

x1 4

1

2

5

−1

Ex 3.5 放物線 y = x2 − 4x + 5と直線 y = 2x − 4の共有点の座標

共有点の x座標は，次の 2次方程式の実数解である．

x2 − 4x+ 5 = 2x− 4

式を整理すると x2 − 6x+ 9 = 0

これを解くと x = 3

y = 2x− 4に代入すると

y = 2·3− 4 = 2

よって，共有点の座標は (3, 2)

　

O

y

x32

2

5

演習 3.8 放物線 y = x2 − 6x+ 10と次の直線の共有点の座標を求めよ． 解

(1) y = 2x− 5 (2) y = −2x+ 6
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前ページの Ex 3.5では，放物線と直線の
方程式から yを消去して得られる 2次方程式
x2 − 6x + 9 = 0 は重解 x = 3をもち，共有
点はただ 1つの点 (3, 2)である．
このようなとき，放物線と直線は接すると

いい，その共有点を接点という．

　

O

y

x3

2
接点

一般に，放物線 y = ax2 + bx + cと直線 y = mx + nが接するのは，2次方程式
ax2 + bx+ c = mx+ nが重解をもつときである．

Ex 3.6 放物線 y = x2と直線 y = 2x+ kが接するとき，定数 kの値を求めよ．

解答 y = x2と y = 2x+ kから yを消去すると

x2 = 2x+ k

すなわち

x2 − 2x− k = 0

この 2次方程式の判別式をDとすると

D = (−2)2 − 4·1·(−k) = 4(k + 1)

　

O

y

x

k
y = 2x+ k

y = x2

放物線 y = x2と直線 y = 2x+ kが接するのは，D = 0 のときであるから

k + 1 = 0 これを解いて k = −1

演習 3.9 放物線 y = x2 − 3xと直線 y = x+ kが接するとき，定数 kの値を求めよ．
また，そのときの接点の座標を求めよ． 解
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3.3.3 2次不等式

これまでは，2次関数のグラフと x軸の位置関係について調べた．
ここでは，関数のグラフを利用して，不等式を解くことを考えよう．

A〉〉1次不等式と 1次関数

1次不等式の解を，関数のグラフで考えてみよう．

例 3.16 1次不等式 2x − 6 < 0 の解

1次関数 y = 2x−6のグラフは
右の図のようになる．

この直線とx軸の交点のx座標

は，1次方程式

2x− 6 = 0

の解 x = 3 である．

右の図から，y = 2x−6につい

て y < 0となるxの値の範囲は

x < 3である．

　

O

y

x

y>0

y<0

3

−6

よって，1次不等式 2x− 6 < 0 の解は，x < 3である． ［終］

S

1次不等式 2x − 6 > 0の解は，

y = 2x− 6について y > 0となる

xの範囲で，x > 3である．

x x < 3 3 3 < x

y = 2x− 6 − 0 +

練習 3.32 1次関数のグラフを利用して，次の 1次不等式の解を求めよ． 解

(1) 2x+ 4 < 0 (2) −3x+ 6 5 0

https://player.vimeo.com/video/679358917?h=2708fe64a4
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B〉〉2次不等式と 2次関数

不等式のすべての項を左辺に移項して整理したとき，

ax2 + bx+ c > 0，ax2 + bx+ c 5 0

などのように，左辺が xの 2次式になる不等式を，xの 2次不等式という．ただし，
a, b, cは定数で，a 6= 0とする．
2次関数のグラフを利用して，2次不等式を解いてみよう．

1© 2次関数のグラフが x軸と異なる 2点で交わる場合
2次関数のグラフが x軸と異なる 2点で交わるとき，その 2次関数の値の符号につ
いて調べよう．

例 3.17 2次関数 y = x2 − 6x + 5 の値の符号
この関数のグラフは，右の図のように
x軸と 2点で交わる．
交点の x座標は，2次方程式

x2 − 6x+ 5 = 0

の実数解 x = 1, 5 である．
右の図から，y = x2 − 6x+ 5 の値の符
号について，次の表が得られる．

　
y > 0

y < 0

O

y

x1 5

x x < 1 1 1 < x < 5 5 5 < x

y = x2 − 6x+ 5 + 0 − 0 +

S

例 3.17の表から，次のことがいえる．

2次不等式 x2 − 6x+ 5 < 0 の解は，y = x2 − 6x+ 5 について y < 0となる
xの値の範囲であるから，1 < x < 5 である．

2次不等式 x2 − 6x+ 5 > 0 の解は，y = x2 − 6x+ 5 について y > 0となる
xの値の範囲であるから，x < 1，5 < x である．

https://player.vimeo.com/video/679358947?h=68ae0d0598
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a > 0 のとき，2次関数

y = ax2 + bx+ c のグラフが右の図のよう

に x軸と異なる 2点で交わるとする．

このとき，次のことがいえる．

2次不等式 ax2 + bx+ c > 0 の解は

x < α, β < x

2次不等式 ax2 + bx+ c < 0 の解は

α < x < β

　

x

y = ax2 + bx+ c

α β� �
ax2 + bx + c = 0の

実数解が
アルファ

α ，
ベータ

β� �
注意 2次不等式 ax2 + bx+ c = 0の解は x 5 α, β 5 x

2次不等式 ax2 + bx+ c 5 0の解は α 5 x 5 β

例 3.18 　(1) 2次不等式 (x− 2)(x− 4) > 0 を解く． S

(x− 2)(x− 4) = 0を解くと

x = 2, 4

y = (x− 2)(x− 4) のグラフで y > 0

となる xの値の範囲を求めて

x < 2, 4 < x

　

x2 4

(2) 2次不等式 (x+ 2)(x− 2) 5 0 を解く．

(x+ 2)(x− 2) = 0を解くと

x = −2, 2

y = (x+ 2)(x− 2)のグラフで y 5 0

となる xの値の範囲を求めて

2 5 x 5 2

　

x−2 2

練習 3.33 次の 2次不等式を解け． 解

(1) (x− 1)(x− 3) > 0 (2) (x+ 2)(x− 5) < 0

(3) x(x+ 1) 5 0 (4) x2 − x− 2 = 0

(5) x2 + 5x+ 6 > 0 (6) x2 5 9

https://player.vimeo.com/video/679358984?h=10784ef21a
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例題 3.9 次の 2次不等式を解け．

(1) 2x2 − 5x− 3 = 0 (2) x2 − 2x− 2 < 0

S

解答 　(1) 2x2 − 5x− 3 = 0 を解くと

x = −1

2
, 3

よって，この 2次不等式の解は

x 5 −1

2
, 3 5 x

　

x−1
2

3

(2) x2 − 2x− 2 = 0 を解くと

x = 1±
√
3

よって，この 2次不等式の解は

1−
√
3 < x < 1 +

√
3

　

x1+
√
31−

√
3

練習 3.34 次の 2次不等式を解け． 解

(1) 2x2 − 5x+ 2 = 0 (2) 2x2 + 5x+ 3 < 0

(3) x2 + 2x− 1 5 0 (4) x2 − 5 > 0

x2の係数が負の 2次不等式は，両
......
辺
......
に
......
−1
........
を
......
掛
......
け
......
て
......

2次の係数を正にして解けばよい．

例題 3.10 次の 2次不等式−x2 + 4x+ 1 5 0を解け． S

解答 両辺に−1を掛けると x2− 4x− 1 = 0

x2 − 4x− 1 = 0 を解くと

x = 2±
√
5

よって，この 2次不等式の解は

x 5 2−
√
5，2 +

√
5 5 x

　

x2−
√
5 2+

√
5

練習 3.35 次の 2次不等式を解け． 解

(1) −2x2 + x+ 1 < 0 (2) −3x2 + 5x− 1 = 0

https://player.vimeo.com/video/679359111?h=697147891c
https://player.vimeo.com/video/679034598?h=3e1695f607
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2次関数のグラフが x軸と異なる 2点で交わらない場合について，2次関数の値の
符号を調べてみよう．

例 3.19 2次関数 y = x2 − 6x + 9 の値の符号

x2 − 6x+ 9 = (x− 3)2

であるから，この関数のグラフは，右
の図のように x軸と点 (3, 0)で接する．
右の図から，y = x2 − 6x+ 9 の値の符
号について，次の表が得られる．

x x < 3 3 3 < x

y = x2 − 6x+ 9 + 0 +

　

O

y

x3

S

例 3.19の表から，次のことがわかる．

2次不等式 解

x2 − 6x+ 9 > 0 3以外のすべての実数

x2 − 6x+ 9 = 0 すべての実数

x2 − 6x+ 9 < 0 解はない

x2 − 6x+ 9 5 0 x = 3

← x2 − 6x+ 9 = (x− 3)2

であることに着目しよう．

練習 3.36 次の 2次不等式を解け． 解

(1) x2 − 4x+ 4 > 0 (2) x2 − 10x+ 25 < 0

(3) x2 + 6x+ 9 5 0 (4) 4x2 + 4x+ 1 = 0

https://player.vimeo.com/video/679359018?h=aae909dd36


114 第 3章 2次関数

例 3.20 2次関数 y = x2 − 6x + 10 の値

x2 − 6x+ 10 = (x− 3)2 + 1

であるから，この関数のグラフは，右
の図のようにx軸より上側にあり，x軸
と共有点をもたない．
この関数の値は，常に正である．

　

O

y

x3

1

S

例 3.20で調べたことから，次のことがわかる．

2次不等式 解

x2 − 6x+ 10 > 0 すべての実数

x2 − 6x+ 10 = 0 すべての実数

x2 − 6x+ 10 < 0 解はない

x2 − 6x+ 10 5 0 解はない

← x2 − 6x+ 10 = (x− 3)2 + 1

であることに着目しよう．

練習 3.37 次の 2次不等式を解け． 解

(1) x2 − 4x+ 6 > 0 (2) x2 − 2x+ 2 5 0

(3) 2x2 + 4x+ 3 < 0 (4) 2x2 + 8x+ 10 = 0

C〉〉2次不等式の解き方のまとめ

2次不等式は，不等式のすべての項を左辺に移項して整理し，2次関数のグラフと
x軸の位置関係を利用して解くことができる．したがって，105ページの表のように，
2次不等式

ax2 + bx+ c > 0, ax2 + bx+ c 5 0

などの解についても，2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の判別式

D = b2 − 4ac

の符号によって分類することができる．
なお，a < 0 のときは，不等式の両辺に−1を掛けて x2の係数を正にして解けば
よいから，a > 0 の場合だけを次ページにまとめた．

https://player.vimeo.com/video/679359047?h=32bcb9414c
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2次不等式の解についてのまとめ (a > 0 の場合)

D = b2 − 4ac D > 0 D = 0 D < 0

y = ax2 + bx+ c
のグラフと x軸
の位置関係 α β x α x

接点

x

ax2 + bx+ c = 0
の実数解 x = α, β x = α 実数解はない

ax2 + bx+ c > 0
の解 x < α, β < x α以外の

すべての実数 すべての実数

ax2 + bx+ c = 0

の解 x 5 α, β 5 x すべての実数 すべての実数

ax2 + bx+ c < 0
の解 α < x < β 解はない 解はない

ax2 + bx+ c 5 0

の解 α 5 x 5 β x = α 解はない

[2次不等式の解]

例題 3.11 次の 2次不等式を解け． S

2x2 − 3x+ 4 > 0

解答 2次方程式 2x2 − 3x + 4 = 0の判別式をD

とすると

D = (−3)2 − 4·2·4 = −23 < 0

x2の係数が正であるから，この 2次不等式
の解は

すべての実数

　

x

a > 0

D < 0

練習 3.38 次の 2次不等式を解け． 解

(1) x2 − 3x+ 5 > 0 (2) −x2 + x− 1 = 0

(3) 3x2 − 2
√
3x+ 1 5 0 (4) x2 − 3x+ 2 > 2x2 − x

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/312
https://player.vimeo.com/video/679359132?h=5488bbee20
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D〉〉2次不等式の応用

応用例題 3.7 2次方程式 2x2 +mx + 1 = 0 が実数解をもつとき，定数mの値の範
囲を求めよ． S

考え方〉〉判別式をDとすると，実数解をもつのは D = 0 のときである．

解答 この 2次方程式の判別式をDとすると

D = m2 − 4·2·1 = m2 − 8

2次方程式が実数解をもつのはD = 0のときであるから

m2 − 8 = 0

m2 − 8 = 0 を解くと m = ±
√
2

よって，求めるmの値の範囲は

m < −2
√
2, 2
√
2 < m

　

m2
√
2−2

√
2

練習 3.39 2次関数 y = x2 + 2mx+ 3 のグラフが x軸と共有点をもつとき，定数m

の値の範囲を求めよ．

2次関数 y = ax2 + bx+ c の値の符号が一定になる場合がある．それは，2次方程
式 ax2 + bx + c = 0の判別式をDとするとき，aの符号とDの符号が次のような場
合である．

常に ax2 + bx + c > 0� �

x

a > 0 かつ D < 0� �

常に ax2 + bx + c < 0� �
x

a < 0 かつ D < 0� �
深化 3.5 2次関数 y = ax2 + bx+ cの値の符号が一定になる場合を，2次方程式の判
別式を利用して調べることができる理由について，次の言葉を使って説明してみよ
う．「2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の判別式」，「2次関数 y = ax2 + bx+ cのグラフ」

解

https://player.vimeo.com/video/679358808?h=03994e55d2
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応用例題 3.8 2次不等式 x2 +2mx+m+2 > 0 の解がすべての実数であるとき，定
数mの値の範囲を求めよ． S

考え方〉〉2次関数 ax2 + bx + c = 0の判別式をDとすると，常に ax2 + bx + c > 0

であるのは，a > 0かつD < 0のときである．

解答 2次方程式 x2 + 2mx+m+ 2 = 0の判別式をDとすると

D = (2m)2 − 4·1·(m+ 2) = 4(m2 −m− 2)

2次不等式の x2の係数が正であるから，その解がすべての実数であるのは

D < 0のときである．

m2 −m− 2 < 0 から (m+ 1)(m− 2) < 0

これを解いて −1 < m < 2

補足
D

4
= m2 − 1·(m+ 2) = m2 −m− 2でもよい．

練習 3.40 2次不等式 −x2 +mx +m < 0 の解がすべての実数であるとき，定数m

の値の範囲を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679035758?h=1bf702ff09
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E〉〉連立不等式

例題 3.12 次の連立不等式を解け． S{
x2 − 4 > 0

x2 − 3x− 4 5 0

解答 x2 − 4 > 0 から (x+ 2)(x− 2) > 0

よって x < −2，2 < x · · · 1©
x2 − 3x− 4 5 0 から (x+ 1)(x− 4) 5 0

よって −1 5 x 5 4 · · · 2©

1©と 2©の共通範囲を求めて
2 < x 5 4

　
1©1© 2©

−2 −1 2 4

練習 3.41 次の連立不等式を解け． 解

(1)

{
x2 − 5x+ 4 5 0

x2 − 2x− 3 > 0
(2)

{
x2 + x > 0

3x2 + 5x− 2 5 0

練習 3.42 次の不等式を解け． 解

(1) −2 5 x2 + 3x 5 4 (2) 5 < x2 − 4x 5 6− 3x

https://player.vimeo.com/video/679034660?h=2e949aee58
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応用例題 3.9

　

周の長さが 16mで，縦の長さが
横の長さ以下の長方形の囲いを作る．
囲いの中の面積を 12m2以上にするには，縦
の長さをどのような範囲にとればよいか． S

　

12m2以上

考え方〉〉縦の長さを xmとして，条件から不等式を作る．
xは正の数であることにも注意する．

解答 縦の長さを xmとすると，横の長さは (8− x)mである．

x > 0 かつ x 5 8− x から

0 < x 5 4 · · · 1©
囲いの中の面積が 12m2であるから x(8− x) = 12

式を整理すると x2 − 8x+ 12 5 0

すなわち (x− 2)(x− 6) 5 0

これを解くと 2 5 x 5 6 · · · 2©

1©と 2©の共通範囲を求めて
2 5 x 5 4

(答) 2m以上 4m以下

　

0 2 4 6 x

1© 2©

練習 3.43 1辺が 12cmの正方形の厚紙がある．この厚紙の四隅から合同な正方形を
切り取り，ふたのない箱を作る．底面の正方形の 1辺を 6cm以上で，側面の 4個の
長方形の面積の和を 40cm2以上にするとき，切り取る正方形の 1辺の長さをどのよ
うな範囲にとればよいか． 解

12cm

x cm

x cm

https://player.vimeo.com/video/679358837?h=a45d7cb214
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応用例題 3.10 2次関数 y = x2 − 2mx−m+ 6のグラフと x軸の正の部分が，異な
る 2点で交わるとき，定数mの値の範囲を求めよ． S

考え方〉〉グラフの軸の位置，グラフと y軸の交点の位置などに着目する．

解答 関数の式を変形すると

y = (x−m)2 −m2 −m+ 6

グラフは下に凸の放物線で，その軸は直線

x = m

である．グラフとx軸の正の部分が，異な

る 2点で交わるのは，次の［1］,［2］,［3］

が同時に成り立つときである．

　

O

y

x

x = m

m

−m+ 6

［1］グラフと x軸が異なる 2点で交わる．

［2］グラフの軸が y軸の右側にある．

［3］グラフと y軸の交点の y座標が正である．

［1］より，2次方程式 x2 − 2mx−m+ 6 = 0の判別式をDとすると，
D > 0である．

D = (−2m)2 − 4·1·(−m+ 6) = 4(m2 +m− 6)

よって m2 +m− 6 > 0 すなわち (m+ 3)(m− 2) > 0

これを解くと m < −3, 2 < m · · · 1©

［2］から m > 0 · · · 2©

［3］から −m+ 6 > 0 ゆえに m < 6 · · · 3©

1©， 2©， 3©の共通範囲を求めて

2 < m < 6

　

0 2 6−3

1©1©
2©3©

x

[2次関数のグラフと x軸の位置関係]

練習 3.44 2次関数 y = x2 + 2mx +m + 6のグラフと x軸の負の部分が，異なる 2

点で交わるとき，定数mの値の範囲を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679035833?h=cf2cf03b0f
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/313
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研究 絶対値を含む関数のグラフ

Ex 3.7 次の関数のグラフをかけ．

(1) y = |x− 1| (2) y = |x2 − 2x|

解答 (1) x− 1 = 0 すなわち x = 1 のとき y = x− 1

x− 1 < 0 すなわち x < 1 のとき y = −x+ 1

よって，関数 y = |x− 1|のグラフは，下の図の実線部分である．

(2) x2 − 2x = 0 すなわち x 5 0, 2 5 x のとき y = x2 − 2x

x2 − 2x < 0 すなわち 0 < x < 2 のとき y = −x2 + 2x

よって，関数 y = |x2 − 2x|のグラフは，下の図の実線部分である．

(1) (2)

O

y

x21

1

−1
O

y

x1 2

−1

1

補足 Ex 3.7(1)のグラフは，関数 y = x− 1のグラフで x軸より下側の部分を x軸に
関して対称に折り返したものになっている．(2)についても同様である．一般
に，関数 y = |f(x)|のグラフは，関

......
数
......

y = f(x)
.......................

の
......
グ
......
ラ
......
フ
......
で
......

x
....
軸
......
よ
......
り
......
下
......
側
......
の
......
部
......

分
......
を
......

x
....
軸
......
に
......
関
......
し
......
て
......
対
......
称
......
に
......
折
......
り
......
返
......
し
......
て
......
得
......
ら
......
れ
......
る
......
．

演習 3.10 次の関数のグラフをかけ． 解

(1) y = |x+ 2| (2) y = |x2 − 1| (3) y = |x2 − 2x− 3|
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3.3.4 問題

問題 3.13 放物線 y = x2 +2x− 2 は x軸と 2点で交わる．その交点をA，Bとする．
この放物線が x軸から切り取る線分ABの長さを求めよ． 解 → p.103

問題 3.14 2次関数 y = x2 +mx −m + 3のグラフが x軸に接するとき，定数mの
値を求めよ．また，そのときの接点の座標を求めよ． 解 → p.105

問題 3.15 次の 2次不等式を満たす整数 xをすべて求めよ． 解 → p.111～115

(1) 2x2 + x− 6 < 0 (2) 4x− 2 = x2

問題 3.16 2次不等式 ax2 + 2x+ 4a < 0 の解がすべての実数であるとき，定数 aの
値の範囲を求めよ． 解 → p.117 応用例題 3.8

問題 3.17 ある速さで真上に打ち上げたボールの，打ち上げてから x秒後の地上か
らの高さを hmとする．hの値が h = −5x2 + 40x で与えられるとき，ボールが地上
から 60m以上 75m以下の高さにあるのは，xの値がどのような範囲にあるときか．

解 → p.119 応用例題 3.9

問題 3.18 2次不等式 ax2 + bx+ c 5 0の解が α 5 x 5 β (ただし，α 6= β)であると
き，β − αをこの解の「幅」と呼ぶことにする．2次関数
y = ax2 + bx + cのグラフが右の図のうにな

るとき，2次不等式 ax2 + bx + c 5 0の解の

「幅」は右の図のある線分の長さと一致する．

それは次の 1©～ 4©のうちのどの線分か． 解

1© 線分OP 2© 線分OQ

3© 線分OR 4© 線分 PQ

　

O

y

xP Q

R

注意 「幅」はこの問題の中で定めた用語であり，一般的なものではない．
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3.4 章末問題

3.4.1 章末問題A

章末 3.1 放物線 y = −2x2 + 3x+ 1 を平行移動したものが，2点 (−2, 0)，(1, 12)を
通るとき，その放物線の方程式を求めよ． 解

章末 3.2 次の 2つの放物線の頂点が一致するとき，定数 a，bの値を求めよ． 解

y = 2x2 + 4x, y = x2 + ax+ b

章末 3.3 xの 2次関数 y = x2 −mx+m の最小値を kとする． 解

(1) kをmの式で表せ．

(2) kの値を最大にするmの値と，kの最大値を求めよ．

章末 3.4 2次関数 y = ax2 + bx + c のグラフが右の図の
ようになるとき，次の値の符号を求めよ． 解

(1) a (2) c (3) − b

2a
(4) b

(4) b2 − 4ac (5) a+ b+ c

　

O

y

x2

章末 3.5 2次不等式 ax2 + bx+4 > 0の解が−1 < x < 2となるように，定数 a, bの
値を求めよ． 解

章末 3.6 aは定数とする．2次不等式 x2 − ax− 2a2 < 0 を次の場合について解け．

(1) a > 0 のとき (2) a < 0 のとき 解

章末 3.7 次の 2つの方程式がともに実数解をもつとき，定数 aの値の範囲を求めよ．

x2 + (a+ 1)x+ a2 = 0, x2 + 2ax+ 2a = 0 解

章末 3.8 2次関数 y = x2 − 2ax + a において，yの値が常に正であるように，定数
aの値の範囲を求めよ． 解
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3.4.2 章末問題B

章末 3.9 放物線 y = 2x2 − 4x+ 5 の頂点を Pとする．次の問いに答えよ． 解

(1) x軸に関して点 Pと対称な点Qの座標を求めよ．

(2) この放物線と x軸に関して対称な放物線の方程式を求めよ．

章末 3.10 1次関数 y = −2x + 10 のグラフが，x軸，y軸と交わる点を，それぞれ
A，Bとする．点 P(x, y)が線分AB上を動くとき，次の問いに答えよ． 解

(1) OP2を xで表せ．

(2) 線分OPの長さの最小値を求めよ．

　

x

y

O H
A

5

10 B

P(x, y)

章末 3.11 aは定数とする．関数 y = x2 − 4x (a 5 x 5 a + 2) について，次の問い
に答えよ． 解

(1) 最小値を求めよ． (2) 最大値を求めよ．

章末 3.12 2次関数 y = x2− 2x+m(1−m)について，0 5 x 5 3 の範囲で yの値が
常に負となるように，定数mの値の範囲を定めよ． 解

章末 3.13 2次関数 y = x2− 2mx+m− 1

2
のグラフは，定数mの値に関係なく常に

x軸と共有点をもつことを示せ． 解

章末 3.14 2次方程式 x2 − 2mx +m + 12 = 0が，次のような実数解をもつように，
定数mの値の範囲を定めよ． 解

(1) 異なる 2つの正の解 (2) 異なる 2つの負の解

(3) 正の解と負の解

ヒント� �
9 (1) 点 (a, b)と x軸について対称な点の座標は (a,−b)である．

14 2次関数 y = x2 − 2mx+m+ 12のグラフを考える．(3)はグラフと y軸の
交点に着目する．� �
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4.1 三角比

4.1.1 三角比

1辺の長さが 2の正三角形を半分に折っ
てできる直角三角形を考えると，3辺の
長さは，右の図のようになっている．
以下では，直角三角形の 2辺の長さと
角の関係に着目してみよう．

　

2

1

√
3

60◦

30◦

A〉〉正弦・余弦・正接

右の図の 2つの直角三角形は，2組の
角がそれぞれ等しいので相似である．
直角三角形ABCにおける

BC

AB
,
AC

AB
,
BC

AC
· · · 1©

の値は，それぞれ次のようになる．

BC

AB
=

QR

PQ
=

1

2

AC

AB
=

PR

PQ
=

√
3

2
BC

AC
=

QR

PR
=

1√
3

　

P

Q

R
√
3

2
1

30◦

A

B

C
30◦

これから，次のことがわかる．

1©の各値は，直角三角形ABCの大きさに関係なく，

いずれも一定になる．

[内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

125

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/401
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/402
https://cds.chart.co.jp/books/zh2nx5jr4q
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j#100
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直角三角形の鋭角の 1つを
シータ

θ とし，斜辺の長さを
r，他の辺の長さを右の図のように x，yとするとき，

y

r
,

x

r
,

y

x

の各値は，三角形の大きさに関係なく，

　

θ
x

yr

いずれも角
......

θ
...
の
......
大
......
き
......
さ
......
だ
......
け
......
で
......
決
......
ま
......
る
......
．これらを，それぞれ θの [三角比の値]

正弦 (sine)，余弦 (cosine)，正接 (tangent)

といい，sin θ, cos θ, tan θ と書く．
正弦をサイン，余弦をコサイン，正接をタンジェントともいう．
正弦，余弦，正接をまとめて三角比という． [三角比の覚え方]

三角比の定義� �
sin θ =

y

r
� �

θ

r y

� �

cos θ =
x

r
� �

θ
x

r

� �

tan θ =
y

x
� �

θ
x

y

� �� �
例 4.1 θの正弦，余弦，正接

右の図の直角三角形ABCでは S

sin θ =
BC

AB
=

3

5

cos θ =
AC

AB
=

4

5

tan θ =
BC

AC
=

3

4

　

θ
4

3
5

A

B

C

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/403
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/404
https://player.vimeo.com/video/679037689?h=c582086df8
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例 4.2 θの正弦，余弦，正接
右の図の直角三角形ABCでは S

sin θ =
BC

AB
=

1√
5

cos θ =
AC

AB
=

2√
5

tan θ =
BC

AC
=

1

2

　

A

B

C
θ

2

√
5

1

練習 4.1 下の図において，sin θ，cos θ，tan θ の値を，それぞれ求めよ． 解

(1) (2) (3)

θ
A

B

C

2
3

√
5

θ
AC

B

13

12

5

θ
A B

C

3
√
7

B〉〉30◦，45◦，60◦の三角比

30◦，45◦，60◦の三角比は，下の図から求められる．

sin 30◦ =
1

2

cos 45◦ =
1√
2

tan 60◦ =

√
3

1
=
√
3

　

√
3

2
1

30◦

60◦

1

√
2

1

45◦

練習 4.2 右の表の空らんに適する数値を入れて，表を完成させよ． 解

　 　 　θ 30◦ 45◦ 60◦

sin θ
1

2

cos θ
1√
2

tan θ
√
3

https://player.vimeo.com/video/679359161?h=784d4f1bb4
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C〉〉三角比の表

三角比 sin θ，cos θ，tan θ の値は，θに対し
て決まっている．166ページには，1◦ごとの
角 θについて，それらの値を表にして載せた．
この表の値は，小数第 5位を四捨五入して

小数第 4位まで示したものである．たとえば

sin 25◦ = 0.4226, cos 28◦ = 0.8829

tan 32◦ = 0.6249

として使う．

　
θ sin θ cos θ tan θ
...

...
...

...
29◦ 0.4848 0.8746 0.5543
30◦ 0.5000 0.8660 0.5774
31◦ 0.5150 0.8572 0.6009
32◦ 0.5299 0.8480 0.6249
33◦ 0.5446 0.8387 0.6494
34◦ 0.5992 0.8290 0.6745
35◦ 0.5736 0.8192 0.7002
36◦ 0.5878 0.8090 0.7265
37◦ 0.6018 0.7986 0.7536
...

...
...

...

練習 4.3 次の値を 166ページの三角比の表から求めよ． 解

(1) sin 12◦ (2) cos 48◦ (3) tan 75◦

例 4.3 右の図における θのおよその大きさ S

図より cos θ =
4

5
= 0.8

三角比の表から，cos θの値が 0.8に近い
θを求めると θ ; 37◦

　

θ
4

5

A

B

C

注意 a ; b は，「aと bがほぼ等しい」ということを意味する．

練習 4.4 下の図における θのおよその大きさを，166ページの三角比の表を用いて
求めよ． 解

(1) (2)

5
2

θ
A

B

C 2

1

θ
A

B

C

https://player.vimeo.com/video/679037734?h=bbf1d5c4d9
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D〉〉三角比の応用

　
右の図の直角三角形では，

sin θ =
y

r

であるから，次が成り立つ．

y = r sin θ

同様にして，次が成り立つ．

x = r cos θ

y = x tan θ

　

θ
x

yr

� �

θ

r y

y = r × sin θ� �

� �

θ
x

r

x = r × cos θ� �

� �

θ
x

y

y = x× tan θ� �
例題 4.1 傾斜角 19◦の坂をまっすぐに 100m登るとき，鉛直方向には何m登ったこ
とになるか．1m未満を四捨五入して求めよ． S

解答 右の図において

BC = AB× sin 19◦

= 100× 0.3256

= 32.56

　

100m

19◦

A

B

C水平方向

鉛
直
方
向

よって，鉛直方向に 33m登ったことになる．

練習 4.5 例題 4.1において，水平距離には何m進んだことになるか．1m未満を四
捨五入して求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679359179?h=9eb504f491


130 第 4章 図形と計量

応用例題 4.1 木の根もとから 10m離れた地点に立って木の先端を見上げると，水平
面とのなす角が 21◦であった．目の高さを 1.6mとして，木の高さを求めよ．ただし，
小数第 2位を四捨五入せよ． S

考え方〉〉まず，目の位置より上にある部分の木の高さを求める．

解答 右の図において

BC = AC× tan 21◦

= 10× 0.3839

= 3.839

よって，木の高さBDは

BD = BC + CD = 3.839 + 1.6

= 5.439 ; 5.4

(答) 5.4m

　

21◦

1.6m

10m

A

B

C

E D

練習 4.6 地上から高さ 20mの地点Aで地上の場所Bを見下ろしたら，その角は右
の図のように水平面に対して 32◦であった．Bは，Aの真下の地点Cから何m離れ
ているか．1m未満を四捨五入して求めよ． 解

20m

32◦
A

C B

補足 測量などで，点Aから点Bを見るとき，

Aを通る水平面とABとのなす角を，B

が水平面より上にあれば
ぎょう

仰
かく

角といい，

下にあるならば
ふ

俯
かく

角という．

応用例題 4.1では仰角が 21◦，練習 4.6

では俯角が 32◦である．

　

水平面A

B

B

仰角
俯角

https://player.vimeo.com/video/679037567?h=069b3aba5a
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4.1.2 三角比の相互関係

直角三角形では 3辺の長さの関係として，三平方の定理が成り立つ．ここでは，三
角比 sin θ，cos θ，tan θ の間に，どのような関係が成り立つかを調べてみよう．

A〉〉三角比の相互関係

右の図の直角三角形ABCにおいて

x = r cos θ, y = r sin θ

である．よって

tan θ =
y

x
=

sin θ

cos θ

　

θ
x

yr

A

B

C

となる．また，三平方の定理により

x2 + y2 = r2 すなわち r2(cos θ)2 + r2(sin θ)2 = r2

が成り立つ．よって
(cos θ)2 + (sin θ)2 = 1

となる．また，この等式の両辺を (cos θ)2で割ると

1 +

(
sin θ

cos θ

)2

=
1

(cos θ)2
← sin θ

cos θ
= tan θ

となる．
以上から，三角比の間に次の関係が成り立つ．

三角比の相互関係� �
1 tan θ =

sin θ

cos θ
3 1 + tan2 θ =

1

cos2 θ

2 sin2 θ + cos2 θ = 1� �
注意 (sin θ)2，(cos θ)2，(tan θ)2を，それぞれ sin2 θ，cos2 θ，tan2 θと書く．
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例題 4.2 θは鋭角とする．sin θ =
2

3
のとき，cos θと tan θの値を求めよ． S

解答 sin2 θ + cos2 θ = 1 から

cos2 θ = 1− sin2 θ = 1−
(
2

3

)2

=
5

9

cos θ > 0 であるから

　

3
2

θ

sin θ =
2

3

cos θ =

√
5

9
=

√
5

3

また tan θ =
sin θ

cos θ
=

2

3
÷
√
5

3
=

2

3
× 3√

5
=

2√
5

練習 4.7 θは鋭角とする．cos θ =
1

3
のとき，sin θと tan θの値を求めよ． 解

例題 4.3 θは鋭角とする．tan θ = 2 のとき，cos θと sin θの値を求めよ． S

解答 1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
から

1

cos2 θ
= 12 + 22 = 5

よって cos2 θ =
1

5

cos θ > 0 であるから cos θ =

√
1

5
=

1√
5

また，tan θ =
sin θ

cos θ
から

sin θ = tan θ × cos θ = 2× 1√
5
=

2√
5

　

1

2

θ

tan θ = 2

練習 4.8 θは鋭角とする．tan θ =
√
2 のとき，cos θと sin θの値を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679038097?h=72894c4367
https://player.vimeo.com/video/679359211?h=9941690305
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B〉〉90◦ − θ の三角比 [90◦ − θの三角比]

右の図において，次のことがいえる．

sinα =
x

r
= cos θ

cosα =
y

r
= sin θ

また tanα× tan θ =
x

y
× y

x
= 1

　

θ

α

x

yr

α = 90◦ − θ であるから，鋭角 θについて，次の関係が成り立つ．

90◦ − θ の三角比� �
sin(90◦ − θ) = cos θ

cos(90◦ − θ) = sin θ

tan(90◦ − θ) =
1

tan θ� �

©+4 = 90◦

sin© = cos4
cos© = sin4

tan© =
1

tan4

例 4.4 (1) sin 53◦ = cos 37◦ ← 53◦+37◦=90◦

(2) cos 80◦ = sin 10◦ ← 80◦+10◦=90◦

(3) tan 75◦ =
1

tan 15◦
← 75◦+15◦=90◦

S

練習 4.9 次の　に適する鋭角の角度を入れよ． 解

(1) sin 62◦ = cos 　 (2) cos 78◦ = sin 　 (3) tan 23◦ tan 　 = 1

練習 4.10 次の三角比を 45◦以下の角の三角比で表せ． 解

(1) sin 64◦ (2) cos 58◦ (3) tan 83◦

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/405
https://player.vimeo.com/video/686613813?h=364cbbd425


134 第 4章 図形と計量

4.1.3 三角比の拡張

これまでは，0◦ < θ < 90◦ の範囲にある θについての三角比を扱ってきたが，ここ
では θの範囲を 0◦ 5 θ 5 180◦ に広げて三角比を定義しよう．

A〉〉座標を用いた三角比の定義

右の図のように，座標平面上において原点
Oを中心とする半径 rの半円をかき，この半
円と x軸の正の部分との交点をAとする．
0◦ 5 θ 5 180◦ の範囲にある θに対して，

∠AOP = θ となる点 Pをこの半円上にとり，
点 Pの座標を (x, y)とする．
このとき，θの三角比を次の式で定義する．� �
sin θ =

y

r
, cos θ =

x

r
, tan θ =

y

x� �
0◦ < θ < 90◦ のときは，127ページの定義と
同じになる．

　

O

y

x
A
r

r

−r x

y

r

θ

P(x, y)

O

y

x
A
r

r

−r x

y

r
θ

P(x, y)

θの範囲を 0◦ 5 θ 5 180◦に広げた場合も，三角比 sin θ，cos θ，tan θの値は，半
円の半径 rに関係なく，いずれも角

......
θ
...
の
......
大
......
き
......
さ
......
だ
......
け
......
で
......
定
......
ま
......
る
......
．

[三角比の値 (0◦ 5 θ 5 180◦)]

注意 θ = 90◦ のときは，x = 0であるから，tan θ
(
=

y

x

)
は定義されない．したがっ

て，tan θと書いたときには θ 6= 90◦であるものとする．

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/406
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例 4.5 120◦の正弦，余弦，正接 S

右の図で，∠AOP = 120◦ とする．
半円の半径を r = 2 にとると，
点 Pの座標は (−1,

√
3)である．

そこで x = −1，y =
√
3 として

sin 120◦ =
y

r
=

√
3

2

cos 120◦ =
x

r
=
−1
2

= −1

2

tan 120◦ =
y

x
=

√
3

−1
= −
√
3

　

O

y

xA

r
120◦

P

60◦

2√
3

1
練習 4.11 次の角の正弦，余弦，正接の値を，下の図などを用いて求めよ． 解

(1) 135◦ (2) 150◦

r = 　 にとると， r = 　 にとると，

点 Pの座標は 　 点 Pの座標は 　

O

y

xA

r
135◦

P

O

y

xA

r 150◦
P

0◦, 90◦, 180◦の三角比については，次のようになる．
θ 0◦ 90◦ 180◦

sin θ sin 0◦ = 0 sin 90◦ = 1 sin 180◦ = 0

cos θ cos 0◦ = 1 cos 90◦ = 0 cos 180◦ = −1
tan θ tan 0◦ = 0 tan 180◦ = 0

　

O

y

x
0◦

90◦ (0, r)

(r, 0)(−r, 0)
180◦

https://player.vimeo.com/video/679037837?h=967d3c076c
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0◦ 5 θ 5 180◦の範囲にある θの三角比について，134ページで定義した．三角比
の値は θだけで定まるから，ここからは r = 1として考えよう．
右の図のように，原点Oを中心とす

る半径 1の半円上に∠AOP = θとなる

点 P(x, y)をとる．

sin θ = y, cos θ = x

であり，点 Pは半円上にあるから

0 5 y 5 1, −1 5 x 5 1

よって，次のことがいえる．

0◦ 5 θ 5 180◦ のとき

0 5 sin θ 5 1, −1 5 cos θ 5 1

右の図のように，θ 6= 90◦のとき，直

線 OPと直線 x = 1の交点を T(1, m)

とすると，tan θは次の式で表される．

tan θ =
y

x
=

m

1
= m

0◦ 5 θ 5 180◦，θ 6= 90◦のとき，m

のとる値の範囲は実数全体である．し

たがって，tan θのとる値の範囲は実数

全体である．

三角比の符号とそのとる値の範囲に

ついては，次のようになる．

　

P(x, y)

O

y

x
A
1

1

x

y

−1
θ

P

O

y

x
A
1

1

x

y

−1
θ

m
x = 10◦ 5 θ < 90◦

O

y

x

m

x

yP

T

A
1

T

θ

−1

90◦ < θ 5 180◦ x = 1

　 　 　 　 　 　θ 0◦ 鋭角 90◦ 鈍角 180◦ とる値の範囲　 　 　 　 　 　
　 　 　 　 　 　sin θ 0 + 1 + 0 0 5 sin θ 5 1　 　 　 　 　 　
　 　 　 　 　 　cos θ 1 + 0 − −1 −1 5 cos θ 5 1　 　 　 　 　 　
　 　 　 　 　 　tan θ 0 + − 0 実数全体　 　 　 　 　 　

注意 90◦ < θ < 180◦ の範囲の角 θを鈍角という．
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B〉〉180◦− θ の三角比

右の図のように，半径 rの半円上に

∠AOP = θ となる点 P(x, y) をとる．

y軸に関して点 Pと対称な点Qをと

ると，Qの座標は (−x, y)である．
また，∠AOQ = 180◦ − θである．

よって，180◦−θ の三角比は，次のよ

うになる．

sin(180◦− θ) =
y

r
= sin θ

cos(180◦− θ) =
−x
r

= − cos θ

tan(180◦− θ) =
y

−x
= − tan θ

　

O

y

xA

r

Q(−x, y)

180◦− θ

P(x, y)

r

θθ

θ が鋭角の場合

O

y

xA

r

P(x, y)

θ

Q(−x, y)

r

180◦− θ180◦− θ

θ が鈍角の場合

よって，0◦ 5 θ 5 180◦ のとき，次の関係が成り立つ．

180◦ − θ の三角比� �
sin(180◦− θ) = sin θ

cos(180◦− θ) = − cos θ

tan(180◦− θ) = − tan θ� �

　� �
©+� = 180◦� �
sin© = sin�
cos© = − cos�
tan© = − tan�

上の関係を使うと，鈍角の三角比を鋭角の三角比で表すことができる．

例 4.6 (1) sin 120◦ = sin 60◦ ← 120◦+60◦=180◦

(2) cos 135◦ = − cos 45◦ ← 135◦+45◦=180◦

(3) tan 150◦ = − tan 30◦ ← 150◦+30◦=180◦

S

練習 4.12 次の値を 166ページの三角比の表を用いて求めよ． 解

(1) sin 140◦ (2) cos 156◦ (3) tan 100◦

https://player.vimeo.com/video/679037878?h=10693f96e7
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C〉〉三角比の等式を満たす θ

ある角 θの三角比の値が与えられたとき，その θを求めてみよう．

例 4.7 　(1) 0◦ 5 θ 5 180◦ のとき，sin θ =
1

2
を満たす θを求める． S

原点Oを中心とする半径 1の半円上で，y座標が
1

2
である点は 2つある．

求める θは，下の図 (1)で∠AOP と ∠AOQである．

よって θ = 30◦, 150◦ ← 150◦=180◦−30◦

(2) 0◦ 5 θ 5 180◦ のとき，cos θ = − 1√
2
を満たす θを求める．

原点Oを中心とする半径 1の半円上で，x座標が− 1√
2
である点は 1つ

ある．求める θは，下の図 (2)で∠AOPである．

よって θ = 135◦ ← 135◦=180◦−45◦

(1) (2)

O

y

x
A

Q
1
2 P

O

PQ

1
2

1
2

11
30◦30◦

1

1

−1

O

y

x
A

P

45◦

P

O

1

−1

1√
2

1− 1√
2

1

練習 4.13 0◦ 5 θ 5 180◦ のとき，次のような θを求めよ． 解

(1) sin θ =

√
3

2
(2) cos θ = −1

2
(3) sin θ = 0

https://player.vimeo.com/video/679037940?h=dffad9d976
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例 4.8 0◦ 5 θ 5 180◦ のとき，tan θ = −
√
3 を満たす θを求める． S

直線x = 1上で，y座標が−
√
3

である点は 1つある．

求める θは右の図で
∠AOPである．

よって θ = 120◦

　

O

y

x

P

−1 1

x = 1
1

−
√
3

A

T

θ

60◦

補足 0◦ 5 θ 5 180◦ のとき，tan θ = −
√
3 を満たす θ

−
√
3 =

√
3

−1
であるから，

求める θは右の図で
∠AOP である．

よって θ = 120◦

　

O

y

xA

120◦

P

60◦

2√
3

−1

練習 4.14 0◦ 5 θ 5 180◦ のとき，次のような θを求めよ． 解

(1) tan θ = 1 (2) tan θ = − 1√
3

https://player.vimeo.com/video/679038017?h=efbd56a7a0
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D〉〉三角比の相互関係

右の図のように，原点 Oを中心とする
半径 1の半円上に ∠AOP = θ となる点
P(x, y)をとると

cos θ = x, sin θ = y, tan θ =
y

x

また，三平方の定理を用いると，

x2 + y2 = 12

が常に成り立つことがわかる．

　

O

y

xA

1
θ

P

x

y

したがって，131ページで示した三角比の相互関係は，0◦ 5 θ 5 180◦ の範囲にあ
る角 θについても，そのまま成り立つ．

三角比の相互関係� �
1 tan θ =

sin θ

cos θ
3 1 + tan2 θ =

1

cos2 θ

2 sin2 θ + cos2 θ = 1� �
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例題 4.4 0◦ 5 θ 5 180◦ とする．sin θ =
1

4
のとき，cos θ と tan θ の値を求めよ． S

　解答 sin2 θ + cos2 θ = 1 から

cos2 θ = 1− sin2 θ

= 1−
(
1

4

)2

=
15

16

0◦ < θ < 90◦のとき，cos θ > 0であるから

cos θ =

√
15

16
=

√
15

4

tan θ =
sin θ

cos θ
=

1

4
÷
√
15

4
=

1√
15

90◦ < θ < 180◦のとき，cos θ < 0であるから

cos θ = −
√

15

16
= −
√
15

4

tan θ =
sin θ

cos θ
=

1

4
÷

(
−
√
15

4

)
= − 1√

15

　

O

y

x1−1

1
4

1

練習 4.15 0◦ 5 θ 5 180◦とする．sin θ =
4

5
のとき，cos θと tan θの値を求めよ． 解

練習 4.16 0◦ 5 θ 5 180◦ とする．sin θ，cos θ，tan θ のうち，1つが次の値をとると
き，他の 2つの値を求めよ． 解

(1) cos θ = −1

3
(2) tan θ = −2

https://player.vimeo.com/video/679038185?h=ee64b687d7
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E〉〉直線の傾きと正接

下の図のように，原点Oを中心とする半径1の半円と直線 y = mxの交点をP(x, y)

とする．∠AOP = θとすると，直線 y = mxの傾きmと tan θの値はいずれも
y

x
で

ある．

P

O

y

x
A
1

1

x

y

−1
θ

m
m > 0

O

y

x

m

x

yP

A
1

θ

−1

m < 0

y = mx

y = mx

上の図のように，y軸の正の部分から，時計の針の回転と逆向きに，直線 y = mx

まで測った角 θを，直線 y = mxと x軸の正のむきとのなす角という．一般に，直線
y = mxと x軸の正の向きとのなす角 θについて，次の等式が成り立つ．

m = tan θ

注意 m = 0のときは，θ = 0◦とすると，この場合もm = tan θが成り立つ．

例 4.9 直線 y =
√
3xと x軸の正の向き

とのなす角 θを求める． S

直線の傾きが
√
3であるから

tan θ =
√
3

よって θ = 60◦

　

O

y

x
θ

1

√
3

y =
√
3x

練習 4.17 次の直線と x軸の正の向きとのなす角 θを求めよ． 解

(1) y = x (2) y = −
√
3x

https://player.vimeo.com/video/679038051?h=1e6107d478
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4.1.4 問題

問題 4.1 自転車を押して昇降できるスロープと階段を作る．下の図のように，階段
の先端とスロープが接するように階段を作り，自転車用のスロープの傾斜を 13◦，階
段の

ふみ

踏
づら

面を 50cmにするとき，階段の
け

蹴
あ

上げを求めよ．ただし，小数第 2位を四捨五
入せよ．166ページの三角比の表を用いてよい． 解 → p.130 応用例題 4.1

13◦
踏面

蹴上げ スロープ

問題 4.2 4ABCの 3つの内角∠A，∠B，∠Cの大きさを，それぞれA，B，Cとす
るとき，次の等式が成り立つことを証明せよ． 解 → p.133, 137

(1) sin
A

2
= cos

B + C

2
(2) sinA = sin(B + C)

問題 4.3 0◦ 5 θ 5 180◦とする．sin θ，cos θ，tan θのうち，1つが次の等式を満たす
とき，他の 2つの値を求めよ． 解 → p.141 例題 4.4

(1) 4 sin θ = 3 (2) tan θ + 3 = 0

問題 4.4 2直線 y = − 1√
3
x，y = −xのなす鋭角 θを求めよ． 解 → p.142

問題 4.5 次の三角比の値を，小さい方から順に並べよ．ただし，三角比の表は用い
なものとする． 解

sin 20◦, sin 40◦, sin 150◦, sin 170◦
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4.2 正弦定理と余弦定理

4.2.1 正弦定理

以下では，4ABCにおいて頂点A，B，Cに
向かい合う辺BC，CA，ABの長さを，それ
ぞれ a，b，cで表す．また，∠A，∠B，∠Cの
大きさを，それぞれA，B，Cで表す．
4ABCにおいて，3辺の長さ a，b，cと 3つ
の角の正弦 sinA，sinB，sinC の間に成り立
つ関係を調べてみよう．

　
A

B Ca

bc
A

B C

A〉〉三角形の外接円と正弦

三角形の 3つの頂点を通る円を，その三角形の外接円という．
4ABCの外接円の半径をRとすると，次の等式が成り立つ．

a = 2R sinA

この等式が成り立つことを証明するために，次のことを用いる． [円周角の定理]

1 1つの弧に対する円周角の大きさは一定で
あり，その弧に対する中心角の大きさの半
分である．

とくに，半円の弧に対する円周角の大きさ
は 90◦である．

2 円に内接する四角形の向き合う角の和は
180◦である．

1は，中学校で学んだ円周角の定理である．
また，2は，円周角の大きさが中心角の大き
さの半分であることから導かれる．

[円に内接する四角形]

　

α

α

2α

2β

2α β

α

α + β = 180◦

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/407
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/408
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4ABCの外接円の半径を Rとするとき，等式 a = 2R sinAが成り立つことを示
そう．

［1］0◦ < A < 90◦ のとき
右の図で，線分BDは4ABCの直径とす
る．円周角の定理から

∠BDC = ∠BAC = A, ∠BCD = 90◦

よって，4BCDにおいて

a = BDsinA

すなわち a = 2R sinA

　

A

A

A

D

B C

2R

a

［2］A = 90◦のとき

辺BCは，4ABCの外接円の直径である．
外接円の半径はRであるから

a = 2R

sinA = sin 90◦ = 1であるから，

a = 2R sinA

　 A

B C
2R

A

a

［3］90◦ < A < 180◦のとき

右の図で，線分BDは4ABCは外接円の直径
とする．∠BDC = Dとすると，四角形ABDC

は円に内接するから

A+D = 180◦

よって

sinD = sin (180◦ − A) = sinA · · · 1©

∠BDC = 90◦であるから，4BCDにおいて

a = BDsinD

1©より a = 2R sinA

　

2R

A

B C

D

D

a

A

以上により，等式 a = 2R sinAが成り立つことが示された．
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B〉〉正弦定理

前ページで示したことから，4ABCの外

接円の半径をRとすると，次が成り立つ．

a = 2R sinA すなわち
a

sinA
= 2R

同様に，次が成り立つ．

b

sinB
= 2R,

c

sinC
= 2R

よって，次の正弦定理が得られる．

　

θ

●

●
sin θ

= 2R

正弦定理� �
4ABCの外接円の半径をRとすると，次が成り立つ．

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R� �

補足 上の関係式を比の形で書くと，a : sinA = b : sinB = c : sinC となる．
この比の関係を，a : b : c = sinA : sinB : sinC と書くことがある．

例 4.10 1辺の長さが 10の正三角形 ABCの外接円
の半径Rを求める． S

正弦定理により，
a

sinA
= 2Rであるから

10

sin 60◦
= 2R

　

60◦

A B

C

10

よって R =
10

2 sin 60◦
=

10√
3
=

10
√
3

3
← 10√

3
= 10

√
3

3
= 5.77···

練習 4.18 次のような4ABCにおいて，外接円の半径Rを求めよ． 解

(1) a = 5，A = 45◦ (2) b =
√
3，B = 120◦

練習 4.19 c = 10 である4ABCにおいて，外接円の半径が R = 10 のとき，Cを求
めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679039318?h=802723f069
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正弦定理から，4ABCにおいて，次の等式が成り立つ．

a

sinA
=

b

sinB
,

b

sinB
=

c

sinC
,

a

sinA
=

c

sinC

三
......
角
......
形
......
の
......

1
...
辺
......
の
......
長
......
さ
......
と
......

2
...
つ
......
の
......
角
......
の
......
大
......
き
......
さ
......
が
......
与
......
え
......
ら
......
れ
......
て
......
い
......
る
......
場
......
合
......
には，次のいずれ

かの等式を用いて，他の辺の長さを求めることができる．

例題 4.5 4ABCにおいて，b =
√
6，A = 45◦，B = 60◦のとき，aを求めよ． S

解答 正弦定理により

a

sinA
=

b

sinB

であるから
a

sin 45◦
=

√
6

sin 60◦

　

A B

C

a
√
6

45◦ 60◦

よって a =
√
6· 1

sin 60◦
· sin 45◦ =

√
6· 2√

3
· 1√

2
= 2

練習 4.20 次のような4ABCにおいて，指定されたものを求めよ． 解

(1) x =
√
2, B = 30◦, C = 45◦のとき b

(2) a = 2, A = 45◦, C = 120◦のとき c

練習 4.21 右の図のように，200m離れた海岸の 2地点A，Bと，島にある地点Cに
ついて

∠CAB = 135◦, ∠CBA = 15◦

であった．B，C間の距離を求めよ． 解

200m

135◦
15◦

A B

C

https://player.vimeo.com/video/679039472?h=1f8c5ce364
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4.2.2 余弦定理

直角三角形においては，3辺の長さに関する三平方の定理が成り立つ．
ここでは，一般の三角形の 3辺の長さの間に成り立つ関係を調べよう．

A〉〉余弦定理

下の図［1］,［2］のように，4ABCのAが鋭角の場合について調べる．
4ABCの頂点Cから辺ABまたはその延長に垂線CDを下ろす．

［1］ ［2］

A BD

C

ab

c
A

A DB

C

ab

c
A

上の図［1］，［2］では，いずれの場合にも次が成り立つ．

BC2 = CD2 + BD2， ← 三平方の定理

CD2 = (b sinA)2，BD2 = (c− b cosA)2 ← 図［2］では

BD = b cosA− c

よって，BC2すなわち a2は次のように表される．

a2 = (b sinA)2 + (c− b cosA)2

= b2 sin2A+ c2 − 2bc cosA+ b2 cos2A

= b2(sin2A+ cos2A) + c2 − 2bc cosA ← sin2 A+ cos2 A = 1

= b2 + c2 − 2bc cosA

練習 4.22 右の図のように，Aが鈍角の場合にも

BC2 = CD2 + BD2,

CD2 = (b sinA)2,

BD2 = (c− b cosA)2

が成り立つことを確かめよ． 解

　

BD A

C

b a

c

A
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前ページで調べたことから，次の余弦定理が得られる．

余弦定理� �
4ABCにおいて，次が成り立つ．

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

b2 = c2 + a2 − 2ca cosB

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

� �

　

●○

□

θ

●2 =○2 +□2 − 2○□ cos θ

三
......
角
......
形
......
の
......

2
...
辺
......
の
......
長
......
さ
......
と
......
そ
......
の
......
間
......
の
......
角
......
の
......
大
......
き
......
さ
......
が
......
わ
......
か
......
っ
......
て
......
い
......
る
......
場
......
合
......
には，余弦定理

を用いて，残りの辺の長さを求めることができる．

例題 4.6 4ABCにおいて，b =
√
3，c = 2，A = 150◦ であるとき，aを求めよ． S

解答 余弦定理により

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

= (
√
3 )2 + 22 − 2·

√
3·2 cos 150◦

= 3 + 4− 2·
√
3·2·

(
−
√
3

2

)
= 13

a > 0 であるから a =
√
13

　

150◦

2

√
3

a

練習 4.23 次のような4ABCにおいて，指定されたものを求めよ． 解

(1) a = 3，c = 2
√
2，B = 45◦ のとき b

(2) a = 3，b = 5，C = 120◦ のとき c

練習 4.24 右の図のように，林をはさんで 2地点A，Bがある．地点CからAと B

を見て ∠ACBを測ると 60◦で，また A，C間の距離は 50m，B，C間の距離は 40m

であった．A，B間の距離を求めよ． 解

50m 40m

A B

C

60◦

https://player.vimeo.com/video/679036627?h=5973b926e7
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余弦定理から，4ABCにおいて，次が成り立つ．

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
, cosB =

c2 + a2 − b2

2ca
, cosC =

a2 + b2 − c2

2ab

4
......

A
.....
B
.....
C
.....
の
......

3
...
辺
......
の
......
長
......
さ
......
が
......
わ
......
か
......
っ
......
て
......
い
......
る
......
場
......
合
......
には，上の式を用いることにより，3つ

の角の大きさを求めることができる．

例題 4.7 4ABCにおいて，a = 3，b = 2，c =
√
7 のとき，Cを求めよ． S

解答 余弦定理により

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab

=
32 + 22 −

(√
7
)2

2·3·2
=

1

2

よって C = 60◦

　

2 3

√
7A B

C

C

練習 4.25 次のような4ABCにおいて，指定されたものを求めよ． 解

(1) a =
√
7，b = 1，c = 2

√
3 のとき A

(2) a = 1，b =
√
5，c =

√
2 のとき B

4ABCにおいて，cosAの符号は b2 + c2− a2の符号と同じなので，b2 + c2と a2の
大小によって，次のことがいえる．

b2 + c2と a2の大小 b2 + c2 > a2 b2 + c2 = a2 b2 + c2 < a2

cosAの符号 cosA > 0 cosA = 0 cosA < 0

角Aの種類 Aは鋭角 Aは直角 Aは鈍角

練習 4.26 4ABCの 3辺の長さが次のようなとき，cosAの符号から角Aが鋭角，直
角，鈍角のいずれであるかを調べよ． 解

(1) a = 9，b = 3
√
2，c = 7 (2) a =

√
7，b =

√
6，c = 2

https://player.vimeo.com/video/679036774?h=d9ba86e0d7
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発見� �
正弦定理・余弦定理

147ページ例題 4.5，149ページ例題 4.6，150ページ例題 4.7において，正弦定
理や余弦定理を用いて，三角形の辺の長さや角の大きさを求める方法を学びま
した．
ここでは，これらの例題で最初に与えれている辺や角の条件について，考察し

てみましょう．

確認 例題 4.7では問題文で三角形の 3辺の長さが与えられている．例題 4.6の問
題文で与えられている三角形の条件は何だろうか．

(2つの辺の長さとその間の角の大きさが与えられている．)

例題 4.5，例題 4.6，例題 4.7 で与えられている三角形の条件には，中学校で学
んだ三角形のある性質が関係しています．

発見 例題 4.7，例題 4.6，例題 4.5の順に与えられている三角形の条件をまとめ
てみよう．

三角形の条件
例題 4.7 3辺の長さ
例題 4.6 2つの辺の長さとその間の角の大きさ
例題 4.5 1つの辺の長さと 2つの角の大きさ

これらに関連する中学校で学んだ三角形の性質とは何だろうか．
(三角形の合同条件)

上の発見の結果から，それぞれの例題で与えられた条件によって，三角形の形
が 1つに定まり，1つだけの答えが求められることがわかります．

整理 上の発見で調べた 3つの条件でないような条件を与えた上で，例題 4.5，例
題 4.6，例題 4.7のような三角形の辺の長さや角の大きさを求める問題を
作ってみよう．そのとき，答えはどうなるだろうか．

解答例：b = 2
√
2, c = 2, C = 30◦ (問題 4.6を参照)

(答えが 1つに定まらず，答が 2通り求められる場合がある．)� �
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4.2.3 正弦定理・余弦定理の応用

三角形の辺や角についての条件が与えられたとき，その条件を満たす三角形の形
状を調べよう．

A〉〉三角形の辺と角の決定

例題 4.8 4ABCにおいて，a = 2，b =
√
3 + 1，C = 60◦ のとき，残りの辺の長さ

と角の大きさを求めよ． S

解答 余弦定理により

c2 = 22 + (
√
3 + 1)2 − 2·2(

√
3 + 1) cos 60◦

= 4 + (3 + 2
√
3 + 1)− 4(

√
3 + 1)× 1

2

= 6

c > 0 であるから c =
√
6

　

A B

C

A B

60◦

c

2
√
3 + 1

余弦定理により cosA=
(
√
3 + 1)2 + (

√
6)2 − 22

2(
√
3 + 1)

√
6

=
2(3 +

√
3)

2
√
6(
√
3 + 1)

=
1√
2

よって A = 45◦

したがって B = 180◦ − (45◦ + 60◦) = 75◦

(答) c =
√
6，A = 45◦，B = 75◦

練習 4.27 4ABCにおいて，a =
√
2，c =

√
3 + 1，B = 45◦ のとき，残りの辺の長

さと角の大きさを求めよ． 解

深化 4.1 例題 4.8において，cを求めた後，Aを求めるのに正下定理を用いる方法も
ある．正弦定理により

2

sinA
=

√
6

sin 60◦
よって sinA =

1√
2
· · · 1©

1©よりA = 45◦, 135◦であるが，例題 4.8ではA = 135◦は適さない．その理由を
説明してみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/679359273?h=422514b8c6
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三角形の辺と角の大小関係について，次のことが知られている．

三角形の 2辺の大小関係は，その向かい合う
角の大小関係と一致する．

よって，三角形の最大の辺に向かい合う角が，
その三角形の最大の角である．

　 最大の角

最大の辺

[三角形の辺と角]

応用例題 4.2 4ABCにおいて次が成り立つとき，この三角形の最大の角の大きさを
求めよ． S

sinA : sinB : sinC = 7 : 5 : 3

考え方〉〉146ページの「補足」を参照．三角形の角の大きさは，3辺の長さ a, b, cの
比がわかれば，余弦定理から求められる．

解答 正弦定理により a : b : c = sinA : sinB : sinC

が成り立つから a : b : c = 7 : 5 : 3

このとき，正の数 kを用いて

a = 7k，b = 5k，c = 3k

と表すことができる．

　 A

B C

3k 5k

7k

aが最大の辺であるから，Aが最大の角である．

余弦定理により

cosA =
(5k)2 + (3k)2 − (7k)2

2·5k·3k
=
−15k2

30k2
= −1

2

よって，最大の角の大きさは A = 120◦

補足 a : b : c = 7 : 5 : 3 である4ABCはどれも相似であり，大きさによらず常
に A = 120◦ となる．

練習 4.28 4ABCにおいて次が成り立つとき，この三角形の最大の角を求めよ． 解

sinA : sinB : sinC = 8 : 7 : 3

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/409
https://player.vimeo.com/video/679038341?h=7c4918e965
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4.2.4 三角形の面積

三角形の面積を求めるには，次の計算式がある．

三角形の面積 =
1

2
×底辺×高さ

ここでは，この計算式から三角比を使う計算式を導いてみよう．

A〉〉三角形の面積と正弦

4ABCにおいて，辺ABを底辺とするとき
の高さを hとすると，常に

h = b sinA

となる．よって，4ABCの面積 Sは

S =
1

2
× c× b sinA

　

A B

C

b

c

h

A

一般に，三角形の面積について，次のことが成り立つ．

三角形の面積� �
4ABCの面積 Sは，次の式で表される．

S =
1

2
bc sinA, S =

1

2
ca sinB,

S =
1

2
ab sinC

　

ab

cA B

C

A B

C

� �
三角形の面積Sは，2辺の長さとその間の角の大き

さから求めることができる．

S =
1

2
○□ sin θ

　

θ

□

○
S

例 4.11 a = 3，b = 4，C = 120◦ である4ABCの面積S S

S =
1

2
ab sinC

=
1

2
·3·4 sin 120◦

=
1

2
·3·4·
√
3

2
= 3
√
3

　

120◦
34

A B

C

https://player.vimeo.com/video/679039379?h=01bbe7b27e
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練習 4.29 次のような4ABCの面積 Sを求めよ． 解

(1) b = 10，c = 8，A = 45◦

(2) a = 6，c = 5，B = 150◦

(3) 1辺の長さが aの正三角形ABC

B〉〉多角形の面積

例題 4.9 4ABCにおいて，3辺の長さが a = 7，b = 8，c = 9 であるとき，次のも
のを求めよ． S

(1) cosAの値 (2) sinAの値 (3) 面積 S

解答 (1) 余弦定理から

cosA =
82 + 92 − 72

2·8·9
=

96

2·8·9
=

2

3

(2) sinA > 0 であるから

sinA =
√
1− cos2A

=

√
1−

(
2

3

)2

=

√
5

9

=

√
5

3

　

A

A B

C

8 7

9

(3) S =
1

2
bc sinA =

1

2
·8·9·
√
5

3
= 12

√
5

練習 4.30 3辺の長さが次のような4ABCの面積 Sを求めよ． 解

(1) a = 8，b = 5，c = 7

(2) a = 13，b = 14，c = 15

https://player.vimeo.com/video/679359311?h=d935dc6bea
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応用例題 4.3 円に内接する四角形ABCDにおいて，

AB = 3, BC = 2, CD = 2, ∠B = 60◦

のとき，次のものを求めよ． S

(1) ACの長さ (2) ADの長さ (3) 四角形ABCDの面積

考え方〉〉(2) 円に内接する四角形の向かい合う角の和は 180◦である．
AD = xとして4ACDに余弦定理を使う．

解答 (1) 4ABCに余弦定理を使うと

AC2 = 32 + 22 − 2·3·2 cos 60◦

= 9 + 4− 6 = 7

AC > 0であるから AC =
√
7

　

2

3

2

x

A

B C

D

60◦
(2) 四角形ABCDは円に内接するから

∠D = 180◦ − ∠B = 180− 60◦ = 120◦

AD = xとして，4ACDに余弦定理を使うと

AC2 = CD2 +AD2 − 2·CD·ADcos∠D

よって 7 = 22 + x2 − 2·2·x cos 120◦

整理すると x2 + 2x− 3 = 0

これを解くと x = −3, 1

x > 0であるから x = 1 すなわち AD = 1

(3) 四角形ABCDの面積を Sとすると

S = 4ABC +4ACD

=
1

2
·3·2 sin 60◦ + 1

2
·1·2 sin 120◦ = 2

√
3

練習 4.31 円に内接する四角形ABCDにおいて，AB = 5，BC = 4，CD = 4，∠B =

60◦のとき，四角形ABCDの面積 Sを求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679038552?h=b1ad1a8513
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C〉〉三角形の内接円と面積

三角形の 3辺に接する円を，その三

角形の内接円という．

4ABCの内接円の半径を r，中心を

Iとすると，4ABCの面積 Sは

　

a

bc

r

A

B C

I

S = 4IBC +4ICA +4IAB =
1

2
ar +

1

2
br +

1

2
cr

よって，次の等式が成り立つ． [三角形の内接円と面積]

S =
1

2
r(a + b + c)

応用例題 4.4 4ABCにおいて，a = 5，b = 6，c = 7のとき，この三角形の内接円
の半径 rを求めよ． S

考え方〉〉まず，4ABCの面積を三角形を利用して求める．それが
1

2
r(a+ b+ c)に等しいことから，rが求められる．

解答 余弦定理により cosA =
62 + 72 − 52

2·6·7
=

5

7

sinA > 0 であるから sinA =

√
1−

(
5

7

)2

=
2
√
6

7

4ABCの面積を Sとすると

S =
1

2
·6·7·2

√
6

7
= 6
√
6

また S =
1

2
r(5 + 6 + 7) = 9r

よって，9r = 6
√
6 から r =

2
√
6

3

　

5

6
7

B C

A

A

r

練習 4.32 4ABCにおいて，a = 4，b = 3，c = 2のとき，この三角形の内接円の半
径を求めよ． 解

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/410
https://player.vimeo.com/video/679038732?h=4187a65bf7
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発展 ヘロンの公式

4ABCの面積 Sを，3辺の長さ a，b，cで表してみよう．

S =
1

2
bc sinA =

1

2
bc
√
1− cos2A

=
1

2
bc

√
1−

(
b2 + c2 − a2

2bc

)2

=
1

2
bc· 1

2bc

√
(2bc)2 − (b2 + c2 − a2)2

=
1

4

√
{2bc+ (b2 + c2 − a2)}{2bc− (b2 + c2 − a2)}

=
1

4

√
{(b+ c)2 − a2}{a2 − (b− c)2}

=
1

4

√
{(b+ c+ a)(b+ c− a)}{(a+ b− c)(a− b+ c)}

ここで，a+ b+ c = 2sとおくと

b+ c− a = 2(s− a), a+ b− c = 2(s− c), a− b+ c = 2(s− b)

よって

S =
1

4

√
2s·2(s− a)·2(s− c)·2(s− b) =

√
s(s− a)(s− b)(s− c)

以上から，次のヘロンの公式が成り立つ．
4ABCの面積 Sは

2s = a + b + c とすると S =
√

s(s − a)(s − b)(s − c)

155ページの例題 4.9の4ABC の面積 Sは，ヘロンの公式を用いると，次のよう
に求められる．

2s = 7 + 8 + 9 から s = 12

よって S =
√
12(12− 7)(12− 8)(12− 9) =

√
12·5·4·3 = 12

√
5

演習 4.1 3辺の長さが 7，8，13である三角形の面積 Sを求めよ． 解
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4.2.5 空間図形への応用

空間図形に含まれる三角形に着目して，長さや面積を求めてみよう．

応用例題 4.5 200m離れた山のふもとの 2地点AとB

から，山の頂上 Pを見ると

∠PAB = 60◦, ∠PBA = 75◦

であった．また，Bから Pを見上げた
角度は 30◦であった．図において，Pと
Bの標高差 PHを求めよ． S

　

30◦75◦

60◦
A

B

P

H

200m

考え方〉〉図で，PH = BP sin 30◦ である．そこで，4ABPに正弦定理を使って，
まずBPの長さを求める．

解答 ∠APB = 180◦ − (60◦ + 75◦) = 45◦

4ABPに正弦定理を使うと
BP

sin 60◦
=

200

sin 45◦

よって BP=200· 1

sin 45◦
· sin 60◦

=200·
√
2·
√
3

2
= 100

√
6

　

30◦75◦

60◦
A

B

P

H

200m

したがって PH = BP sin 30◦ = 100
√
6·1
2
= 50

√
6 (答) 50

√
6 m

補足 50
√
6 = 122.4 · · · となり，PHはおよそ 122mである．

練習 4.33 100m離れた2地点AとBから，気球Pの
真下でBと同じ標高の地点Hを見たとき，

∠HAB = 60◦, ∠HBA = 75◦

であった．また，BからPを見上げた角
度は 30◦であった．図において，気球 P

の高さ PHを求めよ． 解

　

30◦75◦

60◦
A

B

P

H

100m

https://player.vimeo.com/video/679038943?h=a2cddefcb7
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応用例題 4.6 右の図のように，

AB = 3, AD = 2, AE = 1

である直方体ABCD-EFGHがある．
4AFCの面積を求めよ． S

[直方体の切断面]

　

1

2

3

A

B

C

D

H

E

F

G

考え方〉〉三角形の面積は，3辺の長さから求めることができる．また，直方体の頂
点を結ぶ線分の長さは，三平方の定理を使って求めることができる．

解答 三平方の定理により

AF2 = AB2 + BF2 = 32 + 12 = 10

CF2 = BC2 + BF2 = 22 + 12 = 5

AC2 = AB2 + BC2 = 32 + 22 = 13

4AFCに余弦定理を使うと

cos∠AFC =
AF2 + CF2 − AC2

2·AF·CF
=

10 + 5− 13

2
√
10
√
5

=
2

2
√
50

=
1√
50

sin∠AFC > 0であるから

sin∠AFC =

√
1−

(
1√
50

)2

=

√
49

50
=

7√
50

したがって S =
1

2
·AF·CF sin∠AFC

=
1

2
·
√
10·
√
5· 7√

50
=

7

2

練習 4.34 右の図のように，

AB = 6, AD = 4, AE = 3

である直方体ABCD-EFGHがある．
4DEGの面積 Sを求めよ． 解

　

3

4

6A
B

C

D

H

E

F

G

https://player.vimeo.com/video/679359234?h=bf980bae14
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/411
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研究 正四面体の体積

三角比を利用して，正四面体の体積を求めてみよう．

Ex 4.1 1辺の長さが 6の正四面体ABCDにおいて，
頂点Aから4BCDに垂線AHを下ろす．

(1) 点Hは4BCDの外接円の中心である
ことを示せ．

(2) AHの長さを求めよ．

(3) 正四面体ABCDの体積 V を求めよ．

　

A

B

C

D

H

6

[正四面体の体積]

解答 (1) 4ABH，4ACH，4ADHはいずれも直角三角形で

AB = AC = AD, AHは共通

であるから，これらの直角三角形は合同である．

よって BH = CH = DH

したがって，Hは4BCDの外接円の中心である．

(2) BHは4BCDの外接円の半径であるから，正弦定理より

6

sin 60◦
= 2BH すなわち BH =

6

2 sin 60◦
= 2
√
3

よって AH =
√
AB2 − BH2 =

√
62 − (2

√
3)2 = 2

√
6

(3) 4BCDの面積を Sとすると S =
1

2
·6·6 sin 60◦ = 9

√
3

よって V =
1

3
·S·AH =

1

3
·9
√
3·2
√
6 = 18

√
2

演習 4.2 PA = PB = PC = 3，AB = BC = CA = 4である三角
すい

錐PABCの体積 V

を求めよ． 解

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/412
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4.2.6 問題

問題 4.6 4ABCにおいて，a : b = 7 : 3，A = 60◦であるとき，sinBの値を求めよ．
解 → p.146, 147

問題 4.7 4ABCにおいて，c = 4，b = 3，A = 60◦

とし，辺BCの中点をMとする．このとき，
次のものを求めよ． 解 → p.149, 150

(1) BMの長さ

(2) cosBの値

(3) AMの長さ

　

60◦

MB C

A

4 3

問題 4.8 次の図形の面積を求めよ． 解 → p.154

(1) AB = 6，AD = 4，∠A = 60◦ である平行四辺形ABCD

(2) 半径 2の円に内接する正十二角形

問題 4.9 1辺の長さが 6の正四面体 ABCDにお
いて，辺ABの中点をE，辺ADを 1 : 2

に分ける点を Fとする．4CFEの面積
Sを求めよ． 解 → p.160 応用例題 4.6

　 A

B D

C

E
F

問題 4.10 4ABCの面積 Sを求める公式

S =
1

2
bc sinA, S =

1

2
ca sinB, S =

1

2
ab sinC

S =
1

2
r(a+ b+ c) (rは4ABCの内接円の半径)

から，次のものをすべて用いて4ABCの面積 Sを求める公式を作り出せ． 解

(1) 3辺の長さ a, b, cと外接円の半径R

(2) 3つの角の大きさA, B, Cの正弦と外接円の半径R，内接円の半径 r
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4.3 章末問題

4.3.1 章末問題A

章末 4.1 地点Aから塔の先端Pを見上げた角は 45◦ で
あった．次に塔へ向かって水平に 10m進んだ
地点 Bから Pを見上げた角は 60◦ であった．
図のようにPの真下の地点をHとする．目の
高さを無視するとき，次のものを求めよ． 解

(1) B，H間の距離 (2) 塔の高さ PH

　

10m
45◦ 60◦

A B H

P

章末 4.2 1辺の長さが 10の正五角形ABCDEにおいて，
次の線分の長さを，小数第 2位を四捨五入し
て小数第 1位まで求めよ． 解

(1) 対角線BE

(2) 頂点Aから辺CDに下ろした垂線AH

　
A

B

C H D

E

章末 4.3 4ABCにおいて，

BC = 2, ∠BAC = 45◦, ∠ACB = 75◦

である． 解

(1) 辺ABの長さを求めよ．

(2) sin 75◦と cos 75◦の値を求めよ．

　

A B

C

45◦

75◦

2

章末 4.4 右の図のような四角形ABCDの 2本の対角線
の交点をOとし，

∠AOD = θ, AC = p, BD = q

とする．この四角形の面積 Sは，

S =
1

2
pq sin θ であることを示せ． 解

　

θ

O

A

B C

D

pq

章末 4.5 4ABCにおいて，AB = 8，AC = 4，A = 120◦であるとする．∠Aの二等
分線と辺BCの交点をDとするとき，ADの長さを求めよ． 解
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4.3.2 章末問題B

章末 4.6 4ABCにおいて，b = 2
√
3，c = 2，C = 30◦ のとき，残りの辺の長さと角

の大きさを求めよ． 解

章末 4.7 円に内接する四角形ABCDにおいて，

AB = 5, BC = 4, CD = 4, DA = 2

のとき，四角形ABCDの面積を求めよ． 解

　

5

4

4

2

A

B C

D

章末 4.8 1辺の長さが 6の立方体 ABCD-EFGHに
おいて，辺 AB，BC上に，それぞれ右の
図のような点 P，Qをとる． 解

(1) 4PFQの面積を求めよ．

(2) Bから4PFQに下ろした垂線BKの
長さを求めよ．

　

2

4

24

K
B

Q

P
A

E F

G

CD

H



4.3. 章末問題 165

章末 4.9 1辺の長さが 1の正四面体 ABCDに内接
する球の中心をOとする． 解

(1) 四面体ABCDの体積 V を求めよ．

(2) 四面体OBCDの体積 V ′を求めよ．

(3) 球の半径 rを求めよ．

　
A

B

C

D

O

1

ヒント� �
6 sinBの値からBが 2つ求められる．

7 ∠B = θとおいて，AC2を 2通りの式で表す．

8 (2) 四面体BFPQの体積を 2通りの方法で計算する．

9 (2) V = 4V ′

(3) 4BCDの面積× r = 3V ′� �



4.4 三角比の表
(練習 4.3 ・練習 4.4 ・練習 4.12 ・問題 4.1)

θ sin θ cos θ tan θ θ sin θ cos θ tan θ

0◦ 0.0000 1.0000 0.0000 45◦ 0.7071 0.7071 1.0000

1◦ 0.0175 0.9998 0.0175 46◦ 0.7193 0.6947 1.0355
2◦ 0.0349 0.9994 0.0349 47◦ 0.7314 0.6820 1.0724
3◦ 0.0523 0.9986 0.0524 48◦ 0.7431 0.6691 1.1106
4◦ 0.0698 0.9976 0.0699 49◦ 0.7547 0.6561 1.1504
5◦ 0.0872 0.9962 0.0875 50◦ 0.7660 0.6428 1.1918

6◦ 0.1045 0.9945 0.1051 51◦ 0.7771 0.6293 1.2349
7◦ 0.1219 0.9925 0.1228 52◦ 0.7880 0.6157 1.2799
8◦ 0.1392 0.9903 0.1405 53◦ 0.7986 0.6018 1.3270
9◦ 0.1564 0.9877 0.1584 54◦ 0.8090 0.5878 1.3764
10◦ 0.1736 0.9848 0.1763 55◦ 0.8192 0.5736 1.4281

11◦ 0.1908 0.9816 0.1944 56◦ 0.8290 0.5592 1.4826
12◦ 0.2079 0.9781 0.2126 57◦ 0.8387 0.5446 1.5399
13◦ 0.2250 0.9744 0.2309 58◦ 0.8480 0.5299 1.6003
14◦ 0.2419 0.9703 0.2493 59◦ 0.8572 0.5150 1.6643
15◦ 0.2588 0.9659 0.2679 60◦ 0.8660 0.5000 1.7321

16◦ 0.2756 0.9613 0.2867 61◦ 0.8746 0.4848 1.8040
17◦ 0.2924 0.9563 0.3057 62◦ 0.8829 0.4695 1.8807
18◦ 0.3090 0.9511 0.3249 63◦ 0.8910 0.4540 1.9626
19◦ 0.3256 0.9455 0.3443 64◦ 0.8988 0.4384 2.0503
20◦ 0.3420 0.9397 0.3640 65◦ 0.9063 0.4226 2.1445

21◦ 0.3584 0.9336 0.3839 66◦ 0.9135 0.4067 2.2460
22◦ 0.3746 0.9272 0.4040 67◦ 0.9205 0.3907 2.3559
23◦ 0.3907 0.9205 0.4245 68◦ 0.9272 0.3746 2.4751
24◦ 0.4067 0.9135 0.4452 69◦ 0.9336 0.3584 2.6051
25◦ 0.4226 0.9063 0.4663 70◦ 0.9397 0.3420 2.7475

26◦ 0.4384 0.8988 0.4877 71◦ 0.9455 0.3256 2.9042
27◦ 0.4540 0.8910 0.5095 72◦ 0.9511 0.3090 3.0777
28◦ 0.4695 0.8829 0.5317 73◦ 0.9563 0.2924 3.2709
29◦ 0.4848 0.8746 0.5543 74◦ 0.9613 0.2756 3.4874
30◦ 0.5000 0.8660 0.5774 75◦ 0.9659 0.2588 3.7321

31◦ 0.5150 0.8572 0.6009 76◦ 0.9703 0.2419 4.0108
32◦ 0.5299 0.8480 0.6249 77◦ 0.9744 0.2250 4.3315
33◦ 0.5446 0.8387 0.6494 78◦ 0.9781 0.2079 4.7046
34◦ 0.5592 0.8290 0.6745 79◦ 0.9816 0.1908 5.1446
35◦ 0.5736 0.8192 0.7002 80◦ 0.9848 0.1736 5.6713

36◦ 0.5878 0.8090 0.7265 81◦ 0.9877 0.1564 6.3138
37◦ 0.6018 0.7986 0.7536 82◦ 0.9903 0.1392 7.1154
38◦ 0.6157 0.7880 0.7813 83◦ 0.9925 0.1219 8.1443
39◦ 0.6293 0.7771 0.8098 84◦ 0.9945 0.1045 9.5144
40◦ 0.6428 0.7660 0.8391 85◦ 0.9962 0.0872 11.4301

41◦ 0.6561 0.7547 0.8693 86◦ 0.9976 0.0698 14.3007
42◦ 0.6691 0.7431 0.9004 87◦ 0.9986 0.0523 19.0811
43◦ 0.6820 0.7314 0.9325 88◦ 0.9994 0.0349 28.6363
44◦ 0.6947 0.7193 0.9657 89◦ 0.9998 0.0175 57.2900
45◦ 0.7071 0.7071 1.0000 90◦ 1.0000 0.0000 ————

166
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5.1 データの分析

5.1.1 データの整理

問題解決や意思決定などのために，ある集団について調査や実験を行い，それによっ
て得られた結果を分析することがある．たとえば，生徒の体力や運動能力の現状を
明らかにし，体育やスポーツ活動に関する指導に役立てるという目的をもったとす
る．このとき，体力テストを行い，50m走や握力などの記録，所属クラスなどの情
報を集めて分析することがある．
運動の記録や所属クラスなどのように，ある特性を表すものを変量といい，ある変
量の測定値や観測値，調査結果などの集まりをデータという．この章では，ある集
団におけるある変量のデータがあるとき，その集団がどのような特性をもっている
かを知るための方法を学ぼう．

A〉〉度数分布表

次のデータは，東京の 2018年 4月の日ごとの最高気温である．[最高気温のデータ]

21.9 24.5 23.4 26.2 15.3 22.4 21.8 16.8 19.9 19.1

21.9 25.9 20.9 18.8 22.1 20.0 15.0 16.0 22.2 26.4

26.0 28.3 18.7 21.3 22.5 25.0 22.0 26.1 25.6 25.7

(気象庁ホームページより作成，単位は℃

データの散らばりの様子を分布という．
上のデータは，右のような度数分布表に整

理することができる．データを度数分布表に
整理すると，その傾向がわかりやすくなる．
度数分布表において，区切られた各区間を

階級，区間の幅を階級の幅，各階級に含まれ
る値の個数を度数という．また，各階級の真
ん中の値を階級値という．

最高気温の度数分布表
階級 (℃) 度数 (日)

15以上 18未満 4

18 ～ 21 6

21 ～ 24 10

24 ～ 27 9

27 ～ 30 1

計 30

[内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

167

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/503
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/501
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/502
https://cds.chart.co.jp/books/xe3k0m8edg
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j#100
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前ページの度数分布表において，階級の幅は 3℃であり，18℃以上 21℃未満の階
級値は 19.5℃である． ← (18+21)÷2=19.5

度数分布表の階級の幅は，データ全体の傾向がよく表されるように，適切な大き
さを選ぶことが大切である．

練習 5.1 前ページの度数分布表について，次の問いに答えよ． 解

(1) 度数が 9である階級の階級値を求めよ．

(2) 最高気温が 21℃以上の日は何日あるか．

(3) 最高気温が低い方から数えて 12番目の日が含まれる階級をいえ．

B〉〉ヒストグラム

度数分布表を，柱状のグラフで表
したものをヒストグラムという．度
数分布表をヒストグラムで表すと，
データの分布が，さらに見やすくな
る．右の図は，前ページに載せた最
高気温のデータの度数分布表をヒス
トグラムで表したものである．

　

15 18 21 24 27 30 (℃)
0
2
4
6
8
10

(日)

練習 5.2 次のデータは，ある高校の 1年生女子 20人の，ハンドボール投げの記録で
ある． 解

16 13 14 13 14 11 14 17 16 15

18 16 17 15 17 16 21 16 20 19

(単位は m)

(1) 11m以上 13m未満を階級の 1つとして，どの階級の幅も 2mである度数分布表
を作れ．

(2) (1)で作った度数分布表をもとにして，ヒストグラムをかけ．
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5.1.2 データの代表値

データ全体の特徴を適当な 1つの数値で表せると便利である．
そのような値をデータの代表値という．
ここでは，データの代表値として，平均値，最頻値，中央値について調べよう．

A〉〉平均値

日常において，「平均点」「平均気温」などの言葉を使うことがある．これらは平均
値と呼ばれる身近な代表値である．

例 5.1 データの平均値 S

次のデータは，ある生徒の 5種類のテストの得点である．

72, 65, 88, 45, 76 (点)

このデータの平均値は

1

5
(72 + 65 + 88 + 45 + 76) =

1

5
× 346

= 69.2 (点)

データにおける測定値や観測値の個数を，データの大きさという．たとえば，
例 5.1のデータの大きさは 5である．

変量 xについてのあるデータの大きさが nであるとい，このデータの個々の値を

x1, x2, · · · , xn

で表すことがある．

注意 データの値を並べたとき，k番目の値を xk と表している．

一般に，変量 xについて，大きさが nのデータの値の総和を nで割った値を，こ
のデータの平均値といい，xで表す．

https://player.vimeo.com/video/679036864?h=31d7fcc5f4
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平均値� �
変量 xのデータの値が x1, x2, · · · , xnであるとき，このデータの平均値 xは

x =
1

n
(x1 + x2 + · · · + xn)� �

練習 5.3 次のデータは，ある生徒のある 1週間における 1日あたりの睡眠時間であ
る．このデータの平均値を求めよ． 解

400, 410, 420, 390, 430, 450, 440 (分)

B〉〉最頻値

データにおいて，もっとも個数の多い値を，そのデータの最頻値またはモードと
いう．データが度数分布表に整理されているときは，度数が最も大きい階級の階級
の階級値を最頻値とする．

例 5.2 データの最頻値 S

下の表は，成人男子 100人について，靴のサイズを調べた結果である．

サイズ (cm) 24.0 24.5 25.0 25.5 26.0 26.5 27.0 計
人数 3 11 18 23 32 10 3 100

このデータの最頻値は 26.0 (cm)

例 5.2のデータから，最も売れると思われる靴のサイズは 26.0cm である．商品の
仕入れの計画を立てる場合などには，代表値として最頻値が適しているといえる．

練習 5.4 167ページの度数分布表において，最頻値を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/679036941?h=3c365b6d98
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C〉〉中央値

データを値の大きさの順に並べたとき，中央に位置にくる値を中央値またはメジ
アンという．データの大きさが偶数のときは，中央に 2つの値が並ぶが，その場合は
2つの値の平均値をとって中央値とする．

例 5.3 データの中央値 S

ある商品の価格について，A市とB市で調査した．

(1) A市では 5店舗で調査して，次のデータが得られた．

260, 280, 280, 300, 270 (円)

このデータを小さい順に並べると
260, 270, 280, 280, 300

よって，このデータの中央値は
280 (円)

データの大きさが奇数
小←データの値→大

○○●○○
↑

中央値

(2) B市では 6店舗で調査して，次のデータが得られた．

280, 280, 260, 100, 280, 270 (円)

このデータを小さい順に並べると
100, 260, 270, 280, 280, 280

よって，このデータの中央値は
270 + 280

2
= 275 (円)

データの大きさが偶数
小←データの値→大
○○●●○○

↑ ↑
中央の 2つの値の
平均が中央値

例 5.3(2)のデータの平均値は 245円で，100

円を除くすべての価格より安く，データの代表
値として適切とはいえない．データの中に極端
に離れた値がある場合，その影響を受けにくい
中央値が代表値として適していることがある．

　

練習 5.5 次のデータは，8人の生徒の右手の握力を測った結果である．その中央値
を求めよ． 解

38, 56, 43, 41, 35, 49, 51, 31 (kg)

https://player.vimeo.com/video/679359347?h=98890c5a0d
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研究 データの分布と代表値

データの分布と，平均値と中央値の大小関係について考えてみよう．
[データの分布と代表値]

［1］の場合

分布が左右対称の場合であり，平均
値と中央値は一致する．

［2］の場合

分布が左に偏っている場合であり，
平均値と中央値の大小関係は次のよ
うになる．

中央値 <平均値

［3］の場合

分布が右に偏っている場合であり，
平均値と中央値の大小関係は次のよ
うになる．

平均値 <中央値

［2］や［3］のように分布が偏っている
場合は，平均値を代表値とすることは必ず
しも適切ではない．

たとえば，総務省統計局がまとめた2018

年の 2人以上の世帯の貯蓄高のデータは，
貯蓄の低い方に偏った，［2］に似た分布を
している．平均値は 1752万円，中央値は
1036万円であり，平均値以下の世帯は全体
の 7割近くを占める．よって，この場合，
平均値を代表値とすることは，必ずしも適
切でないと考えられる．

　

0

10

20

1 2 3 4 5 6 7 8 9
平均値 5，中央値 5

［1］

［2］

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

10

20

平均値 3.5，中央値 3

［3］

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

20

0

平均値 6.5，中央値 7

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/504
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5.1.3 データの散らばりと四分位数

下の図は，データの大きさ，平均値，中央値がすべて等しい 2つのデータA，Bのヒ
ストグラムである． [データA，データB]

40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60

60

50

40

30

20

1010

20

30

40

50

60

00

データA データB大きさ 150
平均値 50
中央値 50

大きさ 150
平均値 50
中央値 50

データの平均値，中央値が等しくても，その散らばり具合は異なることがあり，代
表値だけではデータの分布状態をとらえきれない．
ここでは，データの散らばりの度合いを表す数値や図について学ぼう．

A〉〉範囲

データの散らばり度合いを表す値として，データの最大値から最小値を引いた差
が考えられる．この差をデータの範囲という．

例 5.4 データの範囲 S

次のデータは，ある年のA市における月ごとの降水日数である．

7, 4, 9, 7, 10, 13, 14, 7, 4, 12, 13, 5 (日)

このデータの範囲は 14− 4 = 10 (日)

データの範囲が大きいほど，散らばりの度合いが大きいと考えられる．

練習 5.6 次のデータは，例 5.4と同じ年の B市における月ごとの降水日数である．
このデータの範囲を求めよ．また，データの散らばりの度合いが大きいのはA市，B

市のどちらと考えられるか．得られた範囲によって比較せよ． 解

19, 16, 12, 11, 6, 8, 21, 13, 10, 14, 18, 22 (日)

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/505
https://player.vimeo.com/video/679359388?h=39a7ec06e2
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B〉〉四分位数

データの中に極端に離れた値があるかどうかによって，データの範囲は大きく変
わる．そこで，データの中央値の近くの値を取り出して散らばりの度合いを比較す
る方法について調べよう．
データの値の大きさの順に並べたとき，4等分する位置にくる値を四分位数とい
う．四分位数は，小さい方から順に第 1四分位数，第 2四分位数，第 3四分位数とい
い，順にQ1，Q2，Q3で表す 1．

四分位数は，具体的には次のように定める．
第
......

2
...
四
......
分
......
位
......
数
......

Q2........
は
......
デ
......
ー
......
タ
......
の
......
中
......
央
......
値
......
である．

データを値の大きさの順に左から並べ，個
数が同じになるように半分に分ける．
ただし，データの大きさが奇数のときは，中
央にくる値を除いて 2つに分ける．左半分の
データを下位のデータ，右半分のデータを上位
のデータと呼ぶことにすると，第

......
1
...
四
......
分
......
位
......
数
......

Q1........
は
......
下
......
位
......
の
......
デ
......
ー
......
タ
......
の
......
中
......
央
......
値
......
で
......
あ
......
り
......
，
......
第
......

3
...
四
......

分
......
位
......
数
......

Q3........
は
......
上
......
位
......
の
......
デ
......
ー
......
タ
......
の
......
中
......
央
......
値
......
で
......
あ
......
る
......
．
......

データの大きさが奇数
小←−データの値−→大

下位のデータ 上位のデータ
〇〇 · · · 〇〇 〇 〇〇 · · · 〇〇

データの大きさが偶数
小←−データの値−→大

下位のデータ 上位のデータ
〇〇 · · · 〇〇 〇〇 · · · 〇〇

[四分位数]

注意 四分位数は，他にもいくつかの定め方がある．以下，本書では上の方法で定め
るものとする．

1四分位数を意味する英語は quartileである．

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/506
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例 5.5 次のデータは，10人の生徒に 100点満点のテストを行った結果を，値の大き
さの順に並べたものである． S

21, 30, 36, 38, 41, 45, 52, 58, 60, 72

第 2四分位数は Q2 =
41 + 45

2
= 43 (点)

第 2四分位数は Q1 = 36 (点)

第 3四分位数は Q3 = 58 (点)

データの第 3四分位数Q3から第 1四分位数Q1を引いた差Q3 −Q1を四分位範囲
という．
四分位範囲は，データを値の大きさの順に並べたときの,中央に並ぶ約 50%のデー
タの散らばりの度合いを表している．よって, 四分位範囲は，データの中に極端に離
れた値がある場合でも，その影響を受けにくいといえる．データの値が中央値の周
りに集中しているほど，四分位範囲は小さくなる傾向にある．すなわち，データの
四分位範囲が大きいほど，散らばりの度合いが大きいと考えられる．

補足 四分位範囲を 2で割った値を四分位偏差という．

例 5.6 例 5.5のデータの四分位範囲を求める． S

四分位範囲は Q3 −Q1 = 58− 36 = 22 (点)

練習 5.7 次のデータA，Bのそれぞれについて，四分位範囲を求めよ．また，デー
タの散らばりの度合いが大きいのは A，Bのどちらと考えられるか．得られた四分
位範囲によって比較せよ． 解

A 21, 29, 32, 36, 38, 40, 49, 53, 55, 68, 80

B 25, 31, 39, 42, 45, 46, 50, 53, 54, 65, 80

深化 5.1 データの散らばり具合を知ることのよさについて考えてみよう．たとえば，
173ページのデータA，Bが各店で手作りをするパンのチェーン店A，Bで作られた
同じ商品 150個の重さをヒストグラムにまとめたものとする。このとき，どちらの
お店で買いたいと考えるか．理由もあわせて答えてみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/679037007?h=adf5665774
https://player.vimeo.com/video/679037080?h=ca2e670b9c
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C〉〉箱ひげ図

データの分布を見るための図に箱ひげ図と呼ばれるものがある．
箱ひげ図はデータの最小値，第 1四分位数，中央値，第 3四分位数，最大値を，箱
と線 (ひげ)で表現する図である．箱の長さは四分位範囲を表す．なお，箱ひげ図に
平均値を記入することもある．

四分位範囲Q3 −Q1

+

最大値Q3最小値 Q1

平均値中央値Q2

箱ひげ図

例 5.7 箱ひげ図によるデータの分析 S

右の図は，1918年と 2018年の
さつ

札
ぽろ

幌，東
京，那覇における，月ごとの平均気温の
データを箱ひげ図に表したものである．
この図から，たとえば，次のようなこ
とが読み取れる．

1. 那覇は 1年を通して暖かく，寒暖の
差が小さい，札幌は年間の寒暖の差
が大きい．

2. どの都市も，1918年より 2018年の
方が気温が高めの傾向にある．

　

[平均気温のデータ]

補足 箱ひげ図は，例 5.7のように縦に表示することもある．

https://player.vimeo.com/video/679359420?h=bf40bf18d1
https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/507
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練習 5.8 次のデータは，10人の生徒に 100点満点の数学，英語，国語のテストを行っ
た結果である．単位は点である． 解

数学 68, 35, 86, 63, 30, 91, 50, 63, 46, 58

英語 75, 65, 90, 78, 52, 88, 70, 75, 59, 82

国語 63, 60, 73, 75, 58, 79, 68, 70, 66, 80

(1) これらのデータの箱ひげ図を並べてかけ．

(2) データの散らばりの度合いが最も大きいのは，数学，英語，国語のうちどれと考
えられるか．(1)で得られた箱ひげ図を用いて比較せよ．

D〉〉箱ひげ図とヒストグラム

下の図は，あるデータA，B，Cのヒストグラムと箱ひげ図との対応である．
[データA，データB，データC]

ヒストグラムの山の位置と，箱ひげ図の位置がだいたい対応していることがわかる．
また，ヒストグラムのすそにあたる部分が，箱ひげ図のひげに対応ている．ヒス
トグラムのすそが右に伸びていれば，箱ひげ図のひげも右に伸びる．
箱ひげ図では，ヒストグラムほどにはデータの分布が詳しく表現されないが，大
まかな様子はわかる．

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/508
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E〉〉外れ値

データの中に，他の値から極端に離れた値が含まれることがある．そのような値
を外れという．
外れ値の基準は複数あるが，たとえば，次のような値を外れ値とする．

(第 1四分位数− 1.5 ×四分位範囲)以下の値

(第 3四分位数+ 1.5 ×四分位範囲)以上の値

外れ値がある場合，次の図のような箱ひげ図が用いられることがある．
外れ値は ◦で示している。また，箱ひげ図の左右のひげは，データから外れ値を
除いたときの最小値または最大値まで引いている．

Q1 Q3 Q3 + 1.5× (Q3 −Q1)Q1 − 1.5× (Q3 −Q1)

◦◦◦
外れ値 外れ値

Q3 −Q1

注意 外れ値を ◦で示す箱ひげ図をかく場合
でも，四分位数は外れ値を除かないす
べてのデータの四分位数であり，その
値にもとづいて箱をかく。

　

外れ値は, 測定ミスや入力ミスによる異常な値であることもある．一方で，外れ値
の背景を探ることにより，問題発見があったり，問題解決の手がかりが得られたりす
ることもある．たとえば，販売員の販売成績を調べたとき，並外れて成績がよい販
売員がいたら，その販売員の工夫を探ることで，全体の販売成績を上げる対策を見
いだせる可能性がある．

練習 5.9 右の図はあるデータの箱ひげ図である．
このデータの最大値 92，最小値 29は外
れ値であるかを，四分位範囲を利用し
て調べよ． 解
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5.1.4 分散と標準偏差

四分位範囲は，データを値の大きさの順に並べたとき, 4等分する位置にくる値を
用いて散らばりの度合いを表すものであった．ここでは，データのすべての値を用
いて散らばりの度合いを表す値について学ぼう．

A〉〉分散，標準偏差

データの平均値の周りに，データの各値がどのように分布しているかを示す値と
して，まず各値と平均値との差を考えてみる．
変量 xのデータの値を x1, x2, · · · , xn, その平均値を xとするとき，各値と平均
値との差を考えてみる．
変量 xのデータの値から平均値を引いた差 x1 − x，x2 − x，· · ·，xn − xを，それ
ぞれ平均値からの偏差といい，x− xで表す．偏差の総和は

(x1 − x) + (x2 − x) + · · ·+ (xn − x)

= (x1 + x2 + · · ·+ xn)− nx

= 0 ← x =
1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

になるから，偏差の平均値も 0である．
よって，偏差の平均値では，散らばりの度合いを表すことはできない．
そこで，偏差をそのまま用いずに，偏差の 2乗の平均値を考えよう．

例 5.8 偏差の 2乗の平均値 S

変量 xのデータの値が，下の表で与えられている．ただし，平均値 xは，

x =
1

8
× 344 = 43

x 38 53 43 41 35 46 50 38 計 344

(x− x)2 25 100 0 4 64 9 49 25 計 276

よって，このデータの偏差の 2乗の平均値は

1

8
× 276 = 34.5

終

https://player.vimeo.com/video/679359465?h=4f24e719da
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データにおいて，偏差の 2乗の平均値を分散という．さらに，分散の平方根を標準
偏差といい，sで表す．このとき，分散は s2で表される．

分散と標準偏差� �
変量 xのデータの値が x1, x2, · · · , xnで，その平均値が xのとき

分散 s2 =
1

n
{(x1 − x)2 + (x2 − x)2 + · · · + (xn − s)2}

標準偏差 s =
√
分散� �

注意 標準偏差の単位は，変量 xの単位と同じである．

データの値が平均値の周りに集中しているほど，それぞれの偏差の絶対値は小さ
くなり，分散，標準偏差も小さくなる傾向にある。たとえば，173ページでヒストグ
ラムに表した 2つのデータA，Bでは，データの値から標準偏差を計算すると，それ
ぞれ 4，2である。このことから，データAの方がデータBより散らばりの度合いが
大きいと考えられる．

例 5.9 データの分散，標準偏差 S

10人の漢字テストの得点 xが，下の表で与えられている．ただし，平均点 xは，

x =
1

10
× 70 = 7

である．xの単位は点である．

x 9 3 4 10 10 5 7 9 10 3 計 70

(x− x)2 4 16 9 9 9 4 0 4 9 16 計 80

よって，分散 s2 s2 =
1

10
× 80 = 8

標準偏差 sは s =
√
8 ; 2.8 (点)

練習 5.10 次のデータは，10人の生徒に計算テストを行った結果である．このデー
タの分散，標準偏差を求めよ． 解

6, 10, 7, 7, 5, 4, 9, 10, 5, 7 (点)

https://player.vimeo.com/video/679359495?h=dc7396e89c
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B〉〉分散と平均値の関係式

前ページで示した分散を表す式を変形してみよう．

s2 =
1

n
{(x1 − x)2 + (x2 − x)2 + · · ·+ (xn − x)2}

=
1

n
{(x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2)− 2x(x1 + x2 + · · ·+ xn) + n(x)2}

=
1

n
(x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2)− 2x· 1
n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)︸ ︷︷ ︸

x

+(x)2

=
1

n
(x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2)− (x)2

変量 xの nこのデータが x1, x2, · · · , xnのとき，x1
2, x2

2, · · · , xn
2を変量 x2の

n個のデータと考えるとする．このとき，次のことがいえる．� �
(xのデータの分散) = (x2のデータの平均値) − (xのデータの平均値)2

· · · 1©� �
注意 変量 x2のデータの平均値 x2と書くと，上の式は，次のように書ける．

s2 = x2 − (x)2

関係式 1©を用いて，データの分散を求めることもできる．

例 5.10 関係式 1©を用いて，前ページの例 5.9のデータの分散を求める． S

x 9 3 4 10 10 5 7 9 10 3 計 70

x2 81 9 16 100 100 25 49 81 100 9 計 570

x =
1

10
× 70 = 7, x2 =

1

10
× 570 = 57

よって，分散 s2は s2 = x2 − (x)2 = 57− 72 = 8

練習 5.11 次のデータについて，分散，標準偏差を求めよ． 解

5, 3, 6, 8, 5, 8, 5, 4, 6, 5

https://player.vimeo.com/video/679359539?h=3b70d6a17a
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研究 変量の変換

データの各値すべてに同じ数を足したりすべてに同じ数を掛けたとき，平均値，分
散，標準偏差がどのように変化するかを考えてみよう．
データの各値すべてに bを足すと，データの各値も平均値も bだけ増加するから，
データの各値から平均値を引いた差，すなわち偏差は変わらない．したがって，分
散と標準偏差は変わらない．
また，データの各値すべてに aを掛けると，データの各値も平均値も a倍になる
から，データの各値の偏差も a倍になる．したがって，分散は a2倍になり,標準偏差
は | a |倍になる．
一般に，次のことが成り立つ．

変量の変換� �
a，bは定数とする．変量 xのデータから y = ax+ bによって新しい変量 yのデー
タが得られるとき，x，yのデータの平均値を x，y，分散 sx

2，sy
2，標準偏差を

sx，syとすると

y = ax + b, sy
2 = a2sx

2, sy = |a|sx� �
Ex 5.1 変量 xのデータの平均値 xが 37，分散 sx

2が 25 であるとする．このとき，
y = 2x+ 10によって得られる新しい変量 yのデータについて

平均値y = 2× 37 + 10 = 84, 分散 sy
2 = 22 × 25 = 100

演習 5.1 ある都市の日ごとの最高気温を摂氏度 (℃)で計測し，20日分のデータを得
た．その平均値は 15.0℃，分散は 9.0であった．このデータを華氏度 (◦F)に変更し
たときの，平均値，分散，標準偏差を求めよ．ただし摂氏度が x℃のときの華氏度
を y◦Fとすると，xと yには次の関係がある． 解

y = 1.8x+ 32
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変量の変換によって，平均値や分散を求める計算が簡単になることがある．

Ex 5.2 5人の身長のデータ

176, 170, 167, 179, 168

の平均値 xと分散 sx
2を求めてみよう．xの単位は cmである．x0 = 170とし

て，新しい変量 uを u = x − x0で定める．変量 uのデータ，変量 u2のデータ
の値は，それぞれ次の表のようになる．

u 6 0 −3 9 −2 計 10

u2 36 0 9 81 4 計 130

u =
1

5
× 10 = 2, u2 =

1

5
× 130 = 26

よって，uのデータの分散 su
2は

su
2 = u2 − (u)2 = 26− 22 = 22

x = x0 + uより，x = x0 + u，sx
2 = su

2であるから

x = x0 + u = 170 + 2 = 172 (cm)

sx
2 = su

2 = 22

Ex5.2では，x0 = 170として x − x0のデータを考えることにより，変量 xのデー
タの平均値や分散を求めている．この x0を仮平均という．

演習 5.2 変量 xのデータが次のように与えられている．

750, 740, 720, 770, 750, 740

いま，c = 10，x0 = 740，u =
x− x0

c
として新しい変量 uを作る． 解

(1) 変量 uのデータの平均値と標準偏差を求めよ．

(2) 変量 xのデータの平均値と標準偏差を求めよ．
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5.1.5 2つの変量の間の関係

身長と体重の関係や，2種類のテストの結果の関係など，2つの変量の関係につい
て考えることがある．
ここでは，2つの変量の間の関係について調べる方法を学ぼう．

A〉〉散布図

下の表は，ある高校の 1年生男子 20人について，2つの変量x, yからなるデータで
ある．xは身長，yは体重であり，たとえば， 1©の人は，身長 168.4cm，体重 59.0kg

である． [身長と体重のデータ]

1© 2© 3© 4© 5© 6© 7© 8© 9© 10©
x 168.4 164.5 171.2 173.0 162.3 170.8 172.5 164.2 169.0 168.6

y 59.0 58.4 60.5 65.6 54.2 61.4 62.2 56.1 63.7 57.3

11© 12© 13© 14© 15© 16© 17© 18© 19© 20©
x 172.6 166.0 173.7 176.4 178.5 167.5 177.8 174.6 172.3 173.5

y 64.1 56.5 68.3 68.2 69.6 61.2 66.4 66.7 60.9 70.8

上の表を見ても，身長と体重の関係は
わかりにくい．そこで，身長と体重の値
を座標とする点をとり，右の図のように
視覚化すると，身長が増えると体重も増
える傾向にあることがわかる．この図の
ように，2つの変量からなるデータを点
として平面上に図示したものを散布図と
いう．散布図をかくと，データにおける
2つの変量の間の関連性を視覚的にとら
えることができる．

　

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/509
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B〉〉正の相関，負の相関

2つの変量からなるデータにおいて，一方が増えると他方も増える傾向がみられる
とき，2つの変量の間には正の相関があるという．また，一方が増えると他方が減る
傾向がみられるとき，2つの変量の間には負の相関があるという．どちらの傾向もみ
られないときは，2つの変量の間には相関がないという．

補足 正の相関関係がある，負の相関関係がある，相関関係がない，ということも
ある．

2つの変量の間に正の相関あるいは負の相関があるとき，散布図における点の分布
が 1つの直線に接近しているほど相関が強いといい，散らばっているほど相関が弱
いという．

練習 5.12 下の表は，角地点の緯度 x(度)と 2018年の平均気温 y(℃)を調べた結果
である． 解

地点 札幌 青森 仙台 東京 長野 大阪 高知 鹿児島
x 43.1 40.8 38.3 35.7 36.7 34.7 33.6 31.6

y 8.2 9.6 12.5 17.0 13.1 16.9 17.3 18.5

(気象庁のホームページより作成)

(1) 2つの変量 x, yの散布図をかけ．

(2) xと yの間には，正，負どちらの相関があると考えられるか．
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C〉〉相関係数

184ページのデータでは，xと yの間
に正の相関があると考えられる．この
データの散布図に，身長の平均値x，体
重の平均値 yを記すと右の図のように
なり，点の多くが色をつけた部分にあ
る様子がわかる．
2つの変量x, yからなるデータが与え

られたとき，データの値から，xと yの
間の相関を調べる方法を考えてみよう．
2つ変量 x, yからなるデータとして

n個の値の組

(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)

が得られているとする．
x1, x2, · · · , xn の平均値を x，

y1, y2, · · · , ynの平均値を yとし，x，
yを境界として，データの分布図を右の
図のように 1©， 2©， 3©， 4©の領域に分
ける．

　

このとき，データの散布図について，次のことが考えられる．点の多くが 1©と 3©
にあるとき，xと yの間に正の相関がある．点の多くが 2©と 4©にあるとき，xと y

の間に負の相関がある．ここで，たとえば，点 (x, y)について考えてみると，

(x, y)が 1©または 3©にあるとき (x1 − x)(y1 − y) > 0,

(x, y)が 2©または 4©にあるとき (x1 − x)(y1 − y) < 0

である．したがって，xと yの間の相関を調べるのに，xの偏差と yの偏差の積

(x1 − x)(y1 − y), (x2 − x)(y2 − y), · · · , (xn − x)(yn − y)

の値を利用することが考えられる．



5.1. データの分析 187

前ページで考えた xの偏差と yの偏差の積について，その平均値

1

n
{(x1 − x)(y1 − y) + (x2 − x)(y2 − y) + · · ·+ (xn − x)(yn − y)}

を xと yの共分散といい，sxyで表す．xと yの間に，正の相関があるとき共分散は
正となり，負の相関があるとき共分散は負となる．
相関の強弱をみるために，共分散 sxyを，xの標準偏差 sxと yの標準偏差 syの積

sxsyで割った値を考える．この値を xと yの相関係数といい，rで表す．

相関係数� �
r=

sxy

sxsy

=

1

n
{(x1 − x)(y1 − y) + · · ·+ (xn − x)(yn − y)}√

1

n
{(x1 − x)2 + · · ·+ (xn − x)}

√
1

n
{(y1 − y)2 + · · ·+ (yn − y)}

=
(x1 − x)(y1 − y) + · · ·+ (xn − x)(yn − y)√

{(x1 − x)2 + · · ·+ (xn − x)}{(y1 − y)2 + · · ·+ (yn − y)}� �
相関係数 rについては，−1 5 r 5 1であることが知られている．rの値は，正の
相関が強いほど 1に近づき，負の相関が強いほど−1に近づく．また，相関がないと
き，rの値は 0に近い値をとる．

練習 5.13 184ページのデータについて，xの標準偏差は 4.40，yの標準偏差は 4.71，
xと yの共分散は 18.22である．これらの数値を用いて，xと yの相関係数を計算せ
よ．ただし，小数第 3位を四捨五入せよ． 解



188 第 5章 データの分析

例 5.11 次の表は，同じ種類の 5本の木について，根もとの太さ x (cm) と高さ y (m)

を測定した結果である． S

xと yの相関係数 rを求めよう．

1© 2© 3© 4© 5©
x 21 27 29 23 30

y 13 20 19 17 21

散布図は右の図のようになる．

x，yのデータの平均値は

x =
1

5
×130 = 26, y =

1

5
×90 = 18

　

10

15

20

25

20 25 30 x

y
(m)

(cm)

x y x− x y − y (x− x)(y − y) (x− x)2 (y − y)2

1© 21 13 −5 −5 25 25 25

2© 27 20 1 2 2 1 4

3© 29 19 3 1 3 9 1

4© 23 17 −3 −1 3 9 1

5© 30 21 4 3 12 16 9

計 130 90 45 60 40

上の表から，相関係数 rは r =
45√

60× 40

例 5.11では，相関係数が正で 1に近いから，xと yには強い正の相関があると考
えられる．

練習 5.14 下の表は，6人の生徒に 10点満点の 2種類のテスト A，Bを行った結果
である．A，Bの得点の相関係数を求めよ．また，これらの間にはどのような相関が
あると考えられるか． 解

1© 2© 3© 4© 5© 6©
テストA 5 7 5 4 3 6

テストB 4 1 3 5 9 2

https://player.vimeo.com/video/679359568?h=918036066a
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D〉〉相関関係と因果関係

47都道府県において，2017年度の森

林面積の総面積に対する割合xと，人口

100万人あたりの郵便局の数 yのデータ

を調べ，散布図にしたところ，右の図の

ようになった．相関係数は 0.72である．

xと yの間には正の相関関係が認めら

れる．しかし，森林面積の割合が大きい

ことが原因で 郵便局が増えるとか，逆

に，郵便局が多いことが原因で森林面

積の割合が大きくなるということは断

定できないであろう．つまり，一方が原

因で他方が起こる因果関係があるとは

断定できない．

　

[森林面積の割合と郵便局の数のデータ]

一般に，2つの変量の間に相関関係があるからといって，必ずしも因果関係がある
とはいえない．

E〉〉質的データをとる 2つの変量の間の関係

これまでは，身長や体重などのように数値として得られるデータを主に扱ってき
た．このような数値として得られるデータを量的データという．
これに対し，「A組」「B組」などの所属クラスや，「神奈川県」や「京都府」などの
都道府県のデータのように，数値ではないものとして得られるデータを質的データ
という．
ここでは，質的データをとる 2つの変量の間の関係を調べることについて考えよう．

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/510
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例 5.12 合否が判定されるある試験におい

て，受験者 100人全員を対象に，

教材Aを使用して学習したか調べ

たところ，その人数は表 1のよう

になった．

表 1

合 否 計
Aの使用：有 9 5 14

５Aの使用：無 42 44 86

計 54 49 100

S

例 5.12の表 1のような表を分割表と

いう．クロス集計表ともいう．

表 1において，教材Aを使用した者，

使用していない者のそれぞれにおいて，

合格者，不合格者が占める割合を計算

すると，表 2のようになる．

表 2

合 否
A：有 64% 36%

A：無 49% 51%

表 2だけを見ると，教材Aの使用が

合否に影響を及ぼしているようにみえ

る．ここでさらに，教材 Bを使用して

学習したかも調べてみたところ，その

人数は表 3のようになった

表 3

合 否
A：有 B：有 6 1

A：有 B：無 3 4

A：無 B：有 31 9

A：無 B：無 11 35

練習 5.15 表 3をもとに，次の問いに答えよ． 解

(1) 表 4の空欄に適切な数を入れよ．

(2) 教材Bを使用した者，使用してい
ない者のそれぞれにおいて，合格
者，不合格者の占める割合を計算
して表 2のようにまとめよ．

表 4

合 否 計
B：有 37

B：無
計 100

深化 5.2 上で得られたデータから，教材A，Bのどちらの方が，この試験の合否に
より影響を及ぼしていると予想できるだろうか． 解

https://player.vimeo.com/video/679411944?h=416cf27033
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研究 統計的探究プロセス

実社会では，さまざまな社会的問題に応じて，統計的手法を用いた問題解決が行
なわれている．そのときには，

「問題 → 計画 → データ → 分析 → 結論」

問　題 · · · 解決すべき事柄を把握し，統計で
扱える問題を設定する．

計　画 · · · 設定した問題に対して，集めるべ
きデータと集め方を考える．

データ · · · 計画にしたがってデータを集め，
表などに整理する．

　

分　析 · · · 目的やデータの種類に応じてグラフにまとめたり，データに関する
数値を求めたりして，特徴や傾向を把握する．

結　論 · · · 見いだした特徴や傾向から結論をまとめて表現したり，さらなる課
題や改善点を見いだしたりする．

また，実社会でのデータは，一般に非常に大量であり，手計算では処理しきれな
いことがほとんどである．そのような大量のデータを扱う際には，コンピュータな
どの情報機器を用いて，グラフをかいたり，さまざまな計算を行うとよい．
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Event� �
回帰分析

184ページのある高校の 1年生
男子の身長 xと体重 yの散布図に
ついて，これらの点は,ある直線の
近くに並んでいるようにも見える．
そこで，このデータの傾向を最

もよく表す 1次関数を見つけるこ
とを考えよう．

　

散布図において，点の配列に「できるだけ合うように引いた直線」を回帰直線
という．そこで，この回帰直線をこの散布図の中に引くことを考える．
直線を引く基本的な方法は回帰分析と呼ばれるもので，コンピュータなどの情

報機器を利用してかくこともできる．

上の xと yのデータでは，次の
1次関数が得られる．実際に直線
を引くと右の図のようになる．

y = 0.943x− 98.603

回帰分析は，自然科学のデータ
分析で必須であるだけでなく，経
済学や社会学などの社会科学を学
ぶ上でも重要な手法である．

　

[回帰分析]

演習 5.3 右上の図のように回帰直線を引くことで，考えられるようになる事柄
を説明してみよう． 解� �

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/511
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5.1.6 仮説検定の考え方

集団に対して調査を行う場合，調べたい集団の全体のデータを集めることは困難な
場合が多い．そのようなときに，調べたい集団から一部を抜き出して，そのデータ
から集団全体の状況を推測することがある．ここでは，その推測が正しいかどうか
を判断する 1つの考え方について学ぼう．

A〉〉仮説検定の考え方

ボールペンを製造している会社が，すでに販売しているボールペンAを改良して
新製品Bを開発した．BがAよりも書きやすいと消費者に評価されるかを調査した
いと考えたが，すべての消費者を調査するのは不可能である．そこで，無作為に選
んだ 30人に 2つのボールペンA，Bを使ってもらい，どちらが書きやすいと感じる
かを回答してもらった．その結果を集計したところ，70%にあたる 21人がBと回答
した．この回答のデータから，

［1］ Bの方が書きやすいと評価される

と判断できるだろうか．
この問題を解決するために，［1］の主張に反する次の仮定を立てよう．

［2］ A，Bのどちらの回答も全くの偶然で起こる

すなわち，A，Bのどちらの回答の起こる確率も
1

2
= 0.5である，という仮定を立て

る．その仮定のもとで，30人中 21人以上がBと回答する確率がどれくらいかを考察
しよう．
［2］の仮定は，公正な 1枚のコインを投げる実験にあてはめることができる．こ
こでは，コインの表が出る場合を，Bと回答する場合とする．
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そして，コイン投げを 30回行うことを 1セットとし，1セットで表の出た回数を記
録していく．この実験を 200セット繰り返したところ，次の表のような結果となった．

表の回数 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 計
度数 2 3 3 12 16 22 22 31 31 22 14 12 6 2 1 1 200

補足 この実験の代わりに，コンピュータでシミュレーションを行ってもよい．

上の表から，21回以上表が出たのは，200セットのうち 2 + 1 + 1 = 4セットであ
り，相対度数は

4

200
= 0.02 (5.1)

である． [コイン投げのシミュレーション]

つまり，A，Bのどちらの回答も全く

の偶然で起こるとした［2］の仮定のも

とでは，21人以上がBと回答する確率

は 0.02程度であると考えられる．

これは見方を変えると，0.02程度と

いう確率の小さいことが起こったのだ

から，そもそも［2］の仮定が正しくな

かったと考えられる．そう考えると，［1］

の主張は正しい，つまり Bの方が書き

やすいと評価されると判断してよさそ

うである．

得られたデータをもとに，ある主張

が正しいかどうかを判断する，上のよ

うな手法を仮説検定という．

また，上では 0.02を確
......
率
......
が
......
小
......
さ
......
い
......
と

したが，仮説検定では基準となる確率

をあらかじめ決めておき，それより小

さければ確率が小さいと判断する．

　

https://cds.chart.co.jp/books/yqqqhpwc5j/lessons/512
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例 5.13 193ページの調査で，30人中 19人がBと回答したとする． S

主張［1］ Bの方が書きやすいと評価される

が正しいと判断できるか．基準となる確率を 0.05として考察してみよう．

前ページのコイン投げの実験結果を利用すると，19回以上表が出る場合の相対
度数は

12 + 6 + 2 + 1 + 1

200
=

22

200
= 0.11

これは 0.05より大きいから，

主張［2］ A，Bのどちらの回答も全くの偶然で起こる

は否定できない．

したがって，Bの方が書きやすいと評価されるとは判断できない．

注意 例 5.13について，「主張［2］が正しい」という判断ができるわけではない．

なお，前ページや上の例 5.13ではコイン投げの実験結果を利用しているが，通常
は計算で確率を求め，それを利用する．

練習 5.16 ある地域の水道局が，水道水の品質改善に取り組んでいる．無作為に選
んだ地域の住民 20人に以前に比べて水道水がおいしくなったと感じるか回答しても
らったところ，15人が以前よりおいしくなったと回答した．この回答のデータから，
以前に比べて水道水がおいしくなったと住民から評価されていると判断してよいか．
仮説検定の考え方を用い，基準となる確率を 0.05として考察せよ．ただし，公正な
コインを 20回投げて表の出た回数を記録する実験を 200セット行ったところ，次の
表のようになったとし，この結果を用いよ． 解

表の回数 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 計
度数 1 7 23 20 30 35 35 18 20 7 3 0 1 200

https://player.vimeo.com/video/679359610?h=7882536047
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仮説検定と反復試行の確率

193，194ページのボールペンの書きやすさの調査に関する仮説検定において，「A，
Bのどちらの回答も全くの偶然で起こる」という仮定のもとで，30人中 21人以上が
Bと回答する確率を，コイン投げの実験を通して考えた．この確率は，数学Aで学
習する次の「反復試行の確率」を用いると，計算することができる．
その結果が偶然によって決まる実験や観測を試行という．また，試行の結果とし
て起こる事柄を

じ

事
しょう

象という．

反復試行の確率� �
1回の試行で事象Aの起こる確率を pとする．この試行をn回繰り返し行うとき，
事象Aがちょうど r回起こる確率は

nCrp
r(1 − p)n−r� �

補足 nCrは異なる n個のものから r個取り出して作る組合せの総数を表す．

A，Bどちらの回答の起こる確率も
1

2
であるという仮定が正しいとする．このと

き，30人中 21人以上がBと回答する確率は

30C21

(
1

2

)21(
1

2

)30−21

+30C22

(
1

2

)22(
1

2

)30−22

+ · · ·

+30C29

(
1

2

)29(
1

2

)30−29

+

(
1

2

)30

となる．これをコンピュータで計算すると，
22964087

1073741824
＝ 0.0213 · · · となる．194

ページのコイン投げの実験で求めた相対度数 0.02は，この確率と近い値である．

演習 5.4 1枚のコインを 6回投げたところ，表が 5回出た。このコインは表が出や
すいと判断してよいか．仮説検定の考え方を用い，基準となる確率を 0.05として考
察せよ． 解
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5.1.7 問題

問題 5.1 右の図は，10人の生徒に漢字テスト
を 2回行い，得点のデータを散布図
にしたものである．1回目のデータ
を横軸に，2回目のデータを縦軸に
とっている．次の値を求めよ．なお，
得点は整数である． 解

→ p.169～171, 187, 188

(1) 1回目のデータの平均値

(2) 1回目のデータの中央値

(3) 1回目のデータと 2回目のデー
タの相関係数

　

問題 5.2 5個の値 2, 3, a, 8, 12からなるデータの平均値が 6であるとき，aの値を
求めよ．また，このデータの分散を求めよ． 解 → p.169, 170, 180, 181

問題 5.3 右の図は，ある学校で行った 4種類の
テストA，B，C，Dについての，300

人の得点の箱ひげ図である．なお，ど
のテストも 100点満点である． 解

(1) 80点以上の生徒が半数以上いた
のはどのテストか．

(2) 40点以下の生徒がいて，その人
数が75人未満である可能性があ
るのはどのテストか．

　



198 第 5章 データの分析

5.2 章末問題

5.2.1 章末問題A

章末 5.1 下の図［1］は，40人の生徒の身長のデータをヒストグラムにしたもので
ある．ただし，各階級は 158cm以上 162cm未満のように区切っている． 解

(1) 170cm以上の人は何人いるか．

(2) このデータの箱ひげ図として矛盾するものを，下の図［2］の 1©～ 3©からすべ
て選べ．

章末 5.2 生徒 7人のテストの得点が次のようになった． 解

57, 46, 37, 38, 54, 48, 35 (点)

(1) このデータの平均値，中央値，分散を求めよ．

(2) 生徒全員の得点に 10点ずつ足したときの平均値および分散を求めよ．

章末 5.3 右の図は，ある 2つの変量 x，y の
データについての散布図である．x

のとる値についてのヒストグラムを
下の 1©～ 3©から選べ．また，xと y

の相関係数は，次のうちのどれに近
いか． 解

0.3, 0.8,−0.8,−1
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5.2.2 章末問題B

章末 5.4 3つのクラスA，B，Cで，10点満点
の小テストを行った．右の表は，各
クラスの成績の結果である．それぞ
れのクラスの成績を表すヒストグラ
ムを，下の 1©～ 3©から選べ． 解

人数 平均値 標準偏差
A 30 6.0 1.3

B 30 5.0 2.0

C 30 6.0 2.0

章末 5.5 25個の値からなるデータがあり，そのうちの 10個の値の平均値は 4，分散
は 14，残りの 15個の値の平均値は 9，分散は 19である． 解

(1) このデータの平均値を求めよ．

(2) このデータの分散を求めよ．

章末 5.6 ある種子Aの発芽する確率は
2

3
である．種子Aを改良した種子 Bについ

て，発芽試験を行ったところ，30個の種子のうち，25個が発芽した．この結果から
種子BはAに比べ，発芽する確率が高いかどうかを仮説検定の考え方を用いて考察
したい． 解

(1) 「種子 Bが発芽する確率は種子Aと変わらない」という仮定のもとで，30個
中 25個以上が発芽する確率を実験を通して考える．このとき，次の実験を用
いることが適切でない理由を述べよ．

公正なコインを 30枚投げて表が出た枚数の記録を 500回行う．

(2) 公正なさいころを 30個投げて 3以上の目が出る個数を記録する実験を 500回
行ったところ下の表のようになった．

3以上の目
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 計

が出た個数
度数 4 9 13 26 33 55 62 70 81 61 42 27 11 6 500

基準となる確率を 0.05とするとき，種子 Bの発芽する確率はAに比べ高いと
判断してよいかをこの実験結果を用いて考察せよ．





解答
練習 1.1 (1) 係数 6，次数 2

(2) 係数 1，次数 1

(3) 係数−1，次数 4

(4) 係数−3，次数 3

練習 1.2 (1) 係数 2a，次数 3

(2) 係数 3bc3，次数 2

(3) 係数−6a，次数 3

練習 1.3 (1) 4x2 + 3x− 1− 2x2 − 4x+ 6

= (4− 2)x2 + (3− 4)x+ (−1 + 6)

= 2x2 − x + 5

(2) 3a2 − 2ab− 4b2 − 5a2 + 2ab− 8b2

= (3− 5)a2 + (−2 + 2)ab+ (−4− 8)b2

= −2a2 − 12b2

練習 1.4 (1) 3次式

(2) 4次式

練習 1.5 (1) 3次式，定数項 by2 + c

(2) 2次式，定数項 ax3 + c

(3) 3次式，定数項 c

練習 1.6 (1) (a + 2)x + (4a2 − 3a)

(2) 2x2 + (5y − 3)x + (3y2 − 5y − 2)
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練習 1.7 (1) A+B = (2x2 + 3x− 1) + (4x2 − 5x− 6)

= (2 + 4)x2 + (3− 5)x+ (−1− 6)

= 6x2 − 2x − 7

A−B = (2x2 + 3x− 1)− (4x2 − 5x− 6)

= 2x2 + 3x− 1− 4x2 + 5x+ 6

= (2− 4)x2 + (3 + 5)x+ (−1 + 6)

= −2x2 + 8x + 5

(2) A+B = (−3x2 − 2x+ 4x3 + 5) + (2x3 + 7− 3x2)

= (4 + 2)x3 + (−3− 3)x2 − 2x+ (5 + 7)

= 6x3 − 6x2 − 2x + 12

A−B = (−3x2 − 2x+ 4x3 + 5)− (2x3 + 7− 3x2)

= −3x2 − 2x+ 4x3 + 5− 2x3 − 7 + 3x2

= (4− 2)x3 + (−3 + 3)x2 − 2x+ (5− 7)

= 2x3 − 2x − 2

練習 1.8 (1) A+ 2B = (x2 + 4x− 3) + 2(2x2 − x+ 4)

= x2 + 4x− 3 + 4x2 − 2x+ 8

= (1 + 4)x2 + (4− 2)x+ (−3 + 8)

= 5x2 + 2x + 5

(2) 2A− 3B = 2(x2 + 4x− 3)− 3(2x2 − x+ 4)

= 2x2 + 8x− 6− 6x2 + 3x− 12

= (2− 6)x2 + (8 + 3)x+ (−6− 12)

= −4x2 + 11 − 18

(3) A+B + 2(A−B) = A+B + 2A− 2B = 3A−B

= 3(x2 + 4x− 3)− (2x2 − x+ 4)

= 3x2 + 12x− 9− 2x2 + x− 4

= (3− 2)x2 + (12 + 1)x+ (−9− 4)

= x2 + 13x − 13

練習 1.9 (1) 2a3 × 4a2 = (2× 4)× a3+2 = 8a5

(2) 3x2y × (−2x3y2) = 3× (−2)× x2+3 × y1+2 = −6x5y3

(3) (−3x2y)3 = (−3)3 × (x2)3 × y3 = −27x6y3
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練習 1.10 (1) 4x2(2x2 − 3x+ 5) = 4x2·2x2 + 4x2·(−3x) + 4x2·5
= 8x4 − 12x3 + 20x2

(2) (2x− 1)(4x2 + 3) = (2x− 1)·4x2 + (2x− 1)·3
= 8x3 − 4x2 + 6x − 3

(3) (2x2 + x− 3)(x− 2)

= (2x2 + x− 3)x+ (2x2 + x− 3)·(−2)
= 2x3 + x2 − 3x− 4x2 − 2x+ 6

= 2x3 − 3x2 − 5x + 6

(4) (2x2 + 3)(x2 − 4x− 1)

= (2x2 + 3)·x2 + (2x2 + 3)·(−4x) + (2x2 + 3)·(−1)
= 2x4 + 3x2 − 8x3 − 12x− 2x2 − 3

= 2x4 − 8x3 + x2 − 12x − 3

練習 1.11 (1) (x2 + ax− 1)(x+ a)

= (x2 + ax− 1)x+ (x2 + ax− 1)a

= x3 + ax2 − x+ ax2 + a2x− a

= x3 + 2ax2 + (a2 − 1)x − a

(2) (ax+ b)(cx+ d) = (ax+ b)cx+ (ax+ b)d

= acx2 + bcx+ adx+ bd

= acx2 + (ad + bc)x + bd

練習 1.12 (1) (2x+ 5)2 = (2x)2 + 2·2x·5 + 52 = 4x2 + 20x + 25

(2) (3x− 2y)2 = (3x)2 − 2·3x·2y + (2y)2 = 9x2 − 12xy + 4y2

(3) (5x+ 4y)(5x− 4y) = (5x)2 − (4y)2 = 25x2 − 16y2

(4) (x+ 1)(x+ 5) = x2 + (1 + 5)x+ 1·5 = x2 + 6x + 5

(5) (x− 3)(x+ 8) = x2 + (−3 + 8)x+ (−3)·8 = x2 + 5x − 24

(6) (x− y)(x− 4y) = x2 + (−y − 4y)x+ (−y)·(−4y) = x2 − 5xy + 4y2

練習 1.13 (1) (2x+ 1)(4x+ 5) = 2·4x2 + (2·5 + 1·4)x+ 1·5 = 8x2 + 14x + 5

(2) (x+ 4)(2x− 3) = 1·2x2 + {1·(−3) + 4·2}x+ 4·(−3) = 2x2 + 5x − 12

(3) (3x− 7)(x+ 2) = 3·1x2 + {3·2 + (−7)·1}x+ (−7)·2 = 3x2 − x − 14

(4) (2x−5)(2x−1) = 2·2x2+{2·(−1)+(−5)·2}x+(−5)·(−1) = 4x2 − 12x + 5

(5) (x+3y)(2x−y) = 1·2x2+{1·(−1)+3·2}xy+3·(−1)y2 = 2x2 + 5xy − 3y2

(6) (3x− 2a)(4x− 3a) = 3·4x2 + {3·(−3) + (−2)·4}ax+ (−2)·(−3)a2

= 12x2 − 17ax + 6a2
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練習 1.14 (1) (a+ b− c)2 = {(a+ b)− c}2

= (a+ b)2 − 2(a+ b)c+ c2

= a2 + 2ab+ b2 − 2ac− 2bc+ c2

= a2 + b2 + c2 + 2ab − 2bc − 2ca

(2) (x+ 2y + 3z)2 = {(x+ 2y)2 + 3z}2

= (x+ 2y)2 + 2(x+ 2y)·3z + (3z)2

= x2 + 4xy + 4y2 + 6xz + 12yz + 9z2

= x2 + 4y2 + 9z2 + 4xy + 12yz + 6zx

別解 例題 1.1の式

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca

を利用する．

(1) (a+ b− c)2 = {a+ b+ (−c)}2

= a2 + b2 + (−c)2 + 2ab+ 2b(−c) + 2(−c)a
= a2 + b2 + c2 + 2ab − 2bc − 2ca

(2) (x+ 2y + 3z)2 = x2 + (2y)2 + (3z)2 + 2·x·2y + 2·2y·3z + 2·3z·x
= x2 + 4y2 + 9z2 + 4xy + 12yz + 6zx

練習 1.15 (1) (x2 + 3x+ 2)(x2 − 3x+ 2)

= {(x2 + 2) + 3x}{(x2 + 2)− 3x} = (x2 + 2)2 − (3x)2

= x4 + 4x2 + 4− 9x2 = x4 − 5x2 + 4

(2) (x− y − z)(x− y + z)

= {(x− y)− z}{(x− y) + z} = (x− y)2 − z2

= x2 − 2xy + y2 − z2

(3) (x+ 1)2(x− 1)2 = {(x+ 1)(x− 1)}2 = (x2 − 1)2

= x4 − 2x2 + 1

練習 1.16 (1) 12x3 − 8x2y = 4x2(3x − 2y)

(2) 3a2x+ 6ax2 + ax = ax(3a + 6x + 1)

練習 1.17 (1) (a+ b)c+ d(a+ b) = (a + b)(c + d)

(2) (x− 2y)a+ (2y − x)b = (x− 2y)a− (x− 2y)b

= (x − 2y)(a − b)
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練習 1.18 (1) x2 + 10x+ 25 = x2 + 2·x·5 + 52 = (x + 5)2

(2) x2 − 12x+ 36 = x2 − 2·x·6 + 62 = (x − 6)2

(3) x2 + 6xy + 9y2 = x2 + 2·x·3y + (3y)2 = (x + 3y)2

(4) 4a2 − 4ab+ b2 = (2a)2 − 2·2a·b+ b2 = (2a − b)2

(5) x2 − 9y2 = x2 − (3y)2 = (x + 3y)(x − 3y)

(6) 16a2 − 25b2 = (4a)2 − (5b)2 = (4a + 5b)(4a − 5b)

練習 1.19 (1) x2 + 8x+ 12 = x2 + (2 + 6)x+ 2·6 = (x + 2)(x + 6)

(2) x2 − 13x+ 36 = x2 + (−4− 9)x+ (−4)·(−9) = (x − 4)(x − 9)

(3) a2 + a− 20 = a2 + (−4 + 5)a+ (−4)·5 = (a − 4)(a + 5)

(4) x2 + 5xy + 6y2 = x2 + (2y + 3y)x+ 2y·3y = (x + 2y)(x + 3y)

(5) x2 − 9y2 = x2 − (3y)2 = (x + 3y)(x − 3y)

(6) 16a2 − 25b2 = (4a)2 − (5b)2 = (4a + 5b)(4a − 5b)

深化 1.1 −1と−8，−2と−4のように b，dがともに負の場合は因数分解する式の xの
係数は負の数となる．しかし，因数分解する式 3x2 + 14x + 8の xの係数は正
であるから，bと dがともに負にはならないため．

練習 1.20 (1) 3x2 + 7x+ 2 = (x + 2)(3x + 1)

(2) 2x2 + 9x+ 10 = (x + 2)(2x + 5)

(3) 2x2 − 13x+ 6 = (x − 6)(2x − 1)

(4) 4y2 + 5y − 21 = (y + 3)(4y − 7)

(5) 3x2 + 5xy − 2y2 = (x + 2y)(3x − y)

(6) 6x2 − 7ax− 3a2 = (2x − 3a)(3x + a)

練習 1.21 (1) (x− y)2 − 5(x− y) + 6 = {(x− y)− 2}{(x− y)− 3}
= (x − y − 2)(x − y − 3)

(2) 2(x+ 3y)2 − (x+ 3y)− 1 = {(x+ 3y)− 1}{2(x+ 3y) + 1}
= (x + 3y − 1)(2x + 6y + 1)

(3) (x+ y)2 − 9 = (x+ y)2 − 32 = (x + y + 3)(x + y − 3)

(4) x2 − (y − 1)2 = {x+ (y − 1)}{x− (y − 1)}
= (x + y − 1)(x − y + 1)

(5) x4 − 8x2 − 9 = (x2 + 1)(x2 − 9) = (x2 + 1)(x + 3)(x − 3)

(6) x4 − 16 = (x2)2 − 42 = (x2 + 4)(x2 − 4) = (x2 + 4)(x + 2)(x − 2)
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練習 1.22 (1) 次数の低い方の文字 yについて整理する

x2 + xy − 4x− y + 3 = (x− 1)y + (x2 − 4x+ 3)

= (x− 1)y + (x− 1)(x− 3)

= (x− 1){y + (x− 3)}
= (x − 1)(x + y − 3)

(2) 次数の低い方の文字 aについて整理する

x2 + ax− 3a− 9 = (x− 3)a+ (x2 − 9)

= (x− 3)a+ (x+ 3)(x− 3)

= (x− 3){a+ (x+ 3)}
= (x − 3)(x + a + 3)

練習 1.23 (1) x2 + 3xy + 2y2 − 2x− 3y + 1

= x2 + (3y − 2)x+ (2y2 − 3y + 1)

= x2 + (3y − 2)x+ (y − 1)(2y − 1)

= (x + y − 1)(x + 2y − 1)
3y − 2

1 2y − 1 2y − 1

1 y − 1 y − 1
��HH

HH�� -

-

(2) 3x2 − 5ax+ 2a2 − 3x+ a− 6

= 3x2 + (−5a− 3)x+ (2a2 + a− 6)

= 3x2 + (−5a− 3)x+ (a+ 2)(2a− 3)

= {x− (a+ 2)}{3x− (2a− 3)}
= (x − a − 2)(3x − 2a + 3)

−5a− 3

3 −(2a− 3) −2a+ 3

1 −(a+ 2) −3a− 6
��HH

HH�� -

-

練習 1.24 aに着目して整理する．

ab(a− b) + bc(b− c) + ca(c− a)

=a2b− ab2 + b2c− bc2 + c2a− ca2

=(b− c)a2 − (b2 − c2)a+ bc(b− c)

=(b− c)a2 − (b+ c)(c− c)a+ bc(b− c)

=(b− c){a2 − (b+ c)a+ bc} = (b− c)(a− b)(a− c)

=−(a − b)(b − c)(c − a)
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演習 1.1 (1) (x+ 2)3 = x3 + 3·x2·2 + 3·x·22 + 23

= x3 + 6x2 + 12x + 8

(2) (x− 1)3 = x3 − 3·x2·1 + 3·x·12 − 13

= x3 − 3x2 + 3x − 1

(3) (3a+ b)3 = (3a)3 + 3·(3a)2·b+ 3·3a·b2 + b3

= 27a3 + 27a2b + 9ab2 + b3

(4) (2x− 3y)3 = (2x)3 − 3·(2x)2·3y + 3·2x·(3y)2 − (3y)3

= 8x3 − 36x2y + 54xy2 − 27y3

演習 1.2

(a+ b)(a2 − ab+ b2) = a(a2 − ab+ b2) + b(a2 − ab+ b2)

= a3 − a2b+ ab2 + a2b− ab2 + b3

= a3 + b3

(a− b)(a2 + ab+ b2) = a(a2 + ab+ b2)− b(a2 + ab+ b2)

= a3 + a2b+ ab2 − a2b− ab2 − b3

= a3 − b3

演習 1.3 (1) (x+ 2)(x2 − 2x+ 4) = (x− 2)(x2 − x·2 + 22)

= x3 + 23 = x3 + 8

(2) (x− 3)(x2 + 3x+ 9) = (x− 3)(x2 + x·3 + 32)

= x3 − 33 = x3 − 27

(3) (x+ 3y)(x2 − 3xy + 9y2) = (x+ 3y){x2 − x·3y + (3y)2}
= x3 + (3y)3 = x3 + 27y3

(4) (2x− 3a)(4x2 + 6ax+ 9a2) = (2x− 3a){(2x)2 + 2x·3a+ (3a)2}
= (2x)3 − (3a)3 = 8x3 − 27a3

演習 1.4 (1) x3 − 1 = x3 − 13 = (x− 1)(x2 + x·1 + 12)

= (x − 1)(x2 + x + 1)

(2) x3 + 27a3 = x3 + (3a)3 = (x+ 3a){x2 − x·3a+ (3a)2}
= (x + 3a)(x2 − 3ax + 9a2)

(3) x3 − 64 = x3 − 43 = (x− 4)(x2 + x·4 + 42)

= (x − 4)(x2 + 4x + 16)

(4) 125x3 − 8y3 = (5x)3 − (2y)3 = (5x− 2y){(5x)2 + 5x·2y + (2y)2}
= (5x − 2y)(25x2 + 10xy + 4y2)
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問題 1.1 (1) (6x3 − 3x− 4) + (5 + 8x2 + 2x− x3) + 2(x− 4x2 − 3)

= 6x3 − 3x− 4 + 5 + 8x2 + 2x− x3 + 2x− 8x2 − 6

= (6− 1)x3 + (8− 8)x2 + (−3 + 2 + 2)x+ (−4 + 5− 6)

= 5x3 + x − 5

(2) (7x3 − 4x− 5) + x(3x+ 6− 2x2)− 3x(2x2 − x+ 4)

= 7x3 − 4x− 5 + 3x2 + 6x− 2x3 − 6x3 + 3x2 − 12x

= (7− 2− 6)x3 + (3 + 3)x2 + (−4 + 6− 12)x− 5

= −x3 + 6x2 − 10x − 5

問題 1.2 (1) (2m+ 5)(m− 2) = 2m2 + {2·(−2) + 5·1}m+ 5·(−2)
= 2m2 + m − 10

(2) (6a− 5b)(6a+ 5b) = (6a)2 − (5b)2 = 36a2 − 25b2

(3) (3− 2x)(1 + x) = 3 + 3x− 2x− 2x2 = −2x2 + x + 3

(4) (x− a+ 1)2 = {(x− a) + 1}2

= (x− a)2 + 2(x− a) + 12

= x2 − 2ax + a2 + 2x − 2a + 1

別解 (x− a+ 1)2 = {x+ (−a) + 1}2

= x2 + (−a)2 + 12 + 2·x·(−a) + 2·(−a)·1 + 2·1·x
= x2 + a2 + 1 − 2ax − 2a + 2x

(5) (x2 + 2x+ 2)(x2 − 2x+ 2) = {(x2 + 2) + 2x}{(x2 + 2)− 2x}
= (x2 + 2)2 − (2x)2

= (x4 + 4x2 + 4)− 4x2 = x4 + 4

(6) (x+ y − z)(x− y + z) = {x+ (y − z)}{x− (y − z)}
= x2 − (y − z)2

= x2 − (y2 − 2yz + z2)

= x2 − y2 + 2yz − z2

(7) (x4 + 1)(x2 + 1)(x+ 1)(x− 1)

= (x4 + 1)(x2 + 1)(x2 − 1)

= (x4 + 1)(x4 − 1) = x8 − 1

(8) (x− 1)(x+ 1)(x− 2)(x+ 2) = (x2 − 1)(x2 − 4)

= x4 − 5x2 + 4

(9) (x+ 4)(x+ 2)(x− 1)(x− 3) = (x+ 4)(x− 3)× (x+ 2)(x− 1)

= (x2 + x− 12)(x2 + x− 2) = (x2 + x)2 − 14(x2 + x) + 24

= x4 + 2x3 + x2 − 14x2 − 14x+ 24

= x4 + 2x3 − 13x2 − 14x + 24
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問題 1.3 (1) 2ax2 − 8a = 2a(x2 − 4) = 2a(x + 2)(x − 2)

(2) ax2 + by2 − ay2 − bx2 = (a− b)x2 − (a− b)y2

= (a− b)(x2 − y2)

= (a − b)(x + y)(x − y)

(3) (x− 4)(3x+ 1) + 10 = 3x2 − 11x− 4 + 10

= 3x2 − 11x+ 6

= (x − 3)(3x − 2)

(4) 2n3 + 3n2 + n = n(2n2 + 3n+ 1)

= n(n + 1)(2n + 1)

問題 1.4 (1) 4x2 − y2 + 2y − 1 = 4x2 − (y2 − 2y + 1) = (2x)2 − (y − 1)2

= {2x+ (y − 1)}{2x− (y − 1)}
= (2x + y − 1)(2x − y + 1)

(2) (x2 − x)2 − 8(x2 − x) + 12

= (x2 − x− 2)(x2 − x− 6)

= (x + 1)(x − 2)(x + 2)(x − 3)

(3) x3 + ax2 − x2 − a = (x2 − 1)a+ x3 − x2

= (x+ 1)(x− 1)a+ x2(x− 1)

= (x− 1){(x+ 1)a+ x2}
= (x − 1)(x2 + ax + a)

(4) 6x2 + 7xy + 2y2 + x− 2

= 6x2 + (7y + 1)x+ 2y2 − 2

= 6x2 + (7y + 1)x+ 2(y + 1)(y − 1)

= {2x+ (y − 1)}{3x+ 2(y + 1)}
= (2x + y − 1)(3x + 2y + 2)

別解 6x2 + 7xy + 2y2 + x− 2

= 2y2 + 7xy + 6x2 + x− 2

= 2y2 + 7xy + (2x− 1)(3x+ 2)

= {y + (2x− 1)}{2y + (3x+ 2)}
= (2x + y − 1)(3x + 2y + 2)

(5) 3x2 + 2xy − y2 + 7x+ 3y + 4

= 3x2 + (2y + 7)x− (y2 − 3y − 4)

= 3x2 + (2y + 7)x− (y + 1)(y − 4)

= {x+ (y + 1)}{3x− (y − 4)}
= (x + y + 1)(3x − y + 4)
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(6) (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)− abc

= {a+ (b+ c)}{(b+ c)a+ bc} − abc

= (b+ c)a2 + (b+ c)2a+ bc(b+ c)

= (b+ c){a2 + (b+ c)a+ bc}
= (b+ c)(a+ b)(a+ c) = (a + b)(b + c)(c + a)

(7) a(b2 − c2) + b(c2 − a2) + c(a2 − b2)

= −(b− c)a2 + (b2 − c2)a− b2c+ bc2

= −(b− c)a2 + (b+ c)(b− c)a− bc(b− c)

= −(b− c){a2 − (b+ c)a+ bc}
= −(b− c)(a− b)(a− c) = (a − b)(b − c)(c − a)

問題 1.5 (10a+ 5)2 = 100a2 + 100a+ 25 = 100a(a+ 1) + 25

一の位の数が 5である 2桁の自然数を 2乗した値は，連続する 2数の積 a(a+1)

を 100倍したものに 25を加えた数である．

たとえば 35は a = 3より，3× 4× 100 + 25 = 1200 + 25 = 1225となる．

練習 1.25 (1)
1

8
= 0.125

(2)
8

9
= 0.888 · · · = 0.8̇

(3)
10

27
= 0.370370370 · · · = 0.3̇70̇

(4)
25

22
= 1.1363636 = 1.13̇6̇
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練習 1.26 (1) x = 0.1̇とおく．

x = 0.111 · · ·
10x = 1.111 · · ·

10xと xの差を考えると，右の計算から

9x = 1 よって x =
1

9

　

10x = 1.111 · · ·
−) x = 0.111 · · ·

9x = 1

(2) x = 0.2̇7̇とおく．

x = 0.272727 · · ·
100x = 27.272727 · · ·

100xと xの差を考えると，右の計算から

99x = 27 よって x =
27

99
=

3

11

　

100x = 27.272727 · · ·
−) x = 0.272727 · · ·

99x = 27

(3) x = 0.6̇48̇とおく．

x = 0.648648 · · ·
100x = 648.648648 · · ·

1000xと xの差を考えると，右の計算から

999x = 648 よって x =
648

999
=

24

37

　

1000x = 648.648648 · · ·
−) x = 0.648648 · · ·

999x = 648

(4) x = 0.25̇4̇とおく．

10x = 2.545454 · · ·
1000x = 254.545454 · · ·

1000xと 10xの差を考えると，右の計算から

990x = 252 よって x =
252

990
=

14

55

　

1000x = 254.545454 · · ·
−) 10x = 2.545454 · · ·

990x = 252

練習 1.27
数の範囲 加法 減法 乗法 除法
自然数 ○ × ○ ×
整数 ○ ○ ○ ×
有理数 ○ ○ ○ ○
実数 ○ ○ ○ ○

練習 1.28 (1) | 3 | = 3

(2) | − 4 | = 4

(3) | −
√
2 | =

√
2
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練習 1.29 (1) | − 2 + 3| = |1| = 1

(2) |1− 5| = | − 4| = −(−4) = 4

(3) 3− π < 0であるから |3− π| = −(3− π) = π − 3

演習 1.5 (1) AB = |5− 2| = 3

(2) AB = | − 1− 3| = | − 4| = 4

(3) AB = | − 6− (−2)| = | − 4| = 4

練習 1.30 (1) ±
√
6

(2)
√
16 =

√
42 = 4，−

√
9

25
= −

√(
3

5

)2

= −
3

5

練習 1.31 (1)
√
2
√
3 =
√
2·3 =

√
6

(2)
√
2
√
8 =
√
2·8 =

√
16 = 4

(3)

√
6√
3
=

√
6

3
=

√
2

(4)

√
24√
2

=

√
24

2
=
√
12 =

√
22·3 = 2

√
3

練習 1.32 (1) 5
√
3− 2

√
3 +
√
3 = (5− 2 + 1)

√
3 = 4

√
3

(2)
√
2 +
√
32−

√
72 =

√
2 + 4

√
2− 6

√
2

= (1 + 4− 6)
√
2 = −

√
2

練習 1.33 (1) (4
√
2 + 3

√
5)(2
√
2−
√
5)

= 4
√
2·2
√
2− 4

√
2
√
5 + 3

√
5·2
√
2− 3

√
5
√
5

= 8·2− 4
√
10 + 6

√
10− 3·5 = 1 + 2

√
10

(2) (2
√
3−
√
2)2 = (2

√
3)2 − 2·2

√
3
√
2 + (

√
2)2

= 4·3− 4
√
6 + 2 = 14 − 4

√
6

(3) (
√
3 +
√
2)(
√
3−
√
2) = (

√
3)2 − (

√
2)2 = 3− 2 = 1

(4) (3−
√
5 )(3 +

√
5 ) = 32 − (

√
5 )2 = 9− 5 = 4
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練習 1.34 (1)
2√
3
=

2×
√
3√

3×
√
3
=

2
√
3

3

(2)
4√
2
=

4×
√
2√

2×
√
2
=

4
√
2

2
= 2

√
2

(3)

√
3√
2
=

√
3×
√
2√

2×
√
2
=

√
6

2

(4)
1

2
√
5
=

1×
√
5

2
√
5×
√
5
=

√
5

10

練習 1.35 (1)
1√

3 +
√
2
=

√
3−
√
2

(
√
3 +
√
2)(
√
3−
√
2)

=

√
3−
√
2

(
√
3)2 − (

√
2)2

=
√
3 −

√
2

(2)

√
2√

5−
√
3
=

√
2(
√
5 +
√
3)

(
√
5−
√
3)(
√
5 +
√
3)

=

√
10 +

√
6

(
√
5)2 − (

√
3)2

=

√
10 +

√
6

2

(3)
2
√
3√

6 + 2
=

2
√
3(
√
6− 2)

(
√
6 + 2)(

√
6− 2)

=
6
√
2− 4

√
3

(
√
6)2 − 22

= 3
√
2 − 2

√
3

(4)

√
3 + 1√
3− 1

=
(
√
3 + 1)2

(
√
3− 1)(

√
3 + 1)

=
(
√
3)2 + 2

√
3 + 1

(
√
3)2 − 12

=
4 + 2

√
3

2
= 2 +

√
3

練習 1.36 x =
1√

7−
√
5
=

√
7 +
√
5

(
√
7−
√
5)(
√
7 +
√
5)

=

√
7 +
√
5

2

y =
1√

7 +
√
5
=

√
7−
√
5

(
√
7 +
√
5)(
√
7−
√
5)

=

√
7−
√
5

2

(1) x+ y =

√
7 +
√
5

2
+

√
7−
√
5

2
=

√
7

xy =

√
7 +
√
5

2
·
√
7−
√
5

2
=

2

4
=

1

2

(2) x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = (
√
7)2 − 2·1

2
= 6
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練習 1.37 x =
1√
2 + 1

=

√
2− 1

(
√
2 + 1)(

√
2− 1)

=
√
2− 1

y =
1√
2− 1

=

√
2 + 1

(
√
2− 1)(

√
2 + 1)

=
√
2 + 1

(1) x+ y = (
√
2− 1) + (

√
2 + 1) = 2

√
2

xy = (
√
2− 1)(

√
2 + 1) = 1

(2) x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = (2
√
2)2 − 2·1 = 6

(3) x2y + xy2 = xy(x+ y) = 1·2
√
2 = 2

√
2

深化 1.2 それぞれの式において，xと yを入れ替えても式を整理するともとの式と同じ
になる．

演習 1.6 (1)
√

7 + 2
√
10 =

√
(5 + 2) + 2

√
5
√
2 =

√
5 +

√
2

(2)
√

12− 6
√
3 =

√
12− 2

√
27 =

√
(9 + 3)− 2

√
9·3

=
√
9−
√
3 = 3 −

√
3

(3)
√

2−
√
3 =

√
4− 2

√
3

2
=

√
4− 2

√
3√

2

=

√
(3 + 1)− 2

√
3·1

√
2

=

√
3−
√
1√

2
=

√
6 −

√
2

2

問題 1.6 (1) |0− 3| − |0 + 2| = | − 3| − |2| = 3− 2 = 1

(2) |5− 3| − |5 + 2| = |2| − |7| = 2− 7 = −5

(3) | − 4− 3| − | − 4 + 2| = | − 7| − | − 2| = 7− 2 = 5

問題 1.7 (1) x = 3のとき√
(x+ 1)2 =

√
(3 + 1)2 =

√
42 = 4

(2) x = −1のとき√
(x+ 1)2 =

√
(−1 + 1)2 =

√
0 = 0

(3) x = −3のとき√
(x+ 1)2 =

√
(−3 + 1)2 =

√
(−2)2 =

√
4 = 2

別解
√

(x+ 1)2 = |x+ 1|

(1) x = 3のとき |x+ 1| = |3 + 1| = |4| = 4

(2) x = −1のとき |x+ 1| = | − 1 + 1| = |0| = 0

(3) x = −3のとき |x+ 1| = | − 3 + 1| = | − 2| = 2
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問題 1.8 (1) 2
√
27− 3

√
12 +

√
54 = 2·3

√
3− 3·2

√
3 + 3

√
6

= 6
√
3− 6

√
3 + 3

√
6 = 3

√
6

(2) (
√
3 +
√
6)2 = (

√
3)2 + 2

√
3
√
6 + (

√
6)2

= 3 + 6
√
2 + 6 = 9 + 6

√
2

(3)

√
3− 1√
8

=
(
√
3− 1)

√
2

2
√
2
√
2

=

√
6 −

√
2

4

(4)
2
√
3 +
√
2√

3−
√
2

=
(2
√
3 +
√
2)(
√
3 +
√
2)

(
√
3−
√
2)(
√
3 +
√
2)

=
2
√
3
√
3 + 2

√
3
√
2 +
√
2
√
3 + (

√
2)2

(
√
3)2 − (

√
2)2

= 2·3 + 2
√
6 +
√
6 + 2 = 8 + 3

√
6

(5)

√
2

1−
√
3
=

√
2(1 +

√
3)

(1−
√
3)(1 +

√
3)

=

√
2 +
√
6

12 − (
√
3)2

=

√
2 +
√
6

−2
= −

√
2 +

√
6

2

(6)
3 +
√
3√

6(1 +
√
3)

=

√
3(
√
3 + 1)√

6(1 +
√
3)

=

√
3√
6
=

1√
2
=

√
2

2

問題 1.9 (1)
1√
2
=

√
2

2
=

1.4142

2
= 07071

(2)

√
2√

2− 1
=

√
2(
√
2 + 1)

(
√
2− 1)(

√
2 + 1)

=
2 +
√
2

(
√
2)2 − 12

= 2 +
√
2 = 2 + 1.4142 = 3.4142

問題 1.10 x =

√
5−
√
3√

5 +
√
3
=

(
√
5−
√
3)2

(
√
5 +
√
3)(
√
5−
√
3)

=
8− 2

√
15

2
= 4−

√
15

y =

√
5 +
√
3√

5−
√
3
=

(
√
5 +
√
3)2

(
√
5−
√
3)(
√
5 +
√
3)

=
8 + 2

√
15

2
= 4 +

√
15

x+ y = (4−
√
15) + (4 +

√
15) = 8

xy =

√
5−
√
3√

5 +
√
3
·
√
5 +
√
3√

5−
√
3
= 1

(1) x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = 82 − 2·1 = 62

(2) x3y + xy3 = xy(x2 + y2) = 1·62 = 62

(3)
x

y
+

y

x
=

x2 + y2

xy
=

62

1
= 62
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問題 1.11
2√
3− 1

=
2(
√
3 + 1)

(
√
3− 1)(

√
3 + 1)

=
√
3 + 1

1 <
√
3 < 2であるから 2 <

√
3 + 1 < 3

よって a = 2, b = (
√
3 + 1)− 2 =

√
3 − 1

問題 1.12 (
√
2 +
√
3)2 = (

√
2)2 + 2

√
2
√
3 + (

√
3)2 = 5 + 2

√
3

よって，
√
2 +
√
3は正で，2乗すると 5と等しくない数になるから，√

5とは等しくない．

練習 1.38 (1) 2x + 3 = 5

(2) −2 < a + b < 0

(3) 150x + 120 > 1000

練習 1.39 (1) 図より，a < b (a < 0, b < 0)のとき 2a < 2b, − 2a > −2b

-
0b

r
a
r

-
02b

r
2a
r

−2b
r

−2a
r

(2) 図より，a < b (a < 0, b > 0)のとき 2a < 2b, − 2a > −2b

-
0a

r
b
r

-
02a

r
−2b

r
−2a

r
2b
r

練習 1.40 (1) a < bの両辺に正の数 3を掛けても，両辺の大小関係は変わらない．

よって 3a < 3b

(2) a < bの両辺に負の数−3を掛けると，両辺の大小関係は入れかわる．
よって −3a > −3b

(3) a < bの両辺を正の数 2で割っても，両辺の大小関係は変わらない．

よって
a

2
<

b

2

(4) a < bの両辺に負の数−2で割ると，両辺の大小関係は入れかわる．

よって
a

−2
>

b

−2
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練習 1.41 (1) a < bの両辺に正の数 4を掛けると 4a < 4b

この両辺に 1を足すと 4a + 1 < 4b + 1

(2) a < bの両辺に負の数−1を掛けると −a > −b
この両辺に 1を足すと 1 − a > 1 − b

(3) a < bの両辺を正の数 2で割ると
a

2
<

b

2

この両辺から 3を引くと
a

2
− 3 <

b

2
− 3

(4) a < bの両辺を負の数−5で割ると −a

5
> − b

5

この両辺に 2を足すと −
a

5
+ 2 > −

b

2
+ 2

練習 1.42 (1) 5x− 2 < 2x+ 4より

移項すると 5x− 2x < 4 + 2

整理すると 3x < 6

両辺を 3で割って x < 2

(2) 6x− 3 = 8x+ 7より

移項すると 6x− 8x < 7 + 3

整理すると −2x = 10

両辺を− 2で割って x 5 −5

(3) 2(4x− 1) = 5x− 11より

8x− 2 = 5x− 11

移項すると 8x− 5x < −11 + 2

整理すると 3x = −9
両辺を 3で割って x = −3

(4) 3(3− 2x) < 4− 3xより

9− 6x < 4− 3x

移項すると −6x+ 3x < 4− 9

整理すると −3x < −5

両辺を 3で割って x >
5

3
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練習 1.43 (1) 両辺に 14を掛けると

14

(
1

2
x− 1

)
5 14

(
2

7
x+

1

2

)
すなわち 7x− 14 5 4x+ 7

移項して整理すると 3x 5 21

よって x 5 7

(2) 両辺に 12を掛けると

12

(
1

3
x+ 1

)
< 12

(
3

4
x− 1

2

)
すなわち 4x+ 12 < 9x− 6

移項して整理すると −5x < −18

よって x >
18

5

練習 1.44 (1) 6x− 9 < 2x− 1 から 4x < 8

よって x < 2 · · · 1© 　

3x+ 7 5 4(2x+ 3) から −5x 5 5

よって x = −1 · · · 2© 　

1©と 2©の共通部分を求めて −1 5 x < 2

　

2−1 x

1© 2©

(2) 3x+ 1 = 7x− 5 から −4x = −6

よって x 5 3

2
· · · 1© 　

−x+ 6 < 3(1− 2x) から 5x < −3

よって x < −3

5
· · · 2© 　

1©と 2©の共通部分を求めて x < −
3

5

　

3
2

−3
5

x

2©
1©
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練習 1.45 与えられた不等式から {
3x < x+ 12

x+ 12 < 2x+ 8

3x < x+ 12から
2x < 12

よって x < 6 · · · 1©
x+ 12 < 2x+ 8から

−x < −4
よって x > 4 · · · 2©
1©と 2©の共通範囲を求めて

4 < x < 6

x4 6

1© 2©

練習 1.46 不等式を変形すると −7n5−100

よって n= 100

7
= 14.2 · · ·

これを満たす最小の自然数 nは n = 15

練習 1.47 両辺に 10をかけると 40 + 2(n− 4) > 5n

整理すると −3n>−32

よって n<
32

3
= 10.6 · · ·

これを満たす最大の自然数 nは n = 10

深化 1.3 [解答例] 共通範囲のない 2つの不等式 x < −1，x = 2から作る．

x < −1から x+ 1 < 0

x = 2から x− 2 = 0

よって，次の連立不等式は解をもたない．{
x+ 1 < 0

x− 2 = 0

219



練習 1.48 菓子Aを x個買うとすると，菓子Bは (30− x)個買うことになる．
このとき，菓子代と箱代の合計金額は

120x+ 80(30− x) + 100 (円)

これが 3000円以下であるから

120x+ 80(30− x) + 100 5 3000

整理すると 40x 5 500

よって x 5 500

40
= 12.5

これを満たす最大の整数 xは x = 12 (答) 12個

練習 1.49 案内状を x部作るとする．x > 100のとき

A店の製作費は 5000 + 40(x− 100) = 40x+ 1000 (円)

B店の製作費は 4500 + 43(x− 100) = 43x+ 200 (円)

よって 40x+ 1000 < 43x+ 200

−3x < −800

x >
800

3
= 266.6 · · ·

これを満たす最小の整数 xは x = 267 (答) 267部以上

練習 1.50 (1) x = ±2

(2) −5 < x < 5

(3) x 5 −4, 4 5 x
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練習 1.51 (1) |x+ 4| = 2から x+ 4 = ±2
よって x = −2,−6

(2) |x+ 1| < 1から −1 < x+ 1 < 1

各辺から 1を引いて −2 < x < 0

(3) |x− 2| = 1から x− 2 5 −1, 1 5 x− 2

よって x 5 1, 3 5 x

(4) |2x− 3| = 1から 2x− 3 = ±1
よって x = 2, 1

(5) |3x− 2| 5 4から −4 5 3x− 2 5 4

各辺に 2を足して −2 5 3x 5 6

よって −
2

3
5 x 5 2

(6) |2x+ 5| > 2から 2x+ 5 < −2, 2 < 2x+ 5

すなわち 2x < −7, − 3 < 2x

よって x < −
7

2
,−

3

2
< x

演習 1.7 (1) x− 3 = 0のとき |x− 3| = x− 3

x− 3 < 0のとき |x− 3| = −(x− 3) = −x+ 3

すなわち x = 3のとき |x − 3| = x − 3

x < 3のとき |x − 3| = −x + 3

(2) x+ 2 = 0のとき |x+ 2| = x+ 2

x+ 2 < 0のとき |x+ 2| = −(x+ 2) = −x− 2

すなわち x = −2のとき |x + 2| = x + 2

x < −2のとき |x + 2| = −x − 2

(3) 2x− 3 = 0のとき |2x− 3| = 2x− 3

2x− 3 < 0のとき |2x− 3| = −(2x− 3) = −2x+ 3

すなわち x =
3

2
のとき |2x − 3| = 2x − 3

x <
3

2
のとき |2x − 3| = −2x + 3
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演習 1.8 (1) ［1］x− 3 = 0 すなわち x = 3のとき
方程式は x− 3 = 2x

よって x = −3
これは，x = 3を満たさない．

［2］x− 3 < 0 すなわち x < 3のとき
方程式は −(x− 3) = 2x

よって x = 1 これは，x < 3を満たす．

［1］,［2］から，求める解は x = 1

(2) ［1］x− 4 = 0 すなわち x = 4のとき

不等式は x− 4 5 2x+ 1

よって x = −5
これと x = 4との共通範囲は x = 4 · · · 1©

［2］x− 4 < 0 すなわち x < 4のとき

不等式は −(x− 4) 5 2x+ 1

よって x = 1

これと x < 4との共通範囲は 1 5 x < 4 · · · 2©

求める範囲は， 1©と 2©を合わせ
た範囲で x = 1

　

x41

1©2©

(3) ［1］x+ 1 = 0 すなわち x = −1のとき
不等式は x+ 1 5 5x

よって x <
1

4

これと x = −1との共通範囲は −1 5 x <
1

4
· · · 1©

［2］x+ 1 < 0 すなわち x < −1のとき
不等式は −(x+ 1) 5 5x

よって x < −1

6

これと x < −1との共通範囲は x < −1 · · · 2©

求める範囲は， 1©と 2©を合わせ
た範囲で x <

1

4

　

x1
4

−1

1©2©
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問題 1.13 (1) 36− x < 2(12 + x)を整理すると

−3x < −12
よって x > 4

(2)
x

3
+

10− x

2
= 4

両辺に 6を掛けると 2x+ 3(10− x) = 24

不等式を整理すると −x = −6
よって x 5 6

(3) 2x+ 6 > 5x− 12から −3x > −18
よって x < 6 · · · 1©
3x− 7 5 2(4− x)から 5x 5 15

よって x 5 3 · · · 2©
1©と 2©の共通範囲を求めて x 5 3

(4) 各辺に 100を掛けると 100× 0.05 5 100
(
0.2− x

100

)
5 100× 0.1

すなわち 5 5 20− x 5 10

各辺から 20を引くと −15 5 −x 5 −10
各辺に− 1を掛けると 15 = x = 10

よって 10 5 x 5 15

問題 1.14 x+ a = 3x+ 5より x 5 a− 5

2
a− 5

2
= 3より a = 11

問題 1.15 大きい数を xとすると，小さい数は 40− xである．

1

4
x < 40− x < x すなわち


1

4
x < 40− x · · · 1©

40− x < x · · · 2©

1©の両辺に 4を掛けると x < 160− 4x

すなわち 5x < 160

よって x < 32 · · · 1©′

2©から −2x < −40
よって x > 20 · · · 2©′

1©′と 2©′の共通範囲を求めて 20 < x < 32

よって，大きい数は 20より大きく 32より小さい．
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問題 1.16 (1) |x− 3| = 5から x− 3 = ±5
よって x = 8,−2

(2) |x+ 4| = 1から x+ 4 5 −1, 1 5 x+ 4

すなわち x 5 −5,−3 5 x

(3) |2x− 1| < 7から −7 < 2x− 1 < 7

−6 < 2x < 8

よって −3 < x < 4

(4) |3x+ 5| = 2から 3x+ 5 5 −2, 2 5 3x+ 5

すなわち 3x 5 −7, − 3 5 3x

よって x 5 −
7

3
, − 1 5 x

問題 1.17 (1) ［1］2x− 4 = 0 すなわち x = 2のとき
方程式は 2x− 4 = x+ 1

よって x = 5 これは，x = 2を満たす．

［2］2x− 4 < 0 すなわち x < 2のとき
方程式は −(2x− 4) = x+ 1

よって x = 1 これは，x < 2を満たす．

［1］,［2］から，求める解は x = 1, 5

(2) ［1］2x− 4 = 0 すなわち x = 2のとき
不等式は 2x− 4 > x+ 1

よって x > 5

これと x = 2との共通範囲は x > 5 · · · 1©
［2］2x− 4 < 0 すなわち x < 2のとき

不等式は −(2x− 4) > x+ 1

よって x < 1

これと x < 2との共通範囲は x < 1 · · · 2©
求める解は， 1©と 2©を合わせた範囲で x < 1, 5 < x
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問題 1.18 (1) 不等式 (A)から 5− x < 4x, 4x < 2x+ 8

ゆえに 1 < x, x < 4

すなわち 1 < x < 4 · · · 1©
不等式 (B)から 5− x < 4x, 5− x < 2x+ 8

ゆえに 1 < x,−1 < x

すなわち 1 < x · · · 2©
2©の解のうち， 1©を満たさない最小の整数であるから x = 4

(2) 不等式 (A)を求めるには，不等式 (B)および不等式 4x < 2x + 8を同時に
満たす xの値の範囲を求める必要がある．

章末 1.1 (1) (x3 + 4− 3x)(1− 2x)

= (x3 + 4− 3x)·1 + (x3 + 4− 3x)·(−2x)
= x3 + 4− 3x− 2x4 − 8x+ 6x2

= −2x4 + x3 + 6x2 − 11x + 4

(2) (x− a)(x− b)(x− c) = {x2 − (a+ b)x+ ab}(x− c)

= {x2 − (a+ b)x+ ab}·x+ {x2 − (a+ b)x+ ab}·(−c)
= x3 − (a+ b)x2 + abx− cx2 + (ca+ bc)x− abc

= x3 − (a + b + c)x2 + (ab + bc + ca)x − abc

(3) (x2 − x+ 1)(x2 − x+ 3)

= (x2 − x)2 + 4(x2 − x) + 3

= x4 − 2x3 + x2 + 4x2 − 4x+ 3

= x4 − 2x3 + 5x2 − 4x + 3

(4) (x+ 1)(x+ 2)(x− 5)(x− 6)

= (x+ 1)(x− 5)× (x+ 2)(x− 6)

= (x2 − 4x− 5)(x2 − 4x− 12)

= (x2 − 4x)2 − 17(x2 − 4x) + 60

= x4 − 8x3 + 16x2 − 17x2 + 68x+ 60

= x4 − 8x3 − x2 + 68x + 60

(5) (x− 1)(x− 2)(x+ 3)(x+ 6)

= (x− 1)(x+ 6)× (x− 2)(x+ 3)

= (x2 + 5x− 6)(x2 + x− 6)

= {(x2 − 6) + 5x}{(x2 − 6) + x}
= (x2 − 6)2 + 6x(x2 − 6x) + 5x2

= x4 − 12x2 + 36 + 6x3 − 36x2 + 5x2

= x4 + 6x3 − 7x2 − 36x + 36
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章末 1.2 (1) 6x2 + (3a− 2b)x− ab = (2x + a)(3x − b)

(2) x2 + y2 − 2xy − z2 = (x− y)2 − z2

= {(x− y) + z}{(x− y)− z}
= (x − y + z)(x − y − z)

(3) 3x2 + ax− 2a2 + 4x− a+ 1

= 3x2 + (a+ 4)x− (2a2 + a− 1)

= 3x2 + (a+ 4)x− (a+ 1)(2a− 1)

= {x+ (a+ 1)}{3x− (2a− 1)}
= (x + a + 1)(3x − 2a + 1)

(4) ab2 − bc2 − b2c− c2a = (b2 − c2)a− bc(b+ c)

= (b+ c)(b− c)a− bc(b+ c) = (b+ c){(b− c)a− bc}
= (b + c)(ab − bc − ca)

章末 1.3 (1) (1 +
√
2 +
√
3)2

= (1 +
√
2)2 + 2(1 +

√
2)
√
3 + (

√
3)2

= 12 + 2
√
2 + (

√
2)2 + 2

√
3 + 2

√
6 + 3

= 6 + 2
√
2 + 2

√
3 + 2

√
6

(2) (
√
2 +
√
3 +
√
5)(
√
2 +
√
3−
√
5)

= (
√
2 +
√
3)2 − (

√
5)2

= (
√
2)2 + 2

√
2
√
3 + (

√
3)2 − 5 = 2

√
6

(3)
1√
2
− 1√

8
+

1√
32

=
1√
2
− 1

2
√
2
+

1

4
√
2

=

√
2

2
−
√
2

4
+

√
2

8
=

(
1

2
− 1

4
+

1

8

)√
2 =

3
√
2

8

(4)
2−
√
3

2 +
√
3
+

2 +
√
3

2−
√
3

=
(2−

√
3)2

(2 +
√
3)(2−

√
3)

+
(2 +

√
3)2

(2−
√
3)(2 +

√
3)

=
22 − 4

√
3 + (

√
3)2 + 22 + 4

√
3 + (

√
3)2

22 − (
√
3)2

= 4− 4
√
3 + 3 + 4 + 4

√
3 + 3 = 14

(5)
1

1 +
√
2
+

1√
2 +
√
3
+

1√
3 + 2

=

√
2− 1

(
√
2 + 1)(

√
2− 1)

+

√
3−
√
2

(
√
3 +
√
2)(
√
3−
√
2)

+
2−
√
3

(2 +
√
3)(2−

√
3)

=
√
2− 1 +

√
3−
√
2 + 2−

√
3 = 1
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章末 1.4
√
x2 − 2x+ 1 =

√
(x− 1)2 = |x− 1|

(1) x = 1のとき，x− 1 = 0であるから

√
x2 − 2x+ 1 = x − 1

(2) x < 1のとき，x− 1 < 0であるから

√
x2 − 2x+ 1 = −x + 1

章末 1.5 両辺に 6をかけると 6

{
1

2
(n+ 3) +

1

6

}
> 6× 1

3
(4n− 1)

すなわち 3n+ 9 + 1 > 8n− 2

移項して整理すると −5n > −12

よって n <
12

5
= 2.4

不等式を満たす自然数 nは n = 1, 2

章末 1.6 歩く道のりを xmとすると

32 5 x

80
+

4000− x

200
5 35

各辺に 400をかけると

12800 5 5x+ 2(4000− x) 5 14000

よって 12800 5 3x+ 80005 14000

各辺から 8000を引くと 4800 5 3x5 6000

各辺を 3で割ると 1600 5 x5 2000

(答) 1600m以上 2000m以下 　

章末 1.7 |4x+ 2| < 11より −11 4x+ 2 < 11

−13 < 4x < 9

よって −13

4
< x <

9

4

−13

4
= −3.25，9

4
= 2.25であるから，不等式を満たす整数 xの個数は 6個
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章末 1.8 (1) (a+ b+ c+ d)(a+ b− c− d)

= {(a+ b) + (c+ d)}{(a+ b)− (c+ d)}
= (a+ b)2 − (c+ d)2

= (a2 + 2ab+ b2)− (c2 + 2cd+ d2)

= a2 + b2 − c2 − d2 + 2ab − 2cd

(2) (a+ b+ c)2 − (a− b− c)2

= {(a+ b+ c) + (a− b− c)}{(a+ b+ c)− (a− b− c)}
= 2a(2b+ 2c) = 4ab + 4ac

章末 1.9 (1) (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+ 4)− 24

= (x+ 1)(x+ 4)× (x+ 2)(x+ 3)− 24

= (x2 + 5x+ 4)(x2 + 5x+ 6)− 24

= (x2 + 5x)2 + 10(x2 + 5x)

= (x2 + 5x){(x2 + 5x) + 10}
= x(x + 5)(x2 + 5x + 10)

(2) (b+ c)(c+ a)(a+ b) + abc

= (b+ c){a2 + (b+ c)a+ bc}+ abc

= (b+ c)a2 + {(b+ c)2 + bc}a+ bc(b+ c)

= {a+ (b+ c)}{(b+ c)a+ bc}
= (a + b + c)(ab + bc + ca)

章末 1.10 (x+ y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2zxであるから

x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + yz + zx)

= 22 − 2·(−1) = 6

章末 1.11 (1) (1 +
√
2 +
√
3)(1 +

√
2−
√
3) = (1 +

√
2)2 − (

√
3)2

= 1 + 2
√
2 + 2− 3 = 2

√
2

(2)
1

1 +
√
2 +
√
3
=

1 +
√
2−
√
3

(1 +
√
2 +
√
3)(1 +

√
2−
√
3)

=
1 +
√
2−
√
3

2
√
2

=
2 +

√
2 −

√
6

4
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章末 1.12 (1)
1√
5− 2

=

√
5 + 2

(
√
5− 2)(

√
5 + 2)

=
√
5 + 2

2 <
√
5 < 3であるから 4 <

√
5 + 2 < 5

よって a = 4，b = (
√
5 + 2)− 4 =

√
5 − 2

(2) b+
1

b
=
√
5− 2 +

1√
5− 2

=
√
5− 2 +

√
5 + 2 = 2

√
5

b2 +
1

b2
=

(
b+

1

b

)2

− 2 = (2
√
5)2 − 2 = 18

章末 1.13 買う商品の個数を x個とする (x > 10)．

A店で買うと x× 100× 88

100
= 88x (円)

B店で買うと 10× 100 + (x− 10)× 100× 75

100
= 1000 + 75(x− 10) (円)

よって 88x > 1000 + 75(x− 10)

整理すると 13x > 250

x >
250

13
= 19.2 · · ·

B店で買った方が安くなるのは，20個以上買うときである． (答) 20個以上

章末 1.14 3(x− 1) < 2(x+ a)から x < 2a+ 3 · · · 1©

1©を満たす最大の整数 xが x = 3であるから

3 < 2a+ 3 5 4

よって 0 < 2a 5 1

したがって 0 < a <
1

2

　

3 42a+ 3 x

1©

章末 1.15 ［1］x < 0のとき |x|+ |x− 2| = −x− (x− 2) = −2x+ 2

−2x+ 2 = 4を解くと x = −1 これは x < 0を満たす．

［2］0 5 x < 2のとき |x|+ |x− 2| = x− (x− 2) = 2

このとき，方程式の解はない．

［3］x = 2のとき |x|+ |x− 2| = x+ (x− 2) = 2x− 2

2x− 2 = 4を解くと x = 3 これは x = 2を満たす．

［1］～［3］より x = −1, 3
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練習 2.1 (1) 4 ∈ Q

(2) −
2

3
∈ Q

(3)
√
2 6∈ Q

練習 2.2 (1) A = {1, 2, 4, 5, 10, 20}

(2) B = {1, 3, 5, 7, 9}

(3) C = {1, 4, 7, 10, · · · }

深化 2.1 C = {x |xは 15以下の正の奇数 }

C = {2n + 1 |n = 0, 1, · · · , 7}

C = {2n − 1 |n = 1, 2, · · · , 8} など

練習 2.3 (1) A ⊂ B

(2) D = {1, 2, 5, 10}より C = D

(3) P = {1, 2, 3, · · · , 12}，Q = {1, 2, 3, 4, 6, 12}より Q ⊂ P

練習 2.4 (1) φ, {1}, {2}, {1, 2}

(2) φ, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}

練習 2.5 (1) A ∩ B = {2, 4, 6}

(2) A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 6, 8}

(3) B ∩ C = φ

(4) B ∪ C = {1, 2, 3, 4, 6, 8}

練習 2.6 A ∩ B = {x | 0 < x 5 2, xは実数 }

A ∪ B = {x | − 2 5 x < 4, xは実数 }

練習 2.7 (1) B = {1, 2, 4, 5}

(2) A ∩ B = {1, 2, 4, 5, 6}

(3) A ∩ B = {4, 5}

(4) A ∪ B = {1, 2, 4, 5, 6}

(5) A ∩ B = {6}

(6) A ∩ B = {1, 2}
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練習 2.8 AとBは，それぞれ図 [1]と図 [2]の斜線部分であり，その和集合A∪Bは，図
[3]の斜線部分である．

図 [3]の斜線部分はA ∩Bであるから，A ∩B = A ∪Bが成り立つ．

[1] A [2] B [3] A ∪B

A

U

B A

U

B A

U

B

演習 2.1 A = {1, 2, 3, 6}，B = {2, 3, 4, 5, 6}，C = {2, 4, 6, 8, 10, 12}について

A ∩ B ∩ C = {2, 6}
A ∪ B ∪ C = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12}

A

B C
6

2

4

8

1

3

5 10
12

練習 2.9 (1) 偽

(2) 真
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練習 2.10 (1) 条件 pを満たすものの集合を P，条件 qを満たすものの集合をQとする．

下の図より P ⊂ Qが成り立つから，命題 p =⇒ qは真である．

P
Q

2 4 x

(2) 条件 pを満たすものの集合を P，条件 qを満たすものの集合をQとする．

P = {1, 2, 3, 4, 6, 12}
Q = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}

よって，P ⊂ Qが成り立つから，命題 p =⇒ qは真である．

(3) 条件 pを満たすものの集合を P，条件 qを満たすものの集合をQとする．

下の図より P ⊂ Qが成り立たないから，命題 p =⇒ qは偽である．

P
Q

x10−1
練習 2.11 n = 2は素数であるが，奇数ではない．

よって，この命題は偽である．

練習 2.12 (1) 「x = −2 =⇒ x2 = 4」は真，

「x2 = 4 =⇒ x = −2」は偽 (反例：x = 2)

よって 十分

(2) 「x > 0 =⇒ x > 1」は偽 (反例：x = 1)

「x > 1 =⇒ x > 0」は真

よって 必要

(3) 「x = y =⇒ (x− y)x = 0」は真，

「(x− y)x = 0 =⇒ x = y」は偽 (反例：x = 0, y = 1)

よって 十分

練習 2.13 1© 「x+ z = y + z ⇐⇒ x = y」が成り立つ．

2© 「x2 = y2 =⇒ x = y」は偽 (反例：x = 1, y = −1)

3© 「(x− y)2 = 0 ⇐⇒ x− y = 0」が成り立つ．

すなわち「(x− y)2 = 0 ⇐⇒ x = y」が成り立つ．

よって，x = yと同値な条件は 1©, 3©
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練習 2.14 (1) 「4ABCが正三角形 =⇒ 4ABCは二等辺三角形」は真

「4ABCが二等辺三角形 =⇒ 4ABCは正三角形」は偽

よって 十分条件であるが必要条件ではない．

(2) 「x < 3 =⇒ −1 < x < 1」は偽 (反例：x = 2)

「− < x < 1 =⇒ x < 3」は真

よって 必要条件であるが十分条件ではない

(3) 「|x| = |y| =⇒ x2 = y2」は真，

「x2 = y2 =⇒ |x| = |y|」は真
よって 必要十分条件である

深化 2.2 q : nは 3の倍数

q : nは偶数 など

練習 2.15 (1) nは奇数である（nは偶数でない）

(2) nは 5以上である

練習 2.16 (1) x < 0 または y < 0

(2) x 6= 0 かつ y 6= 0

(3) x, yの少なくとも一方は無理数

練習 2.17 (1) 命題「x > y =⇒ x− y > 0」は真である．

逆は 「x− y > 0 =⇒ x > y」 これは真である．
対偶は 「x− y 5 0 =⇒ x 5 y」 これは真である．
裏は 「x 5 y =⇒ x− y 5 0」 これは真である．

(2) 命題「x 6= 0 =⇒ xy 6= 0」は偽である． (反例：x = 1, y = 0)

逆は 「xy 6= 0 =⇒ x 6= 0」 これは真である．
対偶は 「xy = 0 =⇒ x = 0」 これは偽である． (反例：x = 1, y = 0)

裏は 「x = 0 =⇒ xy = 0」 これは真である．

練習 2.18 証明 対偶「nが偶数ならば，n2は偶数である」を証明する．

nが偶数のとき，nはある整数 kを用いて n = 2k と表される．このとき

n2 = (2k)2 = 4k2 = 2·2k2

2k2は整数であるから，n2は偶数である．

よって，対偶は真であり，もとの命題も真である． 証終
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練習 2.19 証明 1+ 3
√
2 が無理数でないと仮定すると，1+ 3

√
2 は有理数である．その有

理数を rとすると，1 + 3
√
2 = rより

√
2 =

r − 1

3

rが有理数ならば
r − 1

3
も有理数であるから，この等式は

√
2 が無理数である

ことに矛盾する．したがって，1 + 3
√
2 は無理数である． 証終

問題 2.1 (1) A = {1, 2, 4, 8, 16}，B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}であるから

A ∩ B= {1, 2, 4, 8}
A ∪ B= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 16}

(2) A = {−2,−1, 0, 1, 2}，B = {−1, 1, 3}であるから

A ∩ B= {−1, 1}
A ∪ B= {−2,−1, 0, 1, 2, 3}

問題 2.2 (1) A ∩B = {3, 5}

(2) A ∪B = A ∩B = {1, 2, 4, 6, 7, 8, 9}

(3) A ∪B = {4, 6, 7, 9}

(4) A ∩B = {2, 8}

問題 2.3 (1) 「nがAに属する =⇒ nが 10で割り切れる」は偽（反例：n = 5）

「nが 10で割り切れる =⇒ nがAに属する」は真

よって 必要条件であるが十分条件ではない

(2) 「nがBに属する =⇒ nが 2で割り切れる」は真

「nが 2で割り切れる =⇒ nがBに属する」は偽（反例：n = 2）

よって 十分条件であるが必要条件ではない

(3) A ∩B = {k | kは 30で割り切れる自然数 }
よって 必要十分条件である

問題 2.4 対偶「a, bはともに有理数 =⇒ a+ bは有理数」は真である．

よって，もとの命題も真である．
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問題 2.5 A = {1, 3, 5, 7}，B = {3, 5, 7, 9}である．

1© 1 ∈ Aは，1が集合Aの要素であることを表している．これは正しい．

2© {3}は 3だけが属する集合を表し，∈は要素と集合の関係を表す記号であ
るから，記号の使い方が誤っている．

3© {7} ⊂ Bは，集合 {7}が集合Bの部分集合であることを表している．
これは正しい．

4© φ ∈ Aは，空集合が集合Aの部分集合であることを表している．
これは正しい．

5© A = Bは集合Aと集合Bの要素が一致していることを表している．
これは誤りである．

6© A ⊃ Bは，集合Bが集合Aの部分集合であることを表している．
これは正しい．

よって，正しく表現しているものは 1©, 3©, 4©, 6©

章末 2.1 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

A ∩B = {1, 2, 5, 8},

A ∩B = {3},

A ∩B = {4, 7, 10}

　

A

U

B

36
9

4
7

10

1 2 5 8

右の図から A = {3, 6, 9}, B = {3, 4, 7, 10}

章末 2.2 逆「m, n, kの少なくとも 1つは偶数 =⇒ 積mnkは偶数」は真

対偶「m, n, kはいずれも奇数 =⇒ 積mnkは奇数」は真

裏「積mnkは奇数 =⇒ m, n, kはいずれも奇数」は真
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章末 2.3 A ∩B = {1, 4}より，Aの要素に 4が含まれるから

a = 4 または a+ 1 = 4

(i) a = 4のとき，A = {1, 4, 5}，B = {6, 4, 1}
A ∩B = {1, 4}となり，条件を満たす．
このとき A ∪B = {1, 4, 5, 6}

(ii) a+ 1 = 4，すなわち，a = 3のとき，A = {1, 3, 4}，B = {6, 5, 0}
このとき，A ∩B = φとなり，条件に反する．

よって a = 4, A ∪ B = {1, 4, 5, 6}

章末 2.4 (1) 偽である．反例：a =
√
2, b = −

√
2

(2) 真である．

証明 対偶「a + b, a − bがともに有理数ならば，a，bの少なくとも一方は有理
数である」を証明する．

a+ b，a− bは有理数であるから，p，qを有理数として

p = a+ b, q = a− b

とおくことができる．これを a，bについて解くと

a =
p+ q

2
, b =

p− q

2

p，qはともに有理数であるから，a，bもともに有理数である．

よって，対偶は真であり，もとの命題も真である． 証終

章末 2.5 (1) a+ b
√
2 = 0 · · · (∗)

b 6= 0とすると，(∗)より
√
2 = −a

b

a, bが有理数であるから，−a

b
は有理数である．

このことは，
√
2が無理数であることに矛盾する．

したがって，b = 0となり，これを (∗)に代入すると a = 0

よって，本命題は真である．

(2) a, bが有理数ならば，a− 2, b+ 3はともに有理数である．

(1)の結論を (a− 2) + (b+ 3)
√
2 = 0に適用すると

a− 2 = 0, b+ 3 = 0 すなわち a = 2, b = −3
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演習 2.2 (1) 与えられた命題の否定は 「ある実数 xについて x + 1 5 0」

もとの命題は偽であり，その否定は真である．

補足 x = −2のとき，x+ 1 5 0であるから，もとの命題は偽である．

(2) 与えられた命題の否定は

「すべての素数nについてn + 2は素数ではない．」

もとの命題は真であり，その否定は偽である．

補足 n = 3のとき，n+ 2は素数であるから，もとの命題は真である．
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練習 3.1 (1) f(3) = 32 − 2·3 + 1 = 9− 6 + 1 = 4

(2) f(−1) = (−1)2 − 2·(−1) + 1 = 1 + 2 + 1 = 4

(3) f(−a) = (−a)2 − 2·(−a) + 1 = a2 + 2a + 1

(4) f(a+ 1) = (a+ 1)2 − 2(a+ 1) + 1

= a2 + 2a+ 1− 2a− 2 + 1 = a2

練習 3.2 三角形の面積は
1

2
·4·x = 2x

したがって y = 2x (x = 4)

練習 3.3 (1) 第 1象限

(2) 第 4象限

(3) 第 2象限

(4) 第 3象限

深化 3.1 点 (2, 5)を通り，傾き aの直線は

y = a(x− 2) + 5 すなわち y = ax − 2a + 5

とくに点 (−1,−1)を通るとき

−1 = a·(−1)− 2a+ 5 これを解いて a = 2

よって y = 2x + 1

練習 3.4 (1) (2)

O

y

x

−2

7

3
O

y

x

8

4

−2 2

値域は −2 5 y 5 7 値域は 0 5 y 5 8
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練習 3.5 (1) この関数のグラフは右の図の実線部分
である．
よって，関数の値域は

−3 5 y 5 3

である．
また，この関数は x = 2で最大値 3を
とり，x = −1で最小値−3をとる．

　

O

y

x
−1

−3

2

3

−1

(2) この関数のグラフは右の図の実線部分
である．
よって，関数の値域は

−4 5 y 5 5

である．
また，この関数は x = 0で最大値 5を
とり，x = 3で最小値−4をとる．

　

O

y

x
3

−4

5

演習 3.1 (1) (2) x = 2 のとき y = x− 2

x < 2 のとき y = −x+ 2

O

y

x1

1

2 O

y

x2

2

4

練習 3.6 (1) (2) (3)

O

y

x1−1

3 O

y

x
1−1

−3
O

y

x3−3

3

下に凸 上に凸 下に凸
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演習 3.2 軸は y軸，頂点は点 (0,−3)

O

y

x
1

−3

y = 2x2

y = 2x2 − 3

練習 3.7 (1) y軸，頂点 (0, 3) (2) y軸，頂点 (0,−1) (3) y軸，頂点 (0, 2)

O

y

x1−1

3

4

O

y

x1−1

−1

1

O

y

x1−1

1

2
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演習 3.3 y = 2x2と y = 2(x+ 3)2の関数の値を調べると，次のような表ができる．

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

x

2x2

2(x+ 3)2

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2

50 32 18 8 2 0 2 8

8 2 0 2 8 18 32 50

������9
������9

������9
������9

������9

したがって，y = 2(x+3)2 のグラ

フは，y = 2x2 のグラフを，

x軸方向に−3だけ平行移動した

もの

であり，右の図のようになる．

その軸は直線 x = −3 である．ま
た，頂点は点 (−3, 0)である．

　

O

y

x

軸

−3
−3

−3

−3

−3

y=2x2y=2(x + 3)2

練習 3.8 (1) 軸 x = 2 (2) 軸 x = −1 (3) 軸 x = −2

頂点 (2, 0) 頂点 (−1, 0) 頂点 (−2, 0)

O

y

x2

4

O

y

x−1

2 O

y

x
−2

−8
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練習 3.9 (1) 頂点 (1, 2)，軸 x = 1 (2) 頂点 (2,−4)，軸 x = 2

O

y

x1

2

3

O

y

x
2

−4

4

(3) 頂点 (−1, 2)，軸 x = −1 (4) 頂点 (−2,−1)，軸 x = −2

O

y

x−1

2 O

y

x
−2

−1

−3

演習 3.4 (1) y = (x − 1)2 + 3

(2) y = 2(x − 1)2 − 3

(3) y = 2(x + 1)2 + 3

補足 2次関数 y = ax2 のグラフを，x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移動させる
と，y = a(x− p)2 + q のグラフになる．

もとの式 x軸方向 y軸方向 平行移動後の式

(1) y = 2x2 1　 3　 y = 2(x− 1)2 + 3

(2) y = 2x2 1　 −3　 y = 2(x− 1)2 − 3

(3) y = 2x2 −1　 3　 y = 2{x− (−1)}2 + 3

すなわち
y = 2(x+ 1)2 + 3
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練習 3.10 (1) x2 + 8x = (x+ 4)2 − 42 = (x + 4)2 − 16

(2) x2 − 6x+ 8 = (x− 3)2 − 32 + 8 = (x − 3)2 − 1

(3) 2x2 − 8x+ 5 = 2(x2 − 4x) + 5 = 2{(x− 2)2 − 22}+ 5

= 2(x− 2)2 − 2·4 + 5 = 2(x − 2)2 − 3

(4) 3x2 + 6x+ 2 = 3(x2 + 2x) + 2 = 3{(x+ 1)2 − 12}+ 2

= 3(x+ 1)2 − 3·1 + 2 = 3(x + 1)2 − 1

(5) x2 + x− 2 =

(
x+

1

2

)2

−
(
1

2

)2

− 2 =

(
x +

1

2

)2

−
9

4

(6) −2x2 + 6x+ 4 = −2(x2 − 3x) + 4 = −2

{(
x− 3

2

)2

−
(
3

2

)2
}

+ 4

= −2
(
x− 3

2

)2

+ 2·9
4
+ 4 = −2

(
x −

3

2

)2

+
17

2
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練習 3.11 (1) y=x2 − 4x+ 3

= (x− 2)2 − 22 + 3

= (x− 2)2 − 1

軸は直線 x = 2

頂点は点 (2,−1)

　

O

y

x
2

−1

3

(2) y = 2x2 + 8x+ 3

= 2(x2 + 4x) + 3

= 2{(x+ 2)2 − 22}+ 3

= 2(x+ 2)2 − 5

軸は直線 x = −2

頂点は点 (−2,−5)

　

O

y

x
−2

−5

3

(3) y=−3x2 + 6x+ 1

=−3(x2 − 2x) + 1

=−3{(x− 1)2 − 12}+ 1

=−3(x− 1)2 + 4

軸は直線 x = 1

頂点は点 (1, 4)

　

O

y

x1

1

4

(4) y = −x2 − 3x

= −(x2 + 3x)

= −

{(
x+

3

2

)2

−
(
3

2

)2
}

= −
(
x+

3

2

)2

+
9

4

軸は直線 x = −
3

2

頂点は点
(
−
3

2
,
9

4

)

　

O

y

x−3
2

−3

9
4
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深化 3.2 (例) y = x2 + x − 1, y = x2 − x + 3, y = −x2 + 3x + 3, y = 2x2 − 3

など．このうち，点 (−1,−1)を通るのは y = x2 + x − 1, y = 2x2 − 3

別解 y = a(x− 2)2 + 5，すなわち，y = ax2 − 4ax + 4a + 5 (aは定数)

このうち，点 (−1,−1)を通るとき

−1 = a(−3)2 + 5 これを解いて a = −2

3

よって，点 (−1,−1)を通るのは y = −
2

3
x2 +

8

3
x +

7

3

練習 3.12 y = 2x2 − 4xを変形すると y = 2(x− 1)2 − 2

y = 2x2 + 4x− 3を変形すると y = 2(x+ 1)2 − 5

よって，頂点は点 (1,−2)から点 (−1,−5)に移動する．

したがって，x軸方向に−2，y軸方向に−3 だけ平行移動すればよい．

演習 3.5 y − 1 = 2(x+ 2)2 − 5(x+ 2) + 3 すなわち y = 2x2 + 3x + 2

演習 3.6 x軸：−y = x2 + 4x+ 1 すなわち y = −x2 − 4x − 1

y軸：y = (−x)2 + 4(−x) + 1 すなわち y = x2 − 4x + 1

原点：−y = (−x)2 + 4(−x) + 1 すなわち y = −x2 + 4x − 1

問題 3.1 (1) f(1) = a·12 − b·1− a+ b = a− b− a+ b = 0

(2) f(0) = a·02 − b·0− a+ b = −a + b

(3) f(−2) = a·(−2)2 − b·(−2)− a+ b

= 4a+ 2b− a+ b = 3a + 3b

問題 3.2 a < 0であるから，この関数のグラフは右下がりである．

よって，x = −1のとき y = 13より −a+ b = 13 · · · 1©
x = 5のとき y = 1より 5a+ b = 1 · · · 2©

a < 0に注意して， 1©， 2©を解くと a = −2, b = 11

問題 3.3 (1) y = −2(x − 1)2 − 3 (y = −2x2 + 4x − 5)

(2) y = −2(x + 2)2 + 5 (y = −2x2 − 8x − 3)
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問題 3.4 (1) y =
1

2
(x+ 1)2 (2) y = −3

(
x− 1

2

)2

+ 1

O

y

x−1

1
2

O

y

x1
2

1

1
4

軸x = −1，頂点 (−1, 0) 軸 x =
1

2
，頂点

(
1

2
, 1

)
(3) y = (x− 3)2 − 4 (4) y = 2

(
x+

5

4

)2

− 49

8

O

y

x

5

3
51

−4

O

y

x
−5

4

−49
8

−3

−3 1
2

軸 x = 3，頂点 (3,−4) 軸 x = −
5

4
，頂点

(
−
5

4
,−

49

8

)
問題 3.5 (1) y = 2(x− 1)2 − 3

したがって A(1,−3)

(2) 移動後の放物線の頂点の座標は
(1 + 2,−3− 1) すなわち (3,−4)

放物線 y = 2x2 − 4x− 1 を平行移動するから，
求める式は y = 2(x − 3)2 − 4 (y = 2x2 − 12x + 14)

別解 (2) y − (−1) = 2(x− 2)2 − 4(x− 2)− 1より y = 2x2 − 12x + 14

問題 3.6 (1) y = f(x)のグラフの頂点

(2) f(0)は正，g(0)は負

練習 3.13 (1) x = 3で最小値 4，最大値はなし

(2) x = −1で最大値−3，最小値はなし

246



練習 3.14 (1) 関数の式を変形すると y = (x− 3)2 − 4

よって x = 3で最小値−4，最大値はない

(2) 関数の式を変形すると y = −2
(
x− 5

4

)2

+
25

8

よって x =
5

4
で最大値

25

8
，最小値はない

深化 3.3 (例) y = (x+ 1)2 + 3, y = 2x2 + 4x+ 5 など

別解 y = a(x+ 1)2 + q (a, qは定数．ただし，a > 0)
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練習 3.15 (1) y = x2 + 2x+ 3を変形すると

y = (x+ 1)2 + 2

−2 5 x 5 2でのグラフは，

右の図の実線部分である．

よって，yは

x = 2で最大値 11をとり，

x = −1で最小値 2をとる．

　

O

y

x

2
3

11

2−2
−1

(2) y = −x2 + 4x− 3を変形すると

y = −(x− 2)2 + 1

0 5 x 5 3でのグラフは，

右の図の実線部分である．

よって，yは

x = 2で最大値 1をとり，

x = 0で最小値−3をとる．

　

O

y

x2 3

1

−3

(3) y = 3x2 + 6x− 1を変形すると

y = 3(x+ 1)2 − 4

1 5 x 5 3でのグラフは，

右の図の実線部分である．

よって，yは

x = 3で最大値 44をとり，

x = 1で最小値 8をとる．

　

O

y

x1

8

3

44

(4) y = −2x2 + 12xを変形すると

y = −2(x− 3)2 + 18

0 5 x 5 6でのグラフは，

右の図の実線部分である．

よって，yは

x = 3で最大値 18をとり，

x = 0, 6で最小値 0をとる．

　

O

y

x3

18

6
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演習 3.7 y = −2x2 + 8x を変形すると

y = −2(x− 2)2 + 8

1 < x < 4 でのグラフは，右の図の実線部

分である．よって，yは

x = 2 で最大値 8をとる．

最小値はない．

　

O

y

x

8

6

1 2 4

補足 yは 0にいくらでも近い値をとるが，定義域のどんな xに対しても y = 0とは
ならないので，最小値は存在しない．

深化 3.4 (例) 0 5 x 5 3, − 1 5 x 5 4 など

練習 3.16 (1) 式を変形すると y = (x− 1)2 + c− 1

−2 5 x 5 0 であるから，x = −2で最大
値をとる．

x = −2のとき

y = (−2)2 − 2·(−2) + c = c+ 8

c+ 8 = 5 より c = −3

　

c+ 8

軸 x = 1

(2) 式を変形すると y = −(x− 3)2 + c+ 9

1 5 x 5 4 であるから，x = 1で最小値を

とる．

x = 1のとき

y = −12 + 6·1 + c = c+ 5

c+ 5 = −7 より c = −12

　 軸 x = 3

c+ 5
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練習 3.17 関数の式を変形すると y = −(x− 1)2 + 2 (0 5 x 5 a)

［1］0 < a < 1のとき

図［1］の実線部分である．

よって，yは x = aで最大値−a2 + 2a+ 1をとる．

［2］1 5 aのとき

図［2］の実線部分である．

よって，yは x = 1で最大値 2をとる．

(答) 0 < a < 1のとき x = aで最大値− a2 + 2a + 1

1 5 aのとき x = 1で最大値 2

O

y

xa 1

2

1

−a2+2a+1

［1］0 < a < 1

O

y

x1

2

1

−a2+2a+1

a

［2］1 5 a
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練習 3.18 関数の式を変形すると y = 2(x− a)2 (0 5 x 5 1)

［1］a < 0 のとき

この関数のグラフは図［1］の実線部分である．

よって，yは x = 0で最小値 2a2をとる．

［2］0 5 a 5 1のとき

この関数のグラフは図［2］の実線部分である．

よって，yは x = aで最小値 0をとる．

［3］1 < a のとき

この関数のグラフは図［3］の実線部分である．

よって，yは x = 1で最小値 2a2 − 4a+ 2をとる．

(答) a < 0のとき x = 1で最小値 2a2

0 5 a 5 1のとき x = aで最小値 0

1 < aのとき x = 1で最小値 2a2 − 4a + 2

x0 1a x0 1a x0 1 a

［1］a < 0 ［2］0 5 a 5 1 ［3］1 < a

練習 3.19 AB = x (cm)とすると BC = 14− x (cm)

x > 0 かつ 14− x > 0 から

0 < x < 14 · · · 1©

三角形の面積を y cm2 とすると

y =
1

2
AB× BC =

1

2
·x(14− x)

= −1

2
(x2 − 14x) = −1

2
{(x− 7)2 − 72}

= −1

2
(x− 7)2 +

49

2

　

O

y

x7

49
2

14

1©において，yは x = 7すなわち AB = 7で最大値
49

2
をとる． (答)

49

2
cm2
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練習 3.20 (1) 頂点が点 (−2, 4)であるから，この 2次関数は

y = a(x+ 2)2 + 4

の形に表される．グラフが点 (−4, 2)を通るから

2 = a(−4 + 2)2 + 4 ゆえに a = −1

2

したがって，求める 2次関数は y = −
1

2
(x + 2)2 + 4

(2) 軸が直線 x = 2であるから，この 2次関数は

y = a(x− 2)2 + q

の形に表される．グラフが

点 (−1, 5)を通るから 5 = a(−1− 2)2 + q

点 (1,−11)を通るから −11 = a(1− 2)2 + q

よって 9a+ q = 5, a+ q = −11

これを解くと a = 2, q = −13

したがって，求める 2次関数は y = 2(x − 2)2 − 13

練習 3.21 (1)


a+ b+ c = 0 · · · 1©
4a+ 2b+ c = 0 · · · 2©
9a+ 3b+ c = 4 · · · 3©

2©− 1©から 3a+ b = 0 · · · 4©
3©− 2©から 5a+ b = 4 · · · 5©
4©， 5©を解くと a = 2, b = −6
これらを 1©に代入すると c = 4

よって a = 2, b = −6, c = 4

(2)


x+ y + z = 6 · · · 1©
x− 2y − z = −2 · · · 2©
3x+ 2y − z = 12 · · · 3©

1©+ 2©から 2x− y = 4 · · · 4©
3©− 2©から 2x+ 4y = 14 · · · 5©
4©， 5©を解くと x = 3, y = 2

これらを 1©に代入すると z = 1

よって x = 3, y = 2, z = 1
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練習 3.22 求める 2次関数を y = ax2 + bx+ c とする．
グラフが 3点 (2,−2)，(3, 5)，(−1, 1)を通るから

−2=4a+ 2b+ c · · · 1©
5=9a+ 3b+ c · · · 2©
1= a− b+ c · · · 3©

2©− 1© から 5a+ b = 7 · · · 4©
1©− 3© から 3a+ 3b = −3 すなわち a+ b = −1 · · · 5©
4©， 5©を解くと a = 2，b = −3
これらを 3©に代入して c = −4
よって，求める 2次関数は y = 2x2 − 3x − 4

別解 グラフが異なる 3点 (x1, y1)，(x2, y2), (x3, y3)を通るとき，その方程式は

y = y1·
(x− x2)(x− x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+ y2·

(x− x1)(x− x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
+ y3·

(x− x1)(x− x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)

となる (ラグランジュの補間公式)．これを利用すると

y = −2·(x− 3)(x+ 1)

(2− 3)(2 + 1)
+ 5·(x− 2)(x+ 1)

(3− 2)(3 + 1)
+ 1· (x− 2)(x− 3)

(−1− 2)(−1− 3)

=
2

3
(x2 − 2x− 3) +

5

4
(x2 − x− 2) +

1

12
(x2 − 5x+ 6)

= 2x2 − 3x− 4

問題 3.7 (1) y =

(
x− 3

2

)2

− 13

4

よって，yは x = 0で最大値−1，x =
3

2
で最小値−

13

4
をとる．

(2) y = −3
(
x+

5

6

)2

+
25

12

よって，yは x = −
5

6
で最大値

25

12
，x = 1で最小値−8をとる．
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問題 3.8 関数の式を変形すると y = (x− a)2 − a2 (0 5 x 5 2)

(1) ［1］a < 0のとき，この関数のグラフは図［1］の実線部分である．
よって，yは x = 0で最小値 0をとる．

［2］0 5 a 5 2のとき，この関数のグラフは図［2］の実線部分である．
よって，yは x = aで最小値−a2をとる．

［3］2 < aのとき，この関数のグラフは図［3］の実線部分である．
よって，yは x = 2で最小値−4a+ 4をとる．

(答) a < 0のとき x = 0で最小値 0

0 5 a 5 2のとき x = aで最小値− a2

2 < aのとき x = 2で最小値− 4a + 4

x0 2a x0 2a x0 2 a

［1］a < 0 ［2］0 5 a 5 2 ［3］2 < a

(2) ［1］a < 1のとき，この関数のグラフは図［1］の実線部分である．
よって，yは x = 2で最大値−4a+ 4をとる．

［2］a = 1のとき，この関数のグラフは図［2］の実線部分である．
よって，yは x = 0, 2で最大値 0をとる．

［3］1 < aのとき，この関数のグラフは図［3］の実線部分である．
よって，yは x = 0で最大値 0をとる．

(答) a < 1のとき x = 2で最大値− 4a + 4

a = 1のとき x = 0, 2で最大値 0

1 < aのとき x = 0で最大値 0

x1 2a x0 2a x0 1 a

［1］a < 1 ［2］a = 1 ［3］1 < a

0 2
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問題 3.9 商品を 1個 200円で仕入れて，(250 + x)円で売ると，1個あたりの利益は

(250 + x)− 200 = 50 + x (円)

ただし，50 + x > 0より x > −50 · · · 1©

また，1日の売上個数は 600− 15x (個)

ただし，600− 15x > 0より x < 40 · · · 2©

1©， 2©から −50 < x < 40 · · · 3©

1日の利益を y円とすると

y = (50 + x)(600− 15x) = −15(x+ 50)(x− 40)

= −15(x2 + 10x− 2000) = −15{(x+ 5)2 − 2025}
= −15(x+ 5)2 + 30375

3©において，yは x = −5で最大値をとる．

x = −5のとき 250 + x = 245, 600− 15x = 675

よって，675個仕入れて 1個 245円で販売すればよい．
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問題 3.10 (1) y = 2x2 + 4x+ 1を変形すると y = 2(x+ 1)2 − 1

よって，求める 2次関数は

y = a(x+ 1)2 − 1

と表される．この放物線が点 (0, 2)を通るから

2 = a(0 + 1)2 − 1 ゆえに a = 3

したがって，求める 2次関数は y = 3(x + 1)2 − 1

(2) 求める 2次関数を y = ax2 + bx+ c とする．

グラフが 3点 (3, 0)，(−1, 0)，(2, 6)を通るから

0 = 9a+ 3b+ c · · · 1©
0 = a− b+ c · · · 2©
6 = 4a+ 2b+ c · · · 3©

1©− 2© から 8a+ 4b = 0

すなわち 2a+ b = 0 · · · 4©
1©− 3© から 5a+ b = −6 · · · 5©
4©， 5©を解くと a = −2，b = 4

これらを 2©に代入して c = 6

よって，求める２次関数は y = −2x2 + 4x + 6

別解 x = 3,−1で y = 0であるから，求める 2次関数は

y = a(x− 3)(x+ 1)

と表される．この放物線が点 (2, 6)を通るから

6 = a(2− 3)(2 + 1) ゆえに a = −2

したがって，求める 2次関数は

y = −2(x− 3)(x+ 1) すなわち y = −2x2 + 4x + 6

補足 練習 3.22の別解 (ラグランジュの補間公式)を用いると

y = 6·(x− 3)(x+ 1)

(2− 3)(2 + 1)
= −2(x− 3)(x+ 1) = −2x2 + 4x+ 6

問題 3.11 求める 2次関数は y = a(x− 2)2+8とおき (a < 0)，x = 1, y = 5を代入すると

5 = a(1− 2)2 + 8 ゆえに a = −3

これは a < 0を満たす．よって，求める 2次関数は y = −3(x − 2)2 + 8
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問題 3.12 y = at2 + bt+ cとおくと，表より

4a+ 2b+ c = 32 · · · 1©
16a+ 4b+ c = 48 · · · 2©
25a+ 5b+ c = 50 · · · 3©

2©− 1©から 6a+ b = 8 · · · 4©
3©− 1©から 7a+ b = 6 · · · 5©

4©， 5©を解くと a = −2, b = 20

これらを 1©に代入すると c = 0

したがって y = −2t2 + 20t

よって，3秒間に進んだ距離は −2·32 + 20·3 = 42 (m)

補足 ラグランジュの補間公式を用いると

y = 32· (t− 4)(t− 5)

(2− 4)(2− 5)
+ 48· (t− 2)(t− 5)

(4− 2)(4− 5)
+ 50· (t− 2)(t− 4)

(5− 2)(5− 4)

=
16

3
(t2 − 9t+ 20)− 24(t2 − 7t+ 10) +

50

3
(t2 − 6t+ 8)

= −2t2 + 20t

練習 3.23 (1) x(x+ 4) = 0より x = 0 または x+ 4 = 0

したがって，解は x = 0,−4

(2) 左辺を因数分解すると (x− 2)(x− 3) = 0

よって x− 2 = 0 または x− 3 = 0

したがって，解は x = 2, 3

(3) 左辺を因数分解すると (x+ 1)(2x+ 1) = 0

よって x+ 1 = 0 または 2x+ 1 = 0

したがって，解は x = −1,−
1

2

(4) 左辺を因数分解すると (x− 2)(3x+ 2) = 0

よって x− 2 = 0 または 3x+ 2 = 0

したがって，解は x = 2,−
2

3
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練習 3.24 (1) x2 + 7x+ 4 = 0を解の公式に適用すると

x =
−7±

√
72 − 4·1·4
2·1

=
−7 ±

√
33

2

(2) 3x2 + 4x− 1 = 0を解の公式に適用すると

x =
−4±

√
42 − 4·3·(−1)
2·3

=
−4±

√
28

6
=
−4± 2

√
7

6
=

−2 ±
√
7

3

(3) 3x2 − 8x− 3 = 0を解の公式に適用すると

x =
−(−8)±

√
(−8)2 − 4·3·(−3)
2·3

=
8±
√
100

6
=

8± 10

6
= 3,−

1

3

(4) 4x2 + 12x+ 9 = 0を解の公式に適用すると

x =
−12±

√
122 − 4·4·9
2·4

=
−12
8

= −
3

2

別解 左辺を因数分解すると (2x+ 3)2 = 0

したがって 2x+ 3 = 0 すなわち x = −
3

2

練習 3.25 (1) x = −1±
√
12 − 1·(−2) = −1 ±

√
3

(2) x =
−(−2)±

√
(−2)2 − 3·(−2)
3

=
2 ±

√
10

3

(3) x = −
√
3±

√
(
√
3)2 − 1·3 = −

√
3

(4) x = −(−
√
3)±

√
(−
√
3)2 − 1·2 =

√
3 ± 1

練習 3.26 (1) 2次方程式 x2 + 3x− 5 = 0の判別式をDとすると

D = 32 − 4·1·(−5) = 29 > 0

したがって，実数解の個数は 2個

(2) 2次方程式 3x2 − 5x+ 4 = 0の判別式をDとすると

D = (−5)2 − 4·3·4 = −23 < 0

したがって，実数解の個数は 0個

(3) 2次方程式 3x2 + 2
√
3x+ 1 = 0の判別式をDとすると

D

4
= (
√
3)2 − 3·1 = 0

したがって，実数解の個数は 1個
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練習 3.27 2次方程式 x2 − 4x+m+ 8 = 0の判別式をDとすると

D

4
= (−2)2 − 1·(m+ 8) = −m− 4

2次方程式が実数解をもたないのはD < 0のときであるから

−m− 4 < 0 これを解いて m > −4

練習 3.28 2次方程式 x2 + (m+ 2)x+m+ 5 = 0の判別式をDとすると

D = (m+ 2)2 − 4·1·(m+ 5) = m2 − 16

この方程式が重解をもつのはD = 0のときであるから

m2 − 16 = 0 これを解いて m = ±4

また，重解は x = −m+ 2

2
であるから

m = 4 のとき x = −3, m = −4 のとき x = 1

練習 3.29 (1) ２次方程式 x2 − 2x− 3 = 0 を解くと

(x+ 1)(x− 3) = 0 より x = −1, 3

よって，共有点の座標は (−1, 0), (3, 0)

(2) ２次方程式 −x2 + 3x− 1 = 0 を解くと

x2 − 3x+ 1 = 0 より

x =
−(−3)±

√
(−3)2 − 4·1·1
2·1

=
3±
√
5

2

よって，共有点の座標は

(
3 +

√
5

2
, 0

)
,

(
3 −

√
5

2
, 0

)

(3) ２次方程式 2x2 + 4x+ 2 = 0 を解くと

(x+ 1)2 = 0 より x = −1

よって，共有点の座標は (−1, 0)

(4) ２次方程式 2x2 − 5x− 3 = 0 を解くと

(x− 3)(2x+ 1) = 0 より x = 3,−1

2

よって，共有点の座標は (3, 0),

(
−
1

2
, 0

)
グラフが x軸に接するものは (3)
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練習 3.30 (1) 2次関数 y = x2 + 3x+ 3について

D = 32 − 4·1·3 = −3 < 0

であるから，共有点の個数は 0個

(2) 2次関数 y = −2x2 + 5x+ 1について

D = 52 − 4·(−2)·1 = 33 > 0

であるから，共有点の個数は 2個

(3) 2次関数 y =
1

2
x2 − 2x+ 2について

D

4
= (−1)2 − 1

2
·2 = 0

であるから，共有点の個数は 1個

練習 3.31 2次方程式 x2 − 2x−m− 1 = 0の判別式をDとすると

D

4
= (−1)2 − 1·(−m− 1) = m+ 2

よって，グラフと x軸の共有点の個数は

D > 0 すなわち m > −2 のとき 2個

D = 0 すなわち m = −2 のとき 1個

D < 0 すなわち m < −2 のとき 0個
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演習 3.8 (1) 共有点の x座標は，次の 2次方程式の実数解である．

x2 − 6x+ 10 = 2x− 5

式を整理すると x2 − 8x+ 15 = 0

これを解くと x = 3, 5

y = 2x− 5に代入すると

x = 3 のとき y = 1, x = 5 のとき y = 5

よって，共有点の座標は (3, 1), (5, 5)

(2) 共有点の x座標は，次の 2次方程式の実数解である．

x2 − 6x+ 10 = −2x+ 6

式を整理すると x2 − 4x+ 4 = 0

これを解くと x = 2

y = −2x+ 6に代入すると

x = 2 のとき y = 2

よって，共有点の座標は (2, 2)

演習 3.9 y = x2 − 3xと y = x+ kから yを消去すると

x2 − 3x = x+ k すなわち x2 − 4x− k = 0

この 2次方程式の判別式をDとすると

D

4
= (−2)2 − 1·(−k) = k + 4

放物線 y = x2 − 3xと直線 y = x+ kが接するのは，D = 0のときであるから

k + 4 = 0 これを解いて k = −4

そのときの接点の x座標は x = −−4
2

= 2

y = x− 4に代入すると

x = 2 のとき y = −2

よって，接点の座標は (2,−2)

261



練習 3.32 (1) 下図から x < −2

O

y

x
−2

4

y < 0

(2) 下図から x = 2

O

y

x

6

2

y 5 0
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練習 3.33 (1) (x− 1)(x− 3) = 0 の解は x = 1, 3

y = (x− 1)(x− 3) のグラフで y > 0

となる xの値の範囲を求めて
x < 1, 3 < x

　

x1 3

(2) (x+ 2)(x− 5) = 0 の解は x = −2, 5

y = (x+ 2)(x− 5) のグラフで y < 0

となる xの値の範囲を求めて
−2 < x < 5

　

x−2 5

(3) x(x+ 1) = 0 の解は x = −1, 0

y = x(x+ 1) のグラフで y 5 0

となる xの値の範囲を求めて
−1 5 x 5 0

　

x−1 0

(4) x2 − x− 2 = 0 の解は x = −1, 2

y = x2 − x− 2 のグラフで y = 0

となる xの値の範囲を求めて
x 5 −1, 2 5 x

　

x−1 2

(5) x2 + 5x+ 6 = 0 の解は x = −3,−2
y = x2 + 5x+ 6 のグラフで y > 0

となる xの値の範囲を求めて
x < −3, −2 < x

　

x−3 −2

(6) x2 − 9 = 0 の解は x = −3, 3

y = x2 − 9 のグラフで y 5 0

となる xの値を求めて
−3 5 x 5 3

　

x−3 3

補足 実際は，次のように答だけでよい．

(1) x < 1, 3 < x

(2) −2 < x < 5

(3) −1 5 x 5 0

(4) x 5 −1, 2 5 x

(5) x < −3, −2 < x

(6) −3 5 x 5 3
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練習 3.34 (1) 2x2 − 5x+ 2 = 0 を解くと

(2x− 1)(x− 2) = 0 より x =
1

2
, 2

よって，この２次不等式の解は

x 5
1

2
, 2 5 x

　

x1
2

2

(2) 2x2 + 5x+ 3 = 0 を解くと

(2x+ 3)(x+ 1) = 0 より x = −3

2
,−1

よって，この２次不等式の解は

−
3

2
< x < −1

　

x−3
2

−1

(3) x2 + 2x− 1 = 0 を解くと

x = −1±
√
2

よって，この２次不等式の解は

−1 −
√
2 5 x 5 −1 +

√
2

　

x
−1−

√
2 −1+

√
2

(4) x2 − 5 = 0 を解くと

x = −
√
5,
√
5

よって，この２次不等式の解は

x < −
√
5,

√
5 < x

　

x
−
√
5

√
5

練習 3.35 (1) 両辺に−1をかけると 2x2 − x− 1 > 0

2x2 − x− 1 = 0 を解くと

(x− 1)(2x+ 1) = 0 より x = −1

2
, 1

よって，この 2次不等式の解は

x < −
1

2
, 1 < x

　

x−1
2

1

(2) 両辺に−1をかけると 3x2 − 5x+ 1 5 0

3x2 − 5x+ 1 = 0 を解くと

x =
5±
√
13

6

よって，この 2次不等式の解は

5 −
√
13

6
5 x 5

5 +
√
13

6

　

x
5−

√
13

6
5+

√
13

6
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練習 3.36 (1) (x− 2)2 >より 2以外のすべての実数

(2) (x− 5)2 < 0より 解はない

(3) (x+ 3)2 5 0より x = −3

(4) (2x+ 1)2 = 0より すべての実数

練習 3.37 (1) (x− 2)2 + 2 > 0より すべての実数

(2) (x− 1)2 + 1 5 0より 解はない

(3) 2(x+ 1)2 + 1 <より 解はない

(4) 2(x+ 2)2 + 2 = 0より すべての実数

別解 2x2 + 8x+ 10 = 0より x2 + 4x+ 5 = 0

ゆえに (x+ 2)2 + 1 = 0 よって すべての実数
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練習 3.38 (1) 2次方程式 x2 − 3x+ 5 = 0の判別式をDとすると

D = (−3)2 − 4·1·5 = −11 < 0

2次不等式 x2 − 3x+ 5 > 0の x2の係数が正であるから，

この 2次不等式の解は すべての実数

(2) 2次不等式−x2 + x− 1 = 0の両辺に−1を掛けると

x2 − x+ 1 5 0 · · · 1©

2次方程式 x2 − x+ 1 = 0の判別式をDとすると

D = (−1)2 − 4·1·1 = −3 < 0

2次不等式 1©の x2の係数が正であるから，

この 2次不等式の解はない

(3) 2次方程式 3x2 − 2
√
3x+ 1 = 0の判別式をDとすると

D

4
= (−

√
3)2 − 3·1 = 0

3x2 − 2
√
3x+ 1 = 0を解くと x = −−2

√
3

2·3
=

√
3

3

よって，不等式 3x2 − 2
√
3x+ 1 5 0の解は x =

√
3

3

別解 (
√
3x− 1)2 5 0より x =

1
√
3

(4) 式を整理すると x2 + 2x− 2 < 0

2次方程式 x2 + 2x− 2 = 0の判別式をDとすると

D

4
= 12 − 1·(−2) = 3 > 0

x2 + 2x− 2 = 0を解くと x =
−1±

√
3

1
= −1±

√
3

よって，この不等式の解は −1 −
√
3 < x < −1 +

√
3

別解 式を整理すると x2 + 2x− 2 < 0

(x+ 1)2 − 3 < 0 ゆえに (x+ 1 +
√
3)(x+ 1−

√
3) < 0

よって −1 −
√
3 < x < −1 +

√
3
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深化 3.5 2次方程式 ax2 + bx + c = 0の判別式をDとすると，83ページの平方完成に
より

y = ax2 + bx+ c すなわち y = a

(
x+

b

2a

)2

− D

4a

である．放物線の頂点の y座標−D

4a
の符号に注目すると，次のことがわかる．

• a > 0，D < 0のとき，グラフは常に x軸より上側にあるから，2次関数
y = ax2 + bx+ cの値は常に正である．

• a < 0，D < 0のとき，グラフは常に x軸より下側にあるから，2次関数
y = ax2 + bx+ cの値は常に負である．

練習 3.40 2次不等式

−x2 +mx+m < 0 すなわち x2 −mx−m > 0

の解がすべての実数であるから，上の第 2式の係数について

(−m)2 − 4·1·(−m) < 0 ゆえに m(m+ 4) < 0

これを解いて −4 < m < 0

練習 3.41 (1) x2 − 5x+ 4 5 0 から (x− 1)(x− 4) 5 0

よって 1 5 x 5 4 · · · 1©
x2 − 2x− 3 > 0 から (x+ 1)(x− 3) > 0

よって x < −1, 3 < x · · · 2©
1©と 2©の共通範囲を求めて

3 < x 5 4

　

3 41−1 x

1© 2©2©

(2) x2 + x > 0 から x(x+ 1) > 0

よって x < −1, 0 < x · · · 1©
3x2 + 5x− 2 5 0 から (x+ 2)(3x− 1) 5 0

よって −2 5 x 5 1

3
· · · 2©

1©と 2©の共通範囲を求めて

−2 5 x < −1, 0 < x 5
1

3

　

0 1
3

x−1−2

1©1© 2©
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練習 3.42 (1) −2 5 x2 + 3x 5 4から

{
−2 5 x2 + 3x

x2 + 3x 5 4

第 1式から x2 + 3x+ 2 = 0 ゆえに (x+ 2)(x+ 1) = 0

これを解くと x 5 −2, −1 5 x · · · 1©

第 2式から x2 + 3x− 4 5 0 ゆえに (x+ 4)(x− 1) 5 0

これを解くと −4 5 x 5 1 · · · 2©

1©と 2©の共通範囲を求めて −4 5 x 5 −2, −1 5 x 5 1

−4 −2 −1 1 x

1©1© 2©

(2) 5 < x2 − 4x 5 6− 3xから

{
5 < x2 − 4x

x2 − 4x 5 6− 3x

第 1式から x2 − 4x− 5 > 0 ゆえに (x+ 1)(x− 5) > 0

これを解くと x < −1, 5 < x · · · 1©

第 2式から x2 − x− 6 5 0 ゆえに (x+ 2)(x− 3) 5 0

これを解くと −2 5 x 5 3 · · · 2©

1©と 2©の共通範囲を求めて −2 5 x < −1

−2 −1 3 5

1© 1©2©

x

練習 3.43 切り取る正方形の一辺の長さを x cmとすると，底面の正方形の 1辺の長さは
(12− 2x)である．x > 0 かつ 12− 2x = 0 から

0 < x 5 3 · · · 1©

4個の側面は，その面積の和が 40 cm2以上であるから

x(12− 2x)× 4 = 40

式を整理すると x2 − 6x+ 5 5 0

すなわち (x− 1)(x− 5) 5 0

これを解くと 1 5 x 5 5 · · · 2© x5310

2©
1©

1©と 2©の共通範囲を求めて 1 5 x 5 3 (答) 1cm以上 3cm以下
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練習 3.44 関数の式を変形すると

y = (x+m)2 −m2 +m+ 6

グラフは下に凸の放物線で，その軸は直線

x = −m

である．グラフとx軸の負の部分が，異な

る 2点で交わるのは，次の［1］,［2］,［3］

が同時に成り立つときである．

　

O

y

x

x = −m

−m

m+ 6

［1］グラフと x軸が異なる 2点で交わる．

［2］グラフの軸が y軸の左側にある．

［3］グラフと y軸の交点の y座標が正である．

［1］より，2次方程式 x2 + 2mx+m+ 6 = 0の判別式をDとすると，
D > 0である．

D

4
= m2 − 1·(m+ 6) = m2 −m− 6

よって m2 −m− 6 > 0 すなわち (m+ 2)(m− 3) > 0

これを解くと m < −2, 3 < m · · · 1©
［2］から −m < 0 ゆえに m > 0 · · · 2©
［3］から m+ 6 > 0 ゆえに m > −6 · · · 3©
1©， 2©， 3©の共通範囲を求めて

m > 3

　

0 3−6

1©1© 2©
3©

x−2
演習 3.10 (1) (2) (3)

O

y

x

2

−4 −2 O

y

x1−1

1

−1

O

y

x1

4
3

−4
−3

3−1
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問題 3.13 放物線 y = x2 + 2x− 2と x軸の交点の x座標は，x2 + 2x− 2 = 0を解いて

x = −1±
√
3

よって，線分ABの長さは (−1 +
√
3)− (−1−

√
3) = 2

√
3

問題 3.14 2次方程式 x2 +mx−m+ 3 = 0の判別式をDとすると

D = m2 − 4·1·(−m+ 3) = m2 + 4m− 12 = (m+ 6)(m− 2)

2次関数 y = x2 +mx−m+ 3のグラフが x軸に接するとき D = 0

このとき，接点の x座標は x = −m

2

よって m = −6 のとき，接点 (3, 0)

m = 2 のとき，接点 (−1, 0)

問題 3.15 (1) (x+ 2)(2x− 3) < 0 より −2 < x <
3

2
この不等式を満たす整数 xは −1, 0, 1

(2) 式を整理すると x2 − 4x+ 2 5 0

x2 − 4x+ 2 = 0 を解くと x = 2±
√
2

よって，この２次不等式の解は 2−
√
2 5 x 5 2 +

√
2

1 <
√
2 < 2 であるから，整数 xの値の範囲は 1 5 x 5 3

この不等式を満たす整数 xは 1, 2, 3

問題 3.16 2次方程式 ax2 + 2x+ 4a = 0の判別式をDとすると

D

4
= 12 − a·4a = 1− 4a2

2次不等式 ax2+2x+4a < 0の解がすべての実数であるのは，a < 0かつ D < 0

のときであるから

(∗)

{
a < 0

1− 4a2 < 0

(∗)の第 2式から 4a2 − 1 < 0 ゆえに (2a+ 1)(2a− 1) > 0

これ解いて a < −1

2
,
1

2
< a

(∗)の第 1式との共通範囲を求めて a < −
1

2
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問題 3.17 60 5 −5x2 + 40x 5 75 であるから，次の連立不等式を解く．{
−5x2 + 40x = 60

−5x2 + 40x 5 75

第 1式から x2 − 8x+ 12 5 0

これを解くと 2 5 x 5 6 · · · 1©

第 2式から x2 − 8x+ 15 = 0

これを解くと x 5 3, 5 5 x · · · 2©

1©と 2©の共通範囲を求めて

2 5 x 5 3, 5 5 x 5 6

　

1© 2©2©

x2 3 5 6

問題 3.18 2点P，Qの x座標をそれぞれ α，βとすると，2次不等式 ax2 + bx+ c 5 0の
解は

α 5 x 5 β

したがって，解の幅は β − αであり，これは線分 PQの長さを表す．

(答) 4©

章末 3.1 放物線 y = −2x2 + 3x + 1 を平行移動した放物線をグラフにもつ２次関数
は y = −2x2 + bx+ c の形で表される．

点 (−2, 0)，(1, 12)を通るので

0 = −2·(−2)2 + b·(−2) + c

12 = −2·12 + b·1 + c

よって −2b+ c = 8， b+ c = 14

これを解くと b = 2，c = 12

よって，求める２次関数は y = −2x2 + 2x + 12
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章末 3.2 2x2 + 4x = 2(x+ 1)2 − 2 より，

放物線 y = 2x2 + 4x の頂点の座標は (−1,−2)

x2 + ax+ b =
(
x+

a

2

)2
− a2

4
+ b より，

放物線 y = x2 + ax+ b の頂点の座標は
(
−a

2
, − a2

4
+ b

)
よって −a

2
= −1, −a2

4
+ b = −2

これを解いて a = 2, b = −1

別解 y = x2 + ax+ bの頂点が (−1,−2)であるから

x2 + ax+ b = (x+ 1)2 − 2 = x2 + 2x− 1

係数を比較して a = 2, b = −1

章末 3.3 (1) x2 −mx+m =
(
x− m

2

)2
− m2

4
+m

よって，２次関数 y = x2 −mx+m は，

x =
m

2
で最小値−m2

4
+m をとるから

k = −
m2

4
+ m

(2) −m2

4
+m = −1

4
(m− 2)2 + 1 であるから，

k = −m2

4
+m は，m = 2 で最大値 1をとる．
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章末 3.4 (1) 放物線が上に凸なので a < 0

よって，符号は 負

(2) 放物線と y軸の交点の y座標が正だから c > 0

よって，符号は 正

(3) 頂点の x座標は x = − b

2a
で，y軸の右側にあるから − b

2a
> 0

よって，符号は 正

(4) a < 0 かつ − b

2a
> 0 より b > 0

よって，符号は 正

(5) 放物線と x軸は異なる 2点を共有しているから b2 − 4ac > 0

よって，符号は 正

(6) グラフ上の点で，x座標が 1である点の y座標が a+ b+ c である．
この点は x軸の上側にあるから a+ b+ c > 0

よって，符号は 正

章末 3.5 解が−1 < x < 2である 2次不等式の 1つは

(x+ 1)(x− 2) < 0 ゆえに x2 − x− 2 < 0

定数項に着目して −2x2 + 2x+ 4 > 0 よって a = −2, b = 2

章末 3.6 x2 − ax− 2a2 = (x+ a)(x− 2a) より，放物線 y = x2 − ax− 2a2 は，

x軸と 2点 (−a, 0)，(2a, 0) で交わる．

(1) a > 0 のとき −a < 2a

このとき，２次不等式の解は

−a < x < 2a

　

x−a 2a

(2) a < 0 のとき 2a < −a

このとき，２次不等式の解は

2a < x < −a

　

x2a −a
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章末 3.7 2次方程式 x2 + (a + 1)x + a2 = 0，x2 + 2ax + 2a = 0の判別式を，それぞれ
D1，D2とすると

D1 = (a+ 1)2 − 4·1·a2 = −3a2 + 2a+ 1

= −(a− 1)(3a+ 1)

D2

4
= a2 − 1·2a = a(a− 2)

2次方程式がともに実数解をもつのは，D1 = 0 かつ D2 = 0 のときである．

D1 = 0 のとき −(a− 1)(3a+ 1) = 0 ゆえに (a− 1)(3a+ 1) 5 0

これを解くと −1

3
5 a 5 1 · · · 1©

D2 = 0 のとき a(a− 2) = 0 ゆえに a 5 0, 2 5 a · · · 2©

1©， 2©の共通範囲を求めて

−
1

3
5 a 5 0

　

x

1© 2©2©

−1
3

0 1 2

章末 3.8 2次方程式 x2 − 2ax+ a = 0 の判別式をDとすると

D

4
= (−a)2 − 1·a = a2 − a = a(a− 1)

2次関数の x2の係数が正であるから，yの値が常に正であるのはD < 0のとき
であるから

a(a− 1) < 0 これを解いて 0 < a < 1

別解 x2 − 2ax+ a = (x− a)2 − a2 + a より，２次関数 y = x2 − 2ax+ a は，

x = a で最小値 −a2 + a をとる．

yの値が常に正であるのは −a2 + a > 0のときである．

両辺に −1 をかけて a2 − a < 0 これを解いて 0 < a < 1

章末 3.9 (1) Qの座標は (1,−3)

(2) 2次の係数は−2で，Qを頂点とするから，求める方程式は

y = −2(x − 1)2 − 3
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章末 3.10 (1) ［1］点 Pが点A，点Bと異なるとき
Pから x軸へ下ろした垂線と x軸との交点をHとする．
直角三角形OHPにおいて，OH = x，PH = y であるから，三平方
の定理により

OP2 = OH2 + PH2 = x2 + y2 · · · 1©
［2］点 Pが点Aと一致するとき

OP2 = x2 = x2 + 02

点 Pが点Bと一致するとき

OP2 = y2 = 02 + y2

であるから， 1©が成り立つ．
よって OP2 = x2 + y2，y = −2x+ 10 であるから

OP2 = x2 + (−2x+ 10)2

= 5x2 − 40x + 100

別解 一般に，座標平面上の点 P(x, y)と原点Oを結ぶ線分の長さ (距離)は

OP =
√
x2 + y2

したがって OP2 = x2 + y2

y = −2x+ 10より OP2 = x2 + (−2x+ 10)2 = 5x2 − 40x + 100

(2) OP > 0 であるから，OP2が最小のときOPも最小となる．

点 Pは線分AB上を動くから

0 5 x 5 5 · · · 2©
また OP2 = 5(x− 4)2 + 20

2©の範囲で，x = 4 のときOP2は最小値 20をとる．

よって，x = 4 のときOPは最小で，最小値は
√
20 = 2

√
5
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章末 3.11 関数の式を変形すると y = (x− 2)2 − 4 (a 5 x 5 a+ 2)

(1) ［1］2 < aのとき (図［1］の実線部分)

よって，yは x = aで最小値 a2 − 4aをとる．

［2］a 5 2 5 a+ 2，すなわち，0 5 a 5 2のとき (図［2］の実線部分)

よって，yは x = 2で最小値−4をとる．
［3］a+ 2 < 2，すなわち，a < 0のとき (図［3］の実線部分)

よって，yは x = a+ 2で最小値 a2 − 4をとる．

(答) 2 < aのとき x = aで最小値 a2 − 4a

0 5 a 5 2のとき x = 2で最小値− 4

a < 0のとき x = a + 2で最小値 a2 − 4

xa a+22 xa a+22 xa a+2 2

［1］2 < a ［2］0 5 a 5 2 ［3］a < 0

(2) ［1］2 < a+ 1，すなわち，1 < aのとき (図［1］の実線部分)

よって，yは x = a+ 2で最大値 a2 − 4をとる．

［2］a+ 1 = 2，すなわち，a = 1のとき (図［2］の実線部分)

よって，yは x = 0, 2で最大値 0をとる．

［3］a+ 1 < 2，すなわち，a < 1のとき (図［3］の実線部分)

よって，yは x = aで最大値 a2 − 4aをとる．

(答) 1 < aのとき x = a + 2で最大値 a2 − 4

a = 1のとき x = 0, 2で最大値 0

a < 1のとき x = aで最大値 a2 − 4a

xa+1 a+22 x1 32 xa a+1 2

［1］1 < a ［2］a = 1 ［3］a < 1

a a+2
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章末 3.12 y = x2 − 2x+m(1−m)を変形すると y = (x− 1)2 −m2 +m− 1

定義域 0 5 x 5 3の中央
3

2
は，軸 x = 1より右側にあるから，x = 3 (定義域の

右端)で最大値−m2 +m+ 3をとる．よって，yの値が常に負となるのは

−m2 +m+ 3 < 0 すなわち m <
1 −

√
13

2
,
1 +

√
13

2
< m

章末 3.13 2次方程式 x2 − 2mx+m− 1

2
= 0の判別式をDとすると

D

4
= (−m)2 − 1·

(
m− 1

2

)
= m2 −m+

1

2
=

(
m− 1

2

)2

+
1

4
> 0

グラフは x軸と異なる 2点で交わり，x軸と共有点をもつ．

章末 3.14 2次関数 y = x2 − 2mx+m+ 12を変形すると y = (x−m)2 −m2 +m+ 12

このグラフの頂点は (m,−m2 +m+ 12)，y軸との交点の y座標はm+ 12

(1) 2次関数のグラフと x軸の正の部分が，異なる 2点で交わるから
m > 0

−m2 +m+ 12 < 0

m+ 12 > 0

ゆえに


m > 0

m < −3, 4 < m

m > −12

よって m > 4

(2) 2次関数のグラフと x軸の負の部分が，異なる 2点で交わるから
m < 0

−m2 +m+ 12 < 0

m+ 12 > 0

ゆえに


m < 0

m < −3, 4 < m

m > −12

よって −12 < m < −3

(3) 2次関数のグラフが x軸の正の部分と負の部分のそれぞれと交わる，すな
わち，グラフと y軸との交点の y座標が負であるから

m+ 12 < 0 よって m < −12
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練習 4.1 (1) sin θ =
2

3
, cos θ =

√
5

3
, tan θ =

2
√
5

(2) sin θ =
5

13
, cos θ =

12

13
, tan θ =

5

12

(3) AB =
√
32 + (

√
7)2 =

√
16 = 4 であるから

sin θ =

√
7

4
, cos θ =

3

4
, tan θ =

√
7

3

練習 4.2
　 　 　θ 30◦ 45◦ 60◦

sin θ
1

2

1
√
2

√
3

2

cos θ

√
3

2

1√
2

1

2

tan θ
1
√
3

1
√
3

練習 4.3 (1) sin 12◦ = 0.2079

(2) cos 48◦ = 0.6691

(3) tan 75◦ = 3.7321

練習 4.4 (1) sin θ =
2

5
= 0.4 三角比の表から θ ; 24◦

(2) tan θ =
1

2
= 0.5 三角比の表から θ ; 27◦

練習 4.5 右の図において

AC = ABcos 19◦

= 100× 0.9455

= 94.55 ; 95

(答) 95 (m)

　

100m

19◦

A

B

C水平方向

鉛
直
方
向
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練習 4.6 4ABCにおいて

∠BAC = 90◦ − 32◦ = 58◦

したがって

BC = AC tan 58◦ = 20× 1.6003

= 32.006 ; 32

(答) 32m

　 A

BC

20m

32◦

練習 4.7 sin2 θ + cos2 θ = 1 から

sin2 θ = 1− cos2 θ = 1−
(
1

3

)2

=
8

9

sin θ > 0 であるから sin θ =

√
8

9
=

2
√
2

3

また tan θ =
sin θ

cos θ
=

2
√
2

3
÷ 1

3
=

2
√
2

3
× 3 = 2

√
2

練習 4.8 1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
から

1

cos2 θ
= 1 + (

√
2)2 = 3

よって cos2 θ =
1

3

cos θ > 0 であるから cos θ =

√
1

3
=

1
√
3

また，tan θ =
sin θ

cos θ
から

sin θ = tan θ × cos θ =
√
2× 1√

3
=

√
2√
3
=

√
6

3

練習 4.9 (1) 28◦

(2) 12◦

(3) 67◦

練習 4.10 (1) cos 26◦

(2) sin 32◦

(3)
1

tan 7◦

279



練習 4.11 (1) r =
√
2 にとると，点 Pの座標は (−1, 1)

sin 135◦ =
1
√
2
, cos 135◦ =

−1√
2
= −

1
√
2
, tan 135◦ =

1

−1
= −1

(2) r = 2 にとると，点 Pの座標は
(
−
√
3, 1

)
sin 150◦ =

1

2
, cos 150◦ =

−
√
3

2
= −

√
3

2
, tan 150◦ =

1

−
√
3
= −

1
√
3

練習 4.12 (1) sin 140◦ = sin(180◦ − 40◦) = sin 40◦ = 0.6428

(2) cos 156◦ = cos(180◦ − 24◦) = − cos 24◦ = −0.9135

(3) tan 100◦ = tan(180◦ − 80◦) = − tan 80◦ = −5.6713

練習 4.13 (1) 原点Oを中心とする半径 1の半円上で，

y座標が

√
3

2
である点は 2つある．

求める θは右の図で∠AOPと∠AOQで

ある．よって θ = 60◦, 120◦

　

O

y

x
A

Q P

1

√
3
2

1−1

1

(2) 原点Oを中心とする半径 1の半円上で，

x座標が

√
3

2
である点は 1つある．

求める θは右の図で∠AOPである．

よって θ = 120◦

　

O

y

x

P

−1
A

1

1

1

−1
2

(3) 原点Oを中心とする半径 1の半円上で，

y座標が 0である点は 2つあり，右の図

の 2点 P，Qである．

よって θ = 0◦, 180◦

　

O

y

x
Q
−1

P
1

1
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別解 (1) 半径 2の半円上で，y座標が
√
3であ

る点は 2つある．求める θは，右の

図で∠AOPと∠AOQである．

よって θ = 60◦, 120◦

　

O

y

xA

Q P

2

√
3

(2) cos θ =
−1
2

半径 2の半円上で，x座標が−1であ
る点は 1つある．求める θは，右の

図で∠AOPである．

よって θ = 120◦

　

O

y

x

P

−1 A

2

練習 4.14 (1) 1 =
1

1
であるから，求める θは右の

図で∠AOPである．

よって θ = 45◦

　

O

y

xA1

1 √
2

P

(2) − 1√
3
=

1

−
√
3
であるから，求める θ

は右の図で∠AOPである．

よって θ = 150◦

　

O

y

x

P

−
√
3 A

2
1
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練習 4.15 sin θ =
4

5
から，0◦ < θ < 90◦または 90◦ < θ < 180◦である．

sin2 θ + cos2 θ = 1から

cos2 θ = 1− sin2 θ = 1−
(
4

5

)2

=
9

25

0◦ < θ < 90◦のとき，cos θ > 0であるから

cos θ =

√
9

25
=

3

5

tan θ =
sin θ

cos θ
=

4

5
÷ 3

5
=

4

3

90◦ < θ < 180◦のとき，cos θ < 0であるから

cos θ = −
√

9

25
= −

3

5

tan θ =
sin θ

cos θ
=

4

5
÷
(
−3

5

)
= −

4

3

練習 4.16 (1) cos θ = −1

3
から，90◦ < θ < 180◦である．

sin2 θ + cos2 θ = 1から

sin2 θ = 1− cos2 θ = 1−
(
−1

3

)2

=
8

9

90◦ < θ < 180◦のとき，sin θ > 0であるから

sin θ =

√
8

9
=

2
√
2

3

tan θ =
sin θ

cos θ
=

2
√
2

3
÷
(
−1

3

)
= −2

√
2

(2) tan θ = −2から，90◦ < θ < 180◦である．

1 + tan2 θ =
1

tan2 θ
から

1

cos2 θ
= 1 + (−2)2 = 5

よって cos2 θ =
1

5

90◦ < θ < 180◦のとき，cos θ < 0であるから

cos θ = −
√

1

5
= −

1
√
5

sin θ = tan θ × cos θ = −2×
(
− 1√

5

)
=

2
√
5
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練習 4.17 (1) 直線の傾きが 1であるから tan θ = 1

よって θ = 45◦

(2) 直線の傾きが−
√
3であるから tan θ = −

√
3

よって θ = 120◦

問題 4.1 蹴上げを x cmとすると
x

50
= tan 13◦

したがって x = 50 tan 13◦ = 50× 0.2309

= 11.545 ; 11.5 (答) 11.5(cm)

問題 4.2 三角形の内角の和は 180◦であるから

A+B + C = 180◦ ゆえに B + C = 180◦ − A

(1)
B + C

2
=

180◦ − A

2
= 90◦ − A

2

よって cos
B + C

2
= cos

(
90◦ − A

2

)
= sin

A

2

したがって sin
A

2
= cos

B + C

2

(2) sin(B + C) = sin(180◦ − A) = sinA

よって sinA = sin(B + C)
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問題 4.3 (1) sin θ =
3

4
から，0◦ < θ < 90◦または 90◦ < θ < 180◦である．

cos2 θ = 1− sin2 θ = 1−
(
3

4

)2

=
7

16

0◦ < θ < 90◦のとき，cos θ > 0であるから

cos θ =

√
7

16
=

√
7

4
,

tan θ =
sin θ

cos θ
=

3

4
÷
√
7

4
=

3
√
7

90◦ < θ < 180◦のとき，cos θ < 0であるから

cos θ = −
√

7

16
= −

√
7

4
,

tan θ =
sin θ

cos θ
=

3

4
÷

(
−
√
7

4

)
= −

3
√
7

(2) tan θ = −3から，90◦ < θ < 180◦である．

1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
から

1

cos2 θ
= 1 + (−3)2 = 10

よって cos2 θ =
1

10

90◦ < θ < 180◦のとき，cos θ < 0であるから

cos θ = −
√

1

10
= −

1
√
10

,

sin θ = tan θ × cos θ = −3×
(
− 1√

10

)
=

3
√
10

問題 4.4 y = − 1√
3
xと x軸の正の向きとなす角を αとすると

tanα = − 1√
3
ゆえに α = 150◦

y = −xと x軸の正の向きとなす角を βとすると

tan β = −1 ゆえに β = 135◦

したがって，2直線 y = − 1√
3
x，y = −xのなす鋭角 θは

θ = 150◦ − 135◦ = 15◦
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問題 4.5 sin 150◦ = sin 30◦，sin 170◦ = sin 10◦

また sin 10◦ < sin 20◦ < sin 30◦ < sin 40◦

よって sin 170◦ < sin 20◦ < sin 150◦ < sin 40◦

練習 4.18 (1) 正弦定理により
5

sin 45◦
= 2R

よって R =
5

2 sin 45◦
=

5

2· 1√
2

=
5
√
2

2

(2) 正弦定理により

√
3

sin 120◦
= 2R

よって R =

√
3

2 sin 120◦
=

√
3

2·
√
3

2

= 1

練習 4.19 正弦定理により
10

sinC
= 2·10 よって sinC =

1

2

これを満たすCは C = 30◦, 150◦

練習 4.20 (1) 正弦定理により

b

sinB
=

c

sinC
ゆえに

b

sin 30◦
=

√
2

sin 45◦

よって b =
√
2· 1

sin 45◦
· sin 30◦ =

√
2·
√
2·1
2
= 1

(2) 正弦定理により

a

sinA
=

c

sinC
ゆえに

2

sin 45◦
=

c

sin 120◦

よって b = 2· 1

sin 45◦
· sin 120◦ = 2·

√
2·
√
3

2
=

√
6

練習 4.21 ∠C = 180◦ − (135◦ + 15◦) = 30◦

正弦定理により

BC

sin 135◦
=

AB

sinC
ゆえに

BC

sin 135◦
=

200

sin 30◦

よって BC = 200· 1

sin 30◦
· sin 135◦ = 200·2· 1√

2
= 200

√
2 (答) 200

√
2 (m)
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練習 4.22 直角三角形BCDにおいて，三平方の定理により BC2 = CD2 + BD2

直角三角形ADCにおいて，∠CAD = 180◦ − A であるから

CD = b sin(180◦ − A) = b sinA よって CD2 = (b sinA)2

また AD = b cos(180◦ − A) = −b cosA
ゆえに BD = BA+ AD = c+ (−b cosA) = c− b cosA

よって BD2 = (c− b cosA)2

練習 4.23 (1) 余弦定理により b2= c2 + a2 − 2ca cosB

=(2
√
2)2 + 32 − 2·2

√
2·3 cos 45◦

=8 + 9− 2·2
√
2·3· 1√

2
= 5

b > 0 であるから b =
√
5

(2) 余弦定理により c2= a2 + b2 − 2ab cosC

=32 + 52 − 2·3·5 cos 120◦

=9 + 25− 2·3·5·
(
−1

2

)
= 49

c > 0 であるから c = 7

練習 4.24 余弦定理により

AB2 = BC2 + CA2 − 2·BC·CAcos 60◦

= 402 + 502 − 2·40·50·1
2
= 2100

AB > 0であるから AB =
√
2100 = 10

√
21 (答) 10

√
21 (m)

練習 4.25 (1) 余弦定理により

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
=

12 + (2
√
3)2 − (

√
7)2

2·1·2
√
3

=

√
3

2

よって A = 30◦

(2) 余弦定理により

cosB =
c2 + a2 − b2

2ca
=

(
√
2)2 + 12 − (

√
5)2

2·
√
2·1

=
−2
2
√
2
= − 1√

2

よって B = 135◦
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練習 4.26 cosA =
b2 + c2 − a2

2bc

(1) b2 = 18, c2 = 49, a2 = 81 であるから b2 + c2 < a2

よって Aは鈍角

(2) b2 = 6, c2 = 4, a2 = 7 であるから b2 + c2 > a2

よって Aは鋭角

練習 4.27 余弦定理により

b2 = (
√
3 + 1)2 + (

√
2)2 − 2(

√
3 + 1)·

√
2 cos 45◦

= (3 + 2
√
3 + 1) + 2− 2

√
2(
√
3 + 1)· 1√

2
= 4

b > 0 であるから b = 2

正弦定理により

√
2

sinA
=

2

sin 45◦
よって sinA =

√
2

2
× 1√

2
=

1

2

A+ C = 135◦ より，A < 135◦ であるから A = 30◦

したがって C = 180◦ − (30◦ + 45◦) = 105◦

(答) b = 2，A = 30◦，C = 105◦

A B

C

45◦A

C

√
2

√
3 + 1

b

深化 4.1 A = 135◦とすると，A+ C = 135◦ + 60◦ = 195◦となり，180◦より大きくなっ
てしまうから．

練習 4.28 正弦定理により a : b : c = sinA : sinB : sinC

が成り立つから a : b : c = 8 : 7 : 13

このとき，正の数 kを用いて，次のように表すことができる．

a = 8k, b = 7k, c = 13k

cが最大の辺であるから，Cが最大の角である．

余弦定理により

cosC =
(8k)2 + (7k)2 − (13k)2

2·8k·7k
=
−56k2

2·8k·7k
= −1

2

よって，最大の角の大きさは C = 120◦
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練習 4.29 (1) S =
1

2
bc sinA =

1

2
·10·8 sin 45◦ = 1

2
·10·8· 1√

2
= 20

√
2

(2) S =
1

2
ca sinB =

1

2
·5·6 sin 150◦ = 1

2
·5·6·1

2
=

15

2

(3) S =
1

2
a·a sin 60◦ = 1

2
·a·a·
√
3

2
=

√
3

4
a2

練習 4.30 (1) 余弦定理から cosA =
52 + 72 − 82

2·5·7
=

10

2·5·7
=

1

7

sinA > 0 であるから sinA =

√
1−

(
1

7

)2

=

√
48

49
=

4
√
3

7

よって S =
1

2
bc sinA =

1

2
·5·7·4

√
3

7
= 10

√
3

(2) 余弦定理から cosA =
142 + 152 − 132

2·14·15
=

252

2·14·15
=

3

5

sinA > 0 であるから sinA =

√
1−

(
3

5

)2

=

√
16

25
=

4

5

よって S =
1

2
bc sinA =

1

2
·14·15·4

5
= 84

288



練習 4.31 4ABCに余弦定理を使うと

AC2 = 52 + 42 − 2·5·4 cos 60◦ = 25 + 16− 20 = 21

AC > 0であるから AC =
√
21

四角形ABCDは円に内接するから

∠D = 180− 60◦ = 120◦

AD = xとして，4ACDに余弦定理を使うと

AC2 = CD2 +AD2 − 2·CD·ADcos∠D

よって 21 = 42 + x2 − 2·4·x cos 120◦

整理すると x2 + 4x− 5 = 0

これを解くと x = 1,−5

x > 0であるから x = 1 すなわち AD = 1

したがって，四角形ABCDの面積を Sは

S = 4ABC +4ACD

=
1

2
·5·4 sin 60◦ + 1

2
·1·4 sin 120◦

= 5
√
3 +
√
3 = 6

√
3

A

B C

D

5

4

4

x

60◦
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練習 4.32 余弦定理により cosA =
32 + 22 − 42

2·3·2
= −1

4

sinA > 0 であるから sinA =

√
1−

(
−1

4

)2

=

√
15

4

4ABCの面積を Sとすると

S =
1

2
·3·2·
√
15

4
=

3
√
15

4

また S =
1

2
r(4 + 3 + 2) =

9

2
r

よって，
9

2
r =

3
√
15

4
から r =

√
15

6

演習 4.1 2s = 7 + 8 + 13 から s = 14

よって S =
√

14(14− 7)(14− 8)(14− 13) =
√
14·7·6·1 = 14

√
3

練習 4.33 ∠AHB = 180◦ − (60◦ + 75◦) = 45◦

4ABHに正弦定理を使うと
BH

sin 60◦
=

100

sin 45◦

よって BH = 100· 1

sin 45◦
· sin 60◦ = 100·

√
2·
√
3

2
= 50

√
6

求める気球の高さは PH = BH tan 30◦ = 50
√
6· 1√

3
= 50

√
2 (m)

練習 4.34 三平方の定理により

DE2 = AE2 +AD2 = 32 + 42 = 25

EG2 = EF2 + FG2 = 62 + 42 = 52

DG2 = CG2 + CD2 = 32 + 62 = 45

4DEGに余弦定理を使うと

cos∠DEG =
DE2 + EG2 −DG2

2·DE·EG
=

25 + 52− 45

2·
√
25
√
52

=
32

2·5·2
√
13

=
8

5
√
13

sin∠DEG > 0であるから

sin∠DEG =

√
1−

(
8

5
√
13

)2

=
3
√
29

5
√
13

したがって S =
1

2
·5·2
√
13·3
√
29

5
√
13

= 3
√
29
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演習 4.2 頂点Pから4ABCに垂線PHを下ろすと，4PAH，4PBH，4PCHはいずれ
も直角三角形で

PA = PB = PC, PHは共通

であるから，これらの直角三角形は合同である．

よって AH = BH = CH

したがって，Hは4ABCの外接円の中心である．

AHは4ABCの外接円の半径であるから，正弦定理より

4

sin 60◦
= 2AH すなわち AH =

4

2 sin 60◦
=

4√
3

よって PH =
√
PA2 − AH2 =

√
32 −

(
4√
3

)2

=

√
11

3

4ABCの面積を Sとすると S =
1

2
·4·4 sin 60◦ = 4

√
3

よって V =
1

3
·S·PH =

1

3
·4
√
3·
√

11

3
=

4
√
11

3
P

A

B

C

H

3

4

問題 4.6 正弦定理により a : b = sinA : sinB = 7 : 3

よって sinB =
3

7
sin 60◦ =

3

7
×
√
3

2
=

3
√
3

14
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問題 4.7 (1) 4ABCに余弦定理を使うと

BC2 = 32 + 42 − 2·3·4 cos 60◦ = 13

BC > 0 であるから BC =
√
13

よって BM =
1

2
BC =

√
13

2

(2) 4ABCに余弦定理を使うと

cosB =
42 + (

√
13)2 − 32

2·4·
√
13

=
5

2
√
13

(
=

5
√
13

26

)

(3) 4ABMに余弦定理を使うと

AM2 = AB2 + BM2 − 2AB·BMcosB

= 42 +

(√
13

2

)2

− 2·4·
√
13

2
· 5

2
√
13

=
37

4

AM > 0 であるから AM =

√
37

4
=

√
37

2

解説 ∠AMB = θとすると，∠AMC = 180◦ − θ．4ABMおよび4AMCに余弦定理
を適用すると，MC = BMより

AB2 = AM2 + BM2 − 2AM·BMcos θ (1)

AC2 = AM2 +MC2 − 2AM·MCcos(180◦ − θ)

= AM2 + BM2 + 2AM·BMcos θ (2)

(1)，(2)の辺々を加えると，次の定理を得る．

中線定理� �
AB2 + AC2 = 2(AM2 + BM2)� �

別解 中線定理に，AB = 4, AC = 3および (1)の結果を代入すると

16 + 9 = 2

(
AM2 +

13

4

)
ゆえに AM2 =

37

4

AM > 0 であるから AM =

√
37

4
=

√
37

2
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補足 中線定理と同様に，次も重要な公式である．

三角形の角の二等分線に関する公式� �
4ABCの∠Aの二等分線と辺BCとの交点をDとすると

AD2 = AB·AC − BD·DC (5.2)� �
証明 右下の図のように4ABCの外接円とADの延長との交点を Eとする．

A

B CD D

A

B C

E
4ABD S4AECより

AB : AD = AE : AC ゆえに AB·AC = AD·AE

AE = AD+DEより

AB·AC = AD(AD + DE) = AD2 +AD·DE

方べきの定理により，AD·DE = BD·DCであるから

AB·AC = AD2 + BD·DC よって AD2 = AB·AC− BD·DC 証終

問題 4.8 (1) この平行四辺形の面積は，4ABDの面積の 2倍である．

2×
(
1

2
·4·6 sin 60◦

)
= 24·

√
3

2
= 12

√
3

(2) 円の中心と正十二角形の各頂点を結ぶと，面積の等しい 12個の二等辺三角
形ができる．

この二等辺三角形の頂角は 30◦である．

よって，正十二角形の面積は

12×
(
1

2
·2·2 sin 30◦

)
= 24·1

2
= 12
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問題 4.9 4AEFに余弦定理を使うと

EF2 = AE2 +AF2 − 2AE·AFcos 60◦

= 32 + 22 − 2·3·2·1
2
= 7

EF > 0 であるから EF =
√
7

4AECに余弦定理を使うと

EC2 = AE2 +AC2 − 2AE·ACcos 60◦

= 32 + 62 − 2·3·6·1
2
= 27

EC > 0 であるから EC =
√
27 = 3

√
3

4ACFに余弦定理を使うと

FC2 = AC2 +AF2 − 2·AC·AFcos 60◦

= 62 + 22 − 2·6·2·1
2
= 28

FC > 0 であるから FC =
√
28 = 2

√
7

4EFCに余弦定理を使うと

cos∠EFC =
EF2 + FC2 − EC2

3·EF ·FC
=

7 + 28− 27

2·
√
7·2
√
7

=
2

7

sin∠EFC > 0であるから

sin∠EFC =

√
1−

(
2

7

)2

=
3
√
5

7

よって S =
1

2
·EF·FC sin∠EFC =

1

2
·
√
7·2
√
7·3
√
5

7
= 3

√
5

294



問題 4.10 (1) 4ABCにおいて，正弦定理により sinA =
a

2R

これを S =
1

2
bc sinAに代入すると S =

abc

4R

(2) 4ABCにおいて，正弦定理により

sinA =
a

2R
, sinB =

b

2R
, sinC =

c

2R

すなわち a = 2R sinA, b = 2R sinB, c = 2R sinC

これらを S =
1

2
r(a+ b+ c)に代入すると

S =
1

2
r(2R sinA+ 2R sinB + 2R sinC)

したがって S = Rr(sinA+ sinB + sinC)

章末 4.1 (1) BH = x (m) とすると

PH = x tan 60◦ =
√
3x

PH = (x+ 10) tan 45◦ = x+ 10

であるから
√
3x = x+ 10

よって (
√
3− 1)x = 10

x =
10√
3− 1

=
10(
√
3 + 1)

(
√
3− 1)(

√
3 + 1)

=
10(
√
3 + 1)

2
= 5(
√
3 + 1)

(答) 5(
√
3 + 1) m

(2) PH = x+ 10 = 5(
√
3 + 1) + 10 = 5(

√
3 + 3)

(答) 5(
√
3 + 3) m
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章末 4.2 (2) 対角線BEと線分AHの交点を Fとする．

正五角形の１つの内角の大きさは

180◦ × 3÷ 5 = 108◦

∠ABEは，二等辺三角形ABEの底角であるから

∠ABE = (180◦ − 108◦)÷ 2 = 36◦

よって，直角三角形ABFにおいて

BF = AB× cos 36◦ = 10× 0.8090 = 8.09

したがって

BE = 2BF = 2× 0.809 = 16.18 ; 16.2

(2) 直角三角形ACHにおいて

∠ACH = 108◦ − 36◦ = 72◦

CH =
1

2
CD =

1

2
× 10 = 5

よって AH=CH tan 72◦ = 5× 3.0777

=15.3885 ; 15.4

　
A

B

C H D

E

補足 正五角形は円に内接するから，その中心をOとすると

∠COD = 360◦ × 1

5
= 72◦ ゆえに ∠CAD = ∠COD× 1

2
= 36◦

∠CAH = ∠CAD× 1

2
= 36◦ × 1

2
= 18◦ より ∠ACH = 90◦ − 18◦ = 72◦

章末 4.3 (1) 頂点Cから辺ABに垂線CDを下ろすと

BD = 1, CD = AD =
√
3

よって AB = AD+DB =
√
3 + 1

(2) 4ABCに正弦定理を使うと
√
3 + 1

sin 75◦
=

2

sin 45◦
よって sin 75◦ =

√
3 + 1

2
√
2

=

√
6 +

√
2

4

AC =
√
6であるから，4ABCに余弦定理を使うと

cos 75◦ =
22 + (

√
6)2 − (

√
3 + 1)2

2·2·
√
6

=
6− 2

√
3

4
√
6

=

√
6 −

√
2

4
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章末 4.4 OA = a，OB = b，OC = c，OD = dとおくと

4ODA =
1

2
da sin θ

4OAB =
1

2
ab sin(180◦ − θ) =

1

2
ab sin θ

4OBC =
1

2
bc sin θ

4OCD =
1

2
cd sin(180◦ − θ) =

1

2
cd sin θ

したがって，四角形ABCDの面積 Sは

S = 4ODA+4OAB+4OBC +4OCD

=
1

2
da sin θ +

1

2
ab sin θ +

1

2
bc sin θ +

1

2
cd sin θ

=
1

2
(da+ ab+ bc+ cd) sin θ

=
1

2
(a+ c)(b+ d) sin θ =

1

2
pq sin θ

章末 4.5 4ABCの面積は

4ABC =
1

2
·AB·ACsin 120◦ =

1

2
·8·4·
√
3

2
= 8
√
3

また，AD = xとすると

4ABD =
1

2
·AB·ADsin 60◦ =

1

2
·8·x·
√
3

2
= 2
√
3x

4ADC =
1

2
·AC·ADsin 60◦ =

1

2
·4·x·
√
3

2
=
√
3x

4ABD+4ADC = 4ABCより 2
√
3x+

√
3x = 8

√
3 よって x =

8

3

別解 4ABCに余弦定理を適用すると BC2 = 82 + 42 − 2·8·4 cos 120◦ = 16·7

293ページ公式 5.2

AD2 = AB·AC− BD·DC

にAB = 4，AC = 3，AD =
2

3
BC，DB =

1

3
BCを代入すると

AD2 = 4·8− 2

9
BC2 = 32− 2

9
·16·7 =

64

9

AD > 0 であるから AD =
8

3
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章末 4.6 4ABCにおいて，正弦定理により

2
√
3

sinB
=

2

sin 30◦

よって sinB = 2
√
3× 1

2
× 1

2
=

√
3

2

これを満たすBは B = 60◦, 120◦

B = 60◦ のとき

A = 180◦ − (60◦ + 30◦) = 90◦

4ABCは A = 90◦ の直角三角形であるから，

三平方の定理により

a =
√
(2
√
3)2 + 22 =

√
16 = 4

B = 120◦ のとき

A = 180◦ − (120◦ + 30◦) = 30◦

4ABCは AB = BC の二等辺三角形であるから

a = c = 2

(答) a = 4，A = 90◦，B = 60◦ または a = 2，A = 30◦，B = 120◦
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章末 4.7 ∠B = θとおくと

4ABCに余弦定理を使うと

AC2 = BA2 + BC2 − 2·BA·BCcos θ

= 52 + 42 − 2·5·4 cos θ
= 41− 40 cos θ

4ACDに余弦定理を使うと

AC2 = DA2 +DC2 − 2·DA·DCcos(180◦ − θ)

= 22 + 42 − 2·2·4(− cos θ)

= 20 + 16 cos θ

41− 40 cos θ = 20 + 16 cos θ より cos θ =
21

56
=

3

8

sin θ > 0であるから sin θ =

√
1−

(
3

8

)2

=

√
55

8

よって，四角形ABCDの面積 Sは

S =
1

2
·BC·BA sin θ +

1

2
·DA·DCsin(180◦ − θ)

=
1

2
·4·5·
√
55

8
+

1

2
·2·4·
√
55

8
=

7
√
55

4

別解 302ページのブラーマグプタの公式 (5.3) を用いると

2s = a+ b+ c+ dのとき S =
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

であるから，2s = 5 + 4 + 4 + 2 より，s =
15

2

S =

√(
15

2
− 5

)(
15

2
− 4

)(
15

2
− 4

)(
15

2
− 2

)
=

√
5

2
·7
2
·7
2
·11
2

=
7
√
55

4

補足 d = 0のとき，ブラーマグプタの公式はヘロンの公式になる．
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章末 4.8 (1) 三平方の定理により

PQ =
√

PB2 + BQ2 =
√
42 + 22 =

√
20 = 2

√
5

FP =
√
PB2 + BF2 =

√
42 + 62 =

√
52 = 2

√
13

FQ =
√

BQ2 + BF2 =
√
22 + 62 =

√
40 = 2

√
10

よって，4PFQに余弦定理を適用して

cos∠PQF =
PQ2 + FQ2 − FP2

2·PQ·FQ
=

20 + 40− 52

2·2
√
5·2
√
10

=

√
2

10

sin∠PQF > 0であるから

sin∠PQF =

√√√√1−

(√
2

10

)2

=
7
√
2

10

したがって，4PFQの面積 Sは

S =
1

2
·PQ·FQ· sin∠PQF =

1

2
·2
√
5·2
√
10·7
√
2

10
= 14

(2) 4BPFを底面とし，BQを高さとする三角錐と，4PFQを底面とし，BK

を高さとする三角錐は同じ立体であるから，体積は等しい．

よって
1

3
×4BPF× BQ =

1

3
×4PFQ× BK

すなわち
1

3
× 1

2
·4·6× 2 =

1

3
× 14× BK

したがって BK =
12

7
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章末 4.9 (1) 頂点Aから4BCDに垂線AHを下ろす．

4ABH，4ACH，4ADHはいずれも直角三角形で

AB = AC = AD, AHは共通

であるから，これらの直角三角形は合同である．

よって BH = CH = DH

であるから，Hは4BCDの外接円の中心であり，BHは4BCDの外接円
の半径である．正弦定理により

1

sin 60◦
= 2BH すなわち BH =

1

2 sin 60◦
=

1√
3

よって AH =
√
AB2 − BH2 =

√
12 −

(
1√
3

)2

=

√
2

3

4BCDの面積 Sは S =
1

2
·12· sin 60◦ =

√
3

4

したがって V =
1

3
·S·AH =

1

3
·
√
3

4
·
√

2

3
=

√
2

12

(2) V = 4V ′であるから

√
2

12
= 4V ′

よって V ′ =

√
2

48

(3) 4BCD× r = 3V ′であるから

√
3

4
·r = 3·

√
2

48
よって r = 3·

√
2

48
· 4√

3
=

√
6

12
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トレミーの定理とブラマーグプタの公式
トレミーの定理とブラマーグプタの公式に関連する周辺公式を解説する．� �
円に内接する四角形ABCDにおいて，

AB = a, BC = b, CD = c, DA = d,

AC = x, BD = y

とすると，次が成り立つ．

　

y
x

A
D

B C

a

b

c

d

E

(1) cosA =
d2 + a2 − b2 − c2

2(da+ bc)
， cosB =

a2 + b2 − c2 − d2

2(ab+ cd)

(2) x2 =
(ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd
， y2 =

(bd+ ca)(ba+ cd)

bc+ da

(3) xy = ac+ bd (トレミーの定理) 　

(4) 2s = a + b + c + dとすると，四角形ABCDの面積を S，外接円の半径をR

とすると (ブラマーグプタの公式)

S =
√
(s− a)(s− b)(s− c)(s− d) (5.3)

R =

√
(ab+ cd)(ac+ bd)(ad+ bc)

4S

(5) ACとBDの交点を Eとするとき

EA : EB : EC : ED = da : ab : bc : cd

(6) θ = ∠AEDとするとき

cos θ =
a2 + c2 − b2 − d2

2(ac+ bd)� �
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証明 (1) 余弦定理により

y2 = d2 + a2 − 2da cosA

y2 = b2 + c2 − 2bc cosC

このとき，cosC = − cosAであるから

d2 + a2 − 2da cosA = b2 + c2 + 2bc cosA

　

y
x

A
D

B C

a

b

c

d

よって cosA =
d2 + a2 − b2 − c2

2(da+ bc)

上式から cosB =
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab+ cd)

補足 cosBは cosAの結果を a→ b, b→ c, c→ d, d→ aとすればよい．

(2) 余弦定理により x2 = a2 + b2 − 2ab cosB

これに (1)の結果を代入すると

x2 = a2 + b2 − 2ab× a2 + b2 − c2 − d2

2(ab+ cd)
=

(ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd

上式から y2 =
(bd+ ca)(ba+ cd)

bc+ da

(3) (2)の結果から x2y2 = (ac+ bd)2 よって xy = ac+ bd

(4) (1)の結果から

1 + cosA =
(a+ d)2 − (b− c)2

2(ad+ bc)
=

(a+ b− c+ d)(a− b+ c+ d)

2(ad+ bc)

1− cosA =
−(a− d)2 + (b+ c)2

2(ad+ bc)
=

(a+ b+ c− d)(−a+ b+ c+ d)

2(ad+ bc)

したがって sin2A = (1 + cosA)(1− cosA)

=
(2s− 2a)(2s− 2b)(2s− 2c)(2s− 2d)

4(ad+ bc)2

=
4(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

(ad+ bc)2

sinA = sinCより S =
1

2
ad sinA+

1

2
bc sinC =

1

2
(ad+ bc) sinA

=
1

2
(ad+ bc)×

2
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

ad+ bc

=
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

303



y =

√
(ab+ cd)(ac+ bd)

ad+ bc
，sinA =

2S

ad+ bc
であるから，正弦定理により

R =
y

2 sinA
=

√
(ab+ cd)(ac+ bd)(ad+ bc)

4S

(5) 4EDA S4ECB より EA : EB = ED : EC = d : b

4EAB S4EDC より EA : ED = EB : EC = a : c

よって EA : EB : EC : ED = da : ab : bc : cd

(6) (2)，(3)，(5)の結果から

AE2 =

(
ad

ad+ bc
x

)2

=
a2d2

(ad+ bc)2
× (ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd
=

a2d2(ac+ bd)

(ad+ bc)(ab+ cd)
,

ED2 =

(
cd

ab+ cd
y

)2

=
c2d2

(ab+ cd)2
× (ab+ cd)(ac+ bd)

ad+ bc
=

c2d2(ac+ bd)

(ad+ bc)(ab+ cd)
,

AE·ED =
ad

ad+ bc
x× cd

ab+ cd
y =

acd2xy

(ad+ bc)(ab+ cd)
=

acd2(ac+ bd)

(ad+ bc)(ab+ cd)

これらを 2AE·EDcos θ = AE2 + ED2 − d2に代入して整理すると

2acd2(ac+ bd)

(ad+ bc)(ab+ cd)
cos θ =

acd2

(ad+ bc)(ab+ cd)
(a2 + c2 − b2 − d2)

よって cos θ =
a2 + c2 − b2 − d2

2(ac+ bd)

(4)の別解 (6)の結果から

1 + cos θ =
(a+ c)2 − (b− d)2

2(ac+ bd)
=

(a− b+ c+ d)(a+ b+ c− d)

2(ac+ bd)

1− cos θ =
(b+ d)2 − (a− c)2

2(ac+ bd)
=

(−a+ b+ c+ d)(a+ b− c+ d)

2(ac+ bd)

2s = a+ b+ c+ d であるから

sin2 θ = (1 + cos θ)(1− cos θ)

=
(2s− 2a)(2s− 2b)(2s− 2c)(2s− 2d)

4(ac+ bd)2

=
4(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

(ac+ bd)2

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2
xy sin θ =

1

2
(ac+ bd)×

2
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

ac+ bd

=
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)
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補足 たとえば，(1)，(6)から得られた

cos∠ABC =
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab+ cd)

cos∠BEC =
a2 + c2 − b2 − d2

2(ac+ bd)

の符号から，これらの角の大きさに関する次
の性質が分かる．

　 A
D

B C

a

b

c

d

E

i)


∠ABCが鋭角 ⇐⇒ a2 + b2 > c2 + d2

∠ABCが直角 ⇐⇒ a2 + b2 = c2 + d2

∠ABCが鈍角 ⇐⇒ a2 + b2 < c2 + d2

ii)


∠BECが鋭角 ⇐⇒ a2 + c2 > b2 + d2

∠BECが直角 ⇐⇒ a2 + c2 = b2 + d2

∠BECが鈍角 ⇐⇒ a2 + c2 < b2 + d2

d = 0とすると，四角形ABCDは三角形ABCに退化し，∠ABC = B，

∠BEC = Aとなり，cosB，cosAは余弦定理に一致する．

また，i)，ii)から，三角形ABCにおける関係式を得る．

同様に，ブラマーグプタの公式

S =
√
(s− a)(s− b)(s− c)(s− d) (2s = a+ b+ c+ d)

において，d = 0とすると，次のヘロンの公式を得る．

S =
√
s(s− a)(s− b)(s− c) (2s = a+ b+ c)
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練習 5.1 (1) (24 + 27)÷ 2 = 25.5 (◦C)

(2) 10 + 9 + 1 = 20 (日)

(3) 21◦C以上 24◦C未満

練習 5.2 (1)
階級 (m) 度数 (人)

11以上 13未満 1

13 ～ 15 5

15 ～ 17 7

17 ～ 19 4

19 ～ 21 2

21 ～ 23 1

計 20

(2) 　

11 13 15 17 19 21 23 (m)
0

2

4

6

8

(人)

練習 5.3
1

7
(400 + 410 + 420 + 390 + 430 + 450 + 440) =

1

7
× 2940 = 420 (分)

練習 5.4 度数が最も大きい階級は，21◦C以上 24◦C 未満である．

最頻値はこの階級の階級値であるから

21 + 24

2
= 22.5 (◦C)

練習 5.5 このデータを小さい順に並べると

31, 35, 38, 41, 43, 49, 51, 56

よって，このデータの中央値は

41 + 43

2
= 42 (kg)
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練習 5.6 A市のデータの範囲は 14− 4 = 10 (日)

B市のデータの範囲は 22− 6 = 16 (日)

よって，データの散らばりの度合いが大きいと考えられるのはB市である．

練習 5.7 データA Q3 = 55, Q1 = 32

よって 四分位範囲は 55− 32 = 23

データB Q3 = 54, Q1 = 39

よって 四分位範囲は 54− 39 = 15

したがって，データの散らばりの度合いが大きいと考えられるのはAである．

深化 5.1 例 1 損をしたくないので散らばりの小さいBの店で買いたい．

例 2 少し小さいパンになる可能性もあるけど，大きいパンになる可能性もある
ので，Aの店で買いたい．
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練習 5.8 (1) 数学，英語，国語の各データを値の大きさの順に並べると

数学 30, 35, 46, 50, 58, 63, 63, 68, 86, 91

英語 52, 59, 65, 70, 75, 75, 78, 82, 88, 90

国語 58, 60, 63, 66, 68, 70, 73, 75, 79, 80

よって，それぞれのデータの最小値，第 1四分位数，中央値，第 3四分位
数，最大値は，順に

数学 30, 46,
58 + 63

2
= 60.5, 68, 91

英語 52, 65, 75, 82, 90

国語 58, 63,
68 + 70

2
= 69, 75, 80

したがって，箱ひげ図は次のようになる．

30 40 50 60 70 80 90

数学

英語

国語

(2) (1)の箱ひげ図から，データの散らばりの度合いが最も大きいと考えられ
るのは数学である．

練習 5.9 Q1 = 40，Q3 = 60であるから，四分位範囲は Q3 −Q1 = 20

したがって Q1 − 1.5× (Q3 −Q1) = 40− 1.5× 20 = 10

Q3 + 1.5× (Q3 −Q1) = 60 + 1.5× 20 = 90

よって，四分位範囲を利用して外れ値を調べると，最小値 29は外れ値ではな
く，最大値 92は外れ値である．
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練習 5.10 　
x 6 10 7 7 5 4 9 10 5 7 計 70

(x− x)2 1 9 0 0 4 9 4 9 4 0 計 40

平均値 x x =
1

10
× 70 = 7

分散 s2は s2 =
1

10
× 40 = 4

標準偏差 sは s =
√
4 = 2 (点)

練習 5.11 　
x 5 3 6 8 5 8 5 4 6 5 計 55

(x− x)2 25 9 36 64 25 64 25 16 36 25 計 325

x =
1

10
× 55 = 5.5, x2 =

1

10
× 325 = 32.5

よって，分散 s2は s2 = x2 − (x)2 = 32.5− 5.52 = 2.25

標準偏差 sは s =
√
2.25 = 1.5

演習 5.1 平均値 1.8× 15.0 + 32 = 27.0 + 32 = 59.0 (◦F)

分散 1.82 × 9.0 = 29.16

標準偏差 1.8×
√
9.0 = 1.8× 3.0 = 5.4 (◦F)

演習 5.2 (1) 変量 uのデータ，変量 u2のデータの値は，それぞれ次のようになる．

u 1 0 −2 3 1 0 計 3

u2 1 0 4 9 1 0 計 15

u =
1

6
× 3 =

1

2
= 0.5, u2 =

1

6
× 15 =

5

2

よって，変量 uのデータの分散は

su
2 = u2 − (u)2 =

5

2
−
(
1

2

)2

=
9

4

変量 uのデータの標準偏差は su =

√
9

4
=

3

2
= 1.5

(2) x = x0 + cu，c = 10，x0 = 740であるから

変量 xの平均値は x = 740 + 10× 0.5 = 745

変量 xのデータの標準偏差は sx = 10× 1.5 = 10
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練習 5.12 (1) 　

(2) 負の相関があると考えられる．

練習 5.13
18.22

4.40× 4.71
= 0.879 · · · ; 0.88

練習 5.14 Aの得点を x，Bの得点を yとすると

x =
1

6
× 30 = 5, y =

1

6
× 24 = 4

x y x− x y − y (x− x)(y − y) (x− x)2 (y − y)2

1© 5 4 0 0 0 0 0

2© 7 1 2 −3 −6 4 9

3© 5 3 0 −1 0 0 1

4© 4 5 −1 1 −1 1 1

5© 3 9 −2 5 −10 4 25

6© 6 2 1 −2 −2 1 4

計 30 24 −19 10 40

上の表から，xと yの相関係数は

−19√
10× 40

= −19

20
= −0.95

よって，Aの得点とBの得点には強い負の相関があると考えられる．

練習 5.15 (1)
合 否 計

B：有 37 10 47

B：無 14 39 53

計 51 49 100

(2)
合 否

A：有 79% 21%

A：無 26% 74%
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深化 5.2 使用している受験者の合格する割合が多いことから，Bの方がより影響を及ぼ
している．

演習 5.3 回帰直線を引くことによって，たとえば，170cmの人のおおよその体重を予測
することができる．

練習 5.16 ［1］ 以前よりおいしくなったと評価されている．

と判断してよいかを考察するために，次の仮説を立てる．

［2］ どちらの解答も全くの偶然で起こる

主張［1］が正しいと判断してよいかを，基準となる確率を0.05として考察する．

コイン投げの実験結果を利用すると，コインを 20回投げて 15回以上出る場合
の相対度数は

3 + 0 + 1

200
=

4

200
= 0.02

これは 0.05より小さいから，［2］の仮説が正しくなかったと考えられる．

よって，［1］の主張は正しい，すなわち，水道水は以前に比べておいしくなっ
たと評価されていると判断してよい．

演習 5.4 ［1］ 表が出やすい

と判断してよいかを考察するために，次の仮定を立てる．

［2］ このコインの表が出る確率は
1

2
である

主張［1］が正しいと判断できるかを，基準となる確率を 0.05として考察する．

1枚のコインを 6回投げて，5回以上表が出る確率は

6C5

(
1

2

)5

·1
2
+

(
1

6

)6

=
7

64
= 0.109375

これは 0.05より大きいから，［2］の仮定は否定できない．

よって，［1］の主張は正しいとは判断できない．

すなわち，このコインは表が出やすいとは判断できない．
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問題 5.1 (1) 1回目のデータの平均値は

1

10
(1 + 1 + 2 + 4 + 7 + 8 + 8 + 9 + 10 + 10) =

1

10
× 60 = 6 (点)

(2) 1回目のデータを値の小さい方から順に並べたとき

5番目の値は 7, 6番目の値は 8

である．よって，1回目のデータの中央値は

7 + 8

2
=

15

2
= 7.5 (点)

(3) 1回目のデータの平均値は，(1)より 6 (点)

2回目のデータの平均値は

1

10
(2 + 3 + 4 + 4 + 5 + 5 + 6 + 6 + 7 + 8) =

1

10
× 50＝ 5 (点)

1回目のデータを x，2回目のデータを yとする．

x y x− x y − y (x− x)(y − y) (x− x)2 (y − y)2

1© 1 2 −5 −3 15 25 9

2© 1 4 −5 −1 5 25 1

3© 2 3 −4 −2 8 16 4

4© 4 5 −2 0 0 4 0

5© 7 4 1 −1 −1 1 1

6© 8 5 2 0 0 4 0

7© 8 6 2 1 2 4 1

8© 9 7 3 2 6 9 4

9© 10 6 4 1 4 16 1

10© 10 8 4 3 12 16 9

計 60 50 51 120 30

上の表から相関係数は

51√
120× 30

=
51

60
= 0.85
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問題 5.2
1

5
(2 + 3 + a+ 8 + 12) = 6 これを解いて a = 5

データ xの値と偏差の 2乗の値は，次の表のようになる．

x 2 3 5 8 12 計 30

(x− x)2 16 9 1 4 36 計 66

したがって，分散は
1

5
× 66 = 13.2

別解
x 2 3 5 8 12 計 30

x2 4 9 25 64 144 計 246

よって x2 − (x)2 =
246

5
− 62 = 13.2

問題 5.3 (1) Bのテストの中央値が 80点より大きいから，Bのテストでは，半数以上の
生徒が 80点以上であったといえる．

よって，条件を満たすテストは　B

(2) 40点以下の生徒がいたテストはA，C，Dの 3つ．このうち，Aは箱の下

端，すなわち第 1四分位数が 40点より小さいから，
1

4
以上，すなわち，75

人以上の生徒が 40点以下であるといえる．

また，Cについては，中央値や第 3四分位数が 40点より小さいから，これ
も 75人以上の生徒が 40点以下であるといえる．

Dは第 1四分位数が 40点より大きいから，40点以下の生徒は 75人未満で
あるといえる．

よって，条件を満たすテストは　D
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章末 5.1 (1) 170cm以上 174cm未満，174cm以上 178cm未満，178cm以上 182cm未満
の各階級の度数を足し合わせて

16 + 7 + 1＝ 24 (人)

(2) ヒストグラム [1]から，データの最小値，第 1四分位数，中央値，第 3四分
位数，最大値が入る階級は次のようになることがわかる。

最小値 158cm以上 162cm未満 · · · (a)
第 1四分位数 166cm以上 170cm未満 · · · (b)
中央値 170cm以上 174cm未満 · · · (c)
第 3四分位数 170cm以上 174cm未満 · · · (d)
最大値 178cm以上 182cm未満 · · · (e)

箱ひげ図 1©は，(c)に矛盾する．

箱ひげ図 3©は，(d)に矛盾する．

箱ひげ図 2©は，(a)～(e)のどれにも矛盾しない．

よって，矛盾する箱ひげ図は　 1©， 3©

章末 5.2 データを大きさの順に並べると，次のようになる．

35, 37, 38, 46, 48, 54, 57

(1) 平均値
1

7
(35 + 37 + 38 + 46 + 48 + 54 + 57) =

1

7
× 315 = 45 (点)

中央値 46 (点)

x 35 37 38 46 48 54 57 計 315

(x− x)2 100 64 49 1 9 81 144 計 448

上の表から，分散
1

7
× 448 = 64

(2) 全員の得点に 10点ずつ足したとき，データの値の総和は 10× 7(点)増加す
る。よって，平均値は

1

7
× (315 + 10× 7) = 1/7× 385 = 55 (点)

全員の得点に 10点ずつ足したとき，データの各値も平均値も 10点だけ増
加するから，偏差はもとのデータと変わらない．

したがって，分散は 64

章末 5.3 散布図より，変量 xのデータをヒストグラムで表したとき，度数が最も大きい
階級は 40以上 60未満である．

よって，xのとる値についてのヒストグラムは 3©

また，散布図より，xと yの相関係数は−0.8に近い．
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章末 5.4 A： 2©，B： 3©，C： 1©

章末 5.5 (1)
1

25
(4× 10 + 9× 15) =

1

25
× 175 = 7

(2) 10個の値の 2乗の平均値を aとすると

a− 42 = 14 ゆえに a = 30

のこりの 15個の値の 2乗の平均を bとすると

b− 92 = 19 ゆえに b = 100

よって，25個の値の 2乗の和は

a× 10 + b× 15 = 30× 10 + 100× 15 = 1800

したがって，25個の値の分散は

1800

25
− 72 = 72− 49 = 23

章末 5.6 (1) 種子Bの発芽する確率は種子Aと変わらないという仮定を立てる．このと

き，必要となる実験は，確率が
2

3
であるような実験である．公正なコイン

を投げて表が出る確率は
1

2
であるからこの仮定のための実験にはならない．

(2) ［1］ 種子Bの発芽する確率は種子Aに比べて高い

と判断してよいかを考察するために次の仮定をたてる．

［2］ 種子Bの発芽する確率は種子Aと変わらない

主張［1］が正しいと判断してよいかを，基準となる確率を 0.05として考
察する．

さいころ投げの実験結果を利用すると，さいころを 30個投げて 25個以上
3以上の目が出る場合の相対度数は

11 + 6

500
=

17

500
= 0.034

これは 0.05より小さいから，［２］の仮定が正しくなかったと考えられる．
よって，［1］の主張は正しい，すなわち，種子 Bの発芽する確率は種子A

に比べ高いと判断してよい．
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