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第 1 章 平面上のベクトル

1.1 ベクトルとその演算

1.1.1 ベクトル

平面上で図形の平行移動は，右の図のように向

きをつけた線分で表すことができる．線分につ

けた矢印の向きで移動する向きを表し，線分の

長さで移動する距離を表すのである．

ここでは，向きのある線分に着目してみよう．

　

A〉〉有向線分とベクトル

向きをつけた線分を有向線分という．

有向線分ABでは，Aをその始点，Bをその

終点といい，その向きはAからBへ向かって

いるとする．[有向線分とベクトル]

また，線分ABの長さを，有向線分ABの

大きさまたは長さという．

　 有向線分AB

A

B

始点

終点

平面上で図形を平行移動する場合，その平行移動を示す有向線分は，いくつも図
示できるが，それらは位置が違うだけであり，向きは同じで大きさも等しい．
有向線分の位置の違いを無視して，その向きと大きさだけに着目したものをベク
トルという 1．ベクトルは，向

......
き
......
と
......
大
......
き
......
さ
......
を
......
も
......
つ
......
量
......
である．

たとえば，力や速度などは，向きと大きさをもつ量であり，ベクトルで表すと考
えやすくなる．

[内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

1 本章では平面上の有向線分で表されるベクトルを考える．このようなベクトルを平面上のベクト
ルということがある．なお，空間の有向線分で表されるベクトルについては，第 2章で扱う．

1
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2 第 1章 平面上のベクトル

B〉〉ベクトルの表記

有向線分ABで表されるベクトルを
−→
ABで表

す．また，ベクトルを ~a，~b などで表すことも

ある．ベクトル
−→
AB，~aの大きさは，それぞれ

|
−→
AB|，|~a| で表す．
向きが同じで大きさも等しい 2つのベクトル

~a，~bは等しいといい，~a = ~b と書く．
−→
AB =

−→
CD のとき，有向線分 ABを平行移動

して有向線分CDに重ね合わせることができる．

　

A

C

B

D

~a

~b

~a

~b

A
B

C
D

ベクトル~aと大きさが等しく向きが反対のベクトルを，~aの逆ベクトルといい，−~a

で表す．� �
~a =

−→
AB のとき，−~a =

−→
BA である．

すなわち
−→
BA = −−→

AB� �

　

A

B~a

−~a

例 1.1 右の図の平行四辺形ABCDについて，
次のことがいえる． S

−→
AD=

−→
BC

−→
BA= −

−→
DC

　
A D

CB

練習 1.1 右の図に示されたベクトルについて，次のようなベクトルの番号の組をす
べてあげよ． 解

(1) 大きさが等しいベクトル

(2) 向きが同じベクトル

(3) 等しいベクトル

(4) 互いに逆ベクトル

　

HHHHj @
@I

�
�

�
�
�
�3

��������*

HHHHY�
�
�

�
�
�3

@
@

@
@I

����*
1© 2© 3©
4©

5©
6© 7©

8©

https://player.vimeo.com/video/804824665?h=57e077554e


1.1. ベクトルとその演算 3

1.1.2 ベクトルの演算

ベクトルは，向きと大きさをもつ量である．ここでは，ベクトルについて，加法と
減法を定義しよう．さらに，実数倍についても考えてみよう．

A〉〉ベクトルの加法

ベクトル ~a =
−→
AB とベクトル~bに対して，

−→
BC = ~b となるように点Cをとる．このよう
にして定まるベクトル

−→
ACを，~aと~bの和と

いい，~a +~b と書く．[ベクトルの加法]

すなわち，次のことが成り立つ．� �
−→
AB +

−→
BC =

−→
AC� �

　

~a

~b

~b

~a+~b

A
B

C

−→
A�+

−→
�C =

−→
AC

練習 1.2 次のベクトル~a，~bについて，~a+~bをそれぞれ図示せよ． 解

(1)

�������*A
A
AAK

~a

~b

(2)

������1

@
@

@@R

~a

~b

(3)

�������*

Q
Q

Q
Q
QQs

~a

~b

(4)

�
�
�
�
���

�
�
���

~a

~b

平行四辺形を使って，ベクトルの和

を図示することもできる．

右の図の平行四辺形ABCDにおいて，
−→
AD =

−→
BC であるから，図からわかる

ように，次のことが成り立つ．

−→
AB +

−→
AD =

−→
AC

　平行四辺形を使った
ベクトルの和

A B

CD

−→
AB+

−→
AD =

−→
AC

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/104


4 第 1章 平面上のベクトル

ベクトルの加法について，次の性質が成り立つ．

ベクトルの加法の性質� �
1 ~a +~b = ~b + ~a 交換法則

2 (~a +~b) +~c = ~a + (~b +~c) 結合法則� �
性質 1，2が成り立つことは，次の図を用いて確かめられる．

[ベクトルの加法の性質]

［1］ ［2］

~a+~b

~b

~a

~b

~a

~b+ ~a

A

B

C
D

~a+~b+~c

~a

~b+~c

~b

~c

~a+~b

A
B

C

D

結合法則が成り立つので，~a，~b，~cの和を単に ~a+~b+~c と書く．

例 1.2
−→
AB +

−→
BC +

−→
CD= (

−→
AB +

−→
BC) +

−→
CD

=
−→
AC+

−→
CD =

−→
AD 終

S
−−→
〇□+

−−→
□△ =

−−→
〇△

練習 1.3 次の等式が成り立つことを示せ． 解

−→
AB+

−→
BD+

−→
CA =

−→
CD

B〉〉零ベクトル

~a =
−→
AB のとき，−~a =

−→
BA であるから

~a+ (−~a) =
−→
AB +

−→
BA =

−→
AA

となる．ここで，
−→
AAは始点と終点が一致した有向線分が表すベクトルと考え，その

大きさは 0であるとする．大きさが 0のベクトルを零ベクトルまたは
ゼロベクトルといい，~0で表す．零ベクトルの向きは考えない．

−→
AA = ~0
−→
BB = ~0

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/105
https://player.vimeo.com/video/804824676?h=4c4149a7b8


1.1. ベクトルとその演算 5

零ベクトルに関して，次の性質が成り立つ．� �
~a + (−~a) = ~0， ~a +~0 = ~a� �

練習 1.4 次の等式が成り立つことを示せ． 解

−→
AB +

−→
BC +

−→
CA = ~0

C〉〉ベクトルの減法

ベクトル ~a，~bに対して，~b + ~c = ~a を
満たすベクトル ~cを，~aと ~bの差といい，
~a −~bと書く．[ベクトルの減法]

一般に，
−→
OB +

−→
BA =

−→
OA であるから，

次のことが成り立つ．� �
−→
OA − −→

OB =
−→
BA� �

　

O

A

B

~b

~a

~a−~b

~b+ (~a−~b) = ~a

同様に，
−→
OA+

−→
AB =

−→
OB から，次のことが成り立つ．

−→
AB =

−→
OB −

−→
OA

−→
AB =

−→�B−
−→�A

練習 1.5 練習 1.2のベクトルについて，~a−~b をそれぞれ図示せよ． 解

(1)

�������*A
A
AAK

~a

~b

(2)

������1

@
@

@@R

~a

~b

(3)

�������*

Q
Q

Q
Q
QQs

~a

~b

(4)

�
�
�
�
���

�
�
���

~a

~b

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/106
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ベクトルの減法について，次の性質が成
り立つ．1が成り立つことは，右の図を用
いて確かめられる．� �

1 ~a−~b = ~a+ (−~b)

2 ~a− ~a = ~0� �

　

O

AB

C

~a−~b

~a+ (−~b)

−~b~a
~b

D〉〉ベクトルの実数倍

実数 kとベクトル~aに対して，~aの k倍のベクトル k~a を次のように定める．

~a 6= ~0
..............

の
......
と
......
き
......

［1］k > 0
...............

ならば，~aと向
......
き
......
が
......
同
......
じ
......
で
......
，

大きさが k倍のベクトル．

とくに 1~a = ~a

［2］k < 0
...............

ならば，~aと向きが反対で，

大きさが |k|倍のベクトル．

とくに (−1)~a = −~a

［3］k = 0 ならば，~0とする．

　

~a

2~a

−2~a

~a = ~0
................

の
......
と
......
き
......

どんな kに対しても k~0 = ~0 とする．

注意 (−2)~a = −(2~a) が成り立つので，これらを単に −2~a と書く．

例 1.3 右の図のベクトル~a，~b，~c について， S

~a = 4~b, ~c = −1

2
~a

である．

　

-

- �

~a

~b ~c

練習 1.6 例 1.3のベクトル~a, ~b, ~cについて，次の ( )に適する実数を求めよ． 解

(1) ~b = ( )~a (2) ~a = ( )~c (3) ~b = ( )~c

https://player.vimeo.com/video/804824684?h=53e903488a
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練習 1.7 右の図のベクトル~a，~bについて，
次のベクトルを図示せよ． 解

(1) 2~a (2) −2~b

(3) 2~a+~b (4) ~a− 2~b

　

�
��

HHHHj

~a

~b

E〉〉ベクトルの計算

ベクトルの実数倍について，次の性質が成り立つ．

ベクトルの実数倍の法則� �
k，lは実数とする．

1 k(l~a)=(kl)~a

2 (k + l)~a=k~a + l~a

3 k(~a +~b)=k~a + k~b� �
これらの等式が成り立つことは，次の図で確かめることができる．

［1］ 3(2~a) = 6~a = (3·2)~a
- - --

2~a 2~a 2~a

6~a

［2］ (3 + 2)~a = 5~a = 3~a+ 2~a

- --
3~a 2~a

5~a

［3］ 2(~a+~b) = 2~a+ 2~b

~a

~b

~a+~b

O A

B C

2(~a+~b)

A′

B′ C′

2~a

2~b

これまで調べた性質により，ベクトルの加法，減法，実数倍の計算では，~a，~bな
どの式を文字式と同じように扱うことができる．
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例 1.4 (1) 3~a+ 4~a− 2~a = (3 + 4− 2)~a = 5~a

(2) 2(~a+ 5~b) + 3(2~a−~b)= 2~a+ 10~b+ 6~a− 3~b

=(2 + 6)~a+ (10− 3)~b

=8~a+ 7~b

S

練習 1.8 次の計算をせよ． 解

(1) ~a+ 3~a− 2~a (2) 2(~a− 3~b)− 3(3~a− 2~b)

F〉〉ベクトルの平行

~0でない 2つのベクトル~a，~bは，
向きが同じか反対のとき，平行で
あるといい，~a//~bと書く．
ベクトルの実数倍の定義により，

次のことが成り立つ．

　同じ向きに平行

���*������*~a

~b

　反対向きに平行

����
������*~a

~b

ベクトルの平行条件� �
~a 6= ~0，~b 6= ~0 のとき

~a//~b ⇐⇒ ~b = k~a となる実数 kがある� �
注意 ~b = k~aにおいて，k > 0のとき~a, ~bは同じ向きに平行，k < 0のとき~a, ~bは反

対向きに平行である．

例 1.5 |~a| = 2 とする．~aと平行で大きさが 1のベクトルは S

1

2
~a と −1

2
~a

注意
1

2
~aを

~a

2
と書くこともある．

大きさが 1のベクトルを単位ベクトルという．
一般に，次のことがいえる．� �
~a 6= 0 のとき，~aと平行な単位ベクトルは

~a

|~a|
と −

~a

|~a|� �
練習 1.9 次の問いに答えよ． 解

(1) 単位ベクトル~eと平行で大きさが 4のベクトルを ~eを用いて表せ．

(2) |~a| = 3 のとき，~aと同じ向きの単位ベクトルを~a を用いて表せ．

https://player.vimeo.com/video/804824697?h=85d141206f
https://player.vimeo.com/video/804824704?h=adb3fa92bb
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G〉〉ベクトルの分解

2つのベクトル ~a，~bが与えられたとき，他のベクトルを ~a，~bを用いて表してみ
よう．

例題 1.1 正六角形ABCDEFにおいて， S

−→
AB = ~a,

−→
AF = ~b

とするとき，次のベクトルを~a，~bを
用いて表せ．

(1)
−→
AE (2)

−→
DF

　
bbbs

"""+

"
""

b
bb

"
"
"
"

""b
b
b
b

bb

A

B

C

D

F

E
O

~a ~b

解答 (1)
−→
AE =

−→
AB +

−→
BE = ~a+ 2~b

−−→
〇△ =

−−→
〇■+

−−→
■△

(2)
−→
DF =

−→
DC+

−→
CF = −~b+ (−2~a) = −2~a−~b

練習 1.10 例題 1.1において，次のベクトルを~a，~bを用いて表せ． 解

(1)
−→
AC (2)

−→
EF (3)

−→
DB

一般に，~0
...
で
......
な
......
い
......

2
...
つ
......
の
......
ベ
......
ク
......
ト
......
ル
......

~a
....
，
......
~b
...
が
......
平
......
行
......
で
......
な
......
い
......

2 とき，どんなベクトル~pも，
~a，~bと適当な実数 s，tを用いて

~p = s~a + t~b

の形に表すことができる．しかも，こ
......
の
......
表
......
し
......
方
......
は
......
た
......
だ
......

1
...
通
......
り
......
で
......
あ
......
る
......
．

このことは，次のように確かめられる．

~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~p =

−→
OPとする．

点 Pをお降り，直線OB，OAに平行

な直線を引き，直線 OA，OBとの交

点を，それぞれA′，B′とする．

ここで，
−→
OP =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ であり，

−−→
OA′ = s

−→
OA，

−−→
OB′ = t

−→
OBとなる実数

s，tはただ 1通りに定まる．

　

�����������:

�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
��>

�����������

�
�
�
�
�
�
�

����:�
��

~a

~b s~a

t~b
~p

O A

B A′

B′

P

[ベクトルの分解]

2 平面上におけるこのような 2つのベクトル ~a，~bは 1次独立であるという．

https://player.vimeo.com/video/804824561?h=435a008c77
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/107
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1.1.3 ベクトルの成分

座標平面上でベクトルを考えるとき，ベクトルの表示に座標を利用する方法がある．
ここでは，ベクトルのこの方法について学ぼう．

A〉〉ベクトルの成分表示

Oを原点とする座標平面上で，x軸，y軸

の正の向きと同じ向きの単位ベクトルを，

基本ベクトルといい，それぞれ ~e1，~e2で

表す．

座標平面上のベクトル~aに対し，~a =
−→
OA

である点Aの座標が

(a1, a2)

のとき，~aは次のように表される．

~a = a1~e1 + a2~e2

この~aを，次のようにも書く．

~a = (a1, a2) · · · 1©

　

O

y

x
~e1

~e2

a1~e1

a2~e2

A(a1, a2)

~a

~a

1

1

1©における a1，a2を，それぞれ~aのx成分，y成分といい，まとめて~aの成分と
いう．また， 1©を~aの成分表示という．
基本ベクトル ~e1，~e2と零ベクトル~0の成分表示は，次のようになる．

~e1 = (1, 0)， ~e2 = (0, 1)， ~0 = (0, 0)

2つのベクトル ~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) について，次が成り立つ．

~a = ~b ⇐⇒ a1 = b1, a2 = b2

また，上の図で |~a| = OA であるから，次のことがいえる．� �
~a = (a1, a2) のとき |~a| =

√
a1

2 + a2
2� �
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例 1.6 右の図のベクトル~aの成分表示は S

~a = (3, 2)

大きさは

|~a| =
√
32 + 22 =

√
13

　

-

6

�
�

�
��3

�
�

��	

B
B
B
B
BM

S
S
S
S
S
SSw

�

O x

y

1

1

~a

~d

~b

~c

~e

練習 1.11 右の図のベクトル~b，~c，~d，~eを，それぞれ成分表示せよ．また，各ベク
トルの大きさを求めよ． 解

B〉〉和，差，実数倍の成分表示

ベクトルの成分表示を用いて，和，差，実数倍を計算してみよう．
~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) は，基本ベクトル ~e1，~e2を用いると

~a = a1~e1 + a2~e2，~b = b1~e1 + b2~e2

と表されるから

~a+~b = (a1 + b1)~e1 + (a2 + b2)~e2

~a−~b = (a1 − b1)~e1 + (a2 − b2)~e2

である．
また，kを実数とするとき

k~a = (ka1)~e1 + (ka2)~e2

である．

　

O

y

x

~b

~a
a1b1

a2

b2 ~a+~b

これらを成分表示すると，次のことが成り立つ．

和，差，実数倍の成分表示� �
(a1, a2) + (b1, b2)=(a1 + b1, a2 + b2)

(a1, a2) − (b1, b2)=(a1 − b1, a2 − b2)

k(a1, a2)=(ka1, ka2) ただし，kは実数� �

https://player.vimeo.com/video/804824720?h=c3357000f2
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例 1.7 ~a = (1, 5)，~b = (3,−4) のとき S

2~a+ 3~b = 2(1, 5) + 3(3,−4) = (2, 10) + (9,−12)
= (2 + 9, 10− 12) = (11,−2)

練習 1.12 ~a = (3,−1)，~b = (−4, 2) のとき，次のベクトルを成分表示せよ． 解

(1) ~a+~b (2) 4~a (3) 4~a− 3~b (4) −2(~a−~b)

例題 1.2 ~a = (1, 2)，~b = (1,−1) とする．~c = (5, 4) を，適当な実数 s，tを用い
て s~a+ t~b の形に表せ． S

解答 s~a+ t~b = s(1, 2) + t(1,−1) = (s+ t, 2s− t) であるから，

~c = s~a+ t~b とすると

(5, 4) = (s+ t, 2s− t)

よって s+ t = 5，2s− t = 4

これを解くと s = 3，t = 2

したがって ~c = 3~a+ 2~b

　

O

y

x

~a
~c

~b

s~a

t~b

練習 1.13 ~a = (2, 1)，~b = (−1, 3) とする．~c = (8,−3) を，適当な実数 s，tを用い
て s~a+ t~b の形に表せ． 解

https://player.vimeo.com/video/804824730?h=2e820f7d02
https://player.vimeo.com/video/804824629?h=6408468181
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例題 1.3 2つのベクトル ~a = (1, 3)，~b = (−2, x) が平行になるように，xの値を定
めよ． S

解答 ~a//~bが平行であるには，~b = k~a を満たす実数 kがあればよい．

(−2, x) = (k, 3k) から −2 = k，x = 3k

よって x = 3× (−2) = −6

練習 1.14 次の 2つのベクトルが平行になるように，xの値を定めよ． 解

(1) ~a = (−2, 1)，~b = (x,−3)

(2) ~a = (2, x)，~b = (3, 6)

C〉〉座標平面上の点とベクトル

座標平面上に 2点 A(a1, a2)，B(b1, b2)をと

ると，
−→
OA = (a1, a2)，

−→
OB = (b1, b2) である．

よって，
−→
ABは次のようになる．

−→
AB =

−→
OB−

−→
OA = (b1, b2)− (a1, a2)

= (b1 − a1, b2 − a2)

　

O

y

x

A

B

a1 b1

b2

a2

2点A，Bとベクトル
−→
AB� �

2点A(a1, a2)，B(b1, b2)について
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2)， |−→AB| =

√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2� �

例 1.8 2点A(2, 3)，B(5, 1)について
−→
AB = (5− 2, 1− 3) = (3,−2)， |

−→
AB| =

√
32 + (−2)2 =

√
13

S

https://player.vimeo.com/video/804824741?h=96e13bf857
https://player.vimeo.com/video/804824755?h=1e4921d7d8
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練習 1.15 次の 2点A，Bについて，
−→
ABを成分表示し，|

−→
AB|を求めよ． 解

(1) A(5, 2)，B(1, 6) (2) A(−3, 4)，B(2, 0)

例題 1.4 4点A(−2, 2)，B(1, 1)，C(2, 3)，D(x, y)を頂点とする四角形ABCDが
平行四辺形になるように，x，yの値を定めよ． S

解答 四角形ABCDが平行四辺形になるのは，
−→
AD =

−→
BC のときであるから

(x− (−2), y − 2) = (2− 1, 3− 1)

よって x+ 2 = 1，y − 2 = 2

したがって x = −1，y = 4

　

-

6

x

y

O 1

1

�
�
�
��

�
�
�
��

PPPPPP

PPPPPP

A

B

C

D

練習 1.16 4点A(−2, 1)，B(x, y)，C(2, 4)，D(−1, 3)を頂点とする四角形ABCD

が平行四辺形になるように，x，yの値を定めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804824641?h=c7eb3ebbd1
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1.1.4 ベクトルの内積

右の図の4OABにおいて，余弦定理により，

次の等式が成り立つ．

BA2 = OA2 +OB2 − 2×OA×OBcos θ

この OA × OBcos θ をベクトル
−→
OA，

−→
OBで表し，

ベクトルの新しい演算を考えよう．

　

θ

O A

B

A〉〉ベクトルの内積

~0でない 2つのベクトル~a，~bについて，

1点Oを定め，~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとなる点

A，Bをとる．このようにして定まる∠AOB

の大きさ θを，~aと~bのなす角という．ただ

し，0◦ 5 θ 5 180◦である．

　

O

~b

~b

~a
A

B

θ

~a
~0でない 2つのベクトル~aと~bのなす角を θとするとき，|~a||~b| cos θを~aと~bの内積
といい，~a·~bで表す．� �

~a·~b = |~a||~b| cos θ ただし，θは~aと~bのなす角� �
~a = ~0 または ~b = ~0 のときは，~aと~bの内積を ~a·~b = 0 と定める．

注意 2つのベ
......
ク
......
ト
......
ル
......
の
......
内
......
積
......
はベクトルではなく実

......
数
......
である．

例 1.9 |~a| = 2，|~b| = 3 で，~aと~b のなす角 θ

が θ = 60◦ のとき S

~a·~b = |~a||~b| cos θ
= 2× 3× cos 60◦

= 2× 3× 1

2
= 3

　

60◦

3

2

~a

~b

練習 1.17 ~aと~bのなす角を θとする．次の場合に内積~a·~bを求めよ． 解

(1) |~a| = 4，|~b| = 3，θ = 45◦ (2) |~a| = 6，|~b| = 6，θ = 150◦

https://player.vimeo.com/video/804824766?h=a7d5207046
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例 1.10 右の図の直角三角形ABCにおいて，
−→
ABと

−→
BCのなす角 θは S

θ = 180◦ − 60◦ = 120◦

であるから

　

2

√
3 1

A B

C

30◦ 60◦ θ

−→
AB·
−→
BC = |

−→
AB||
−→
BC| cos 120◦ = 2× 1×

(
−1

2

)
= −1

練習 1.18 例 1.10の直角三角形ABCにおいて，次の内積を求めよ． 解

(1)
−→
BA·
−→
AC (2)

−→
AC·
−→
BC

~0でない 2つのベクトル~a，~bのなす角を θとする．

~a·~b = |~a||~b| cos θ (0◦ 5 θ 5 180◦)

であるから，θと~a·~bの値について，次のようにまとめられる．

θ 0◦ 鋭角 90◦ 鈍角 180◦

cos θ 1 + 0 − −1
~a·~b |~a||~b| + 0 − −|~a||~b|

θ = 90◦のとき，~aと~bは垂直であると

いい，~a⊥~bと書く．

θ = 0◦のとき~aと~bは同じ向きに平行，

θ = 180◦のとき~aと~bは反対向きに平行

である．

以上から，次のことが成り立つ．

　

~a
~b

~a ~b

垂直

平行

~a
~b

ベクトルの垂直・平行と内積� �
~a 6= ~0，~a·~b 6= 0のとき

1 ~a⊥~b ⇐⇒ ~a·~b = 0

2 ~a//~b ⇐⇒ ~a·~b = |~a||~b| または ~a·~b = −|~a||~b|� �

https://player.vimeo.com/video/804824780?h=b5e3b1b44d
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B〉〉成分による内積の表示

右の図のように，4OABにおいて
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，∠AOB = θ

とすると，余弦定理により

BA2 = OA2 +OB2 − 2×OA×OBcos θ

が成り立つ．この式は，θ = 0◦, 180◦のときも

成り立つ．これをベクトルで表すと

|~a−~b|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2(~a·~b)

となる．

　

~a

~a−~b
~b

O

A

B

θ

ここで，~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) とすると

(a1 − b1)
2 + (a2 − b2)

2 = (a1
2 + a2

2) + (b1
2 + b2

2)− 2(~a·~b)

これを整理すると
~a·~b = a1b1 + a2b2

ベクトルの内積は，その成分を用いて次のように表される．� �
~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) のとき

~a·~b = a1b1 + a2b2� �
注意 上のことは，~a = ~0 または ~b = ~0 のときも成り立つ．

例 1.11 ~a = (1, 4)，~b = (−2, 3) のとき S

~a·~b = 1× (−2) + 4× 3 = 10

練習 1.19 次のベクトル~a，~bについて，内積~a·~bを求めよ． 解

(1) ~a = (2, 5)，~b = (3,−2) (2) ~a = (1,
√
3)，~b = (

√
3,−1)

https://player.vimeo.com/video/804824783?h=4ecf31c209


18 第 1章 平面上のベクトル

C〉〉ベクトルのなす角

内積の定義から，次のことが成り立つ．

ベクトルのなす角の余弦� �
~0でない 2つのベクトル~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2)のなす角を θとする．
ただし，0◦ 5 θ 5 180◦ である．このとき

cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
a1b1 + a2b2√

a1
2 + a2

2
√
b12 + b22� �

例 1.12 次の 2つのベクトル~a = (1, 2)，~b = (−1, 3) のなす角を求める． S

~a·~b = 1× (−1) + 2× 3 = 5

|~a| =
√
12 + 22 =

√
5

|~b| =
√
(−1)2 + 32 =

√
10

よって cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
5√
5
√
10

=
1√
2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 45◦

練習 1.20 次の 2つのベクトルのなす角を求めよ． 解

(1) ~a = (2, 1)，~b = (−3, 1)

(2) ~a = (1,
√
3)，~b = (

√
3, 1)

(3) ~a = (3,−1)，~b = (2, 6)

(4) ~a = (−4, 2)，~b = (2,−1)

https://player.vimeo.com/video/804824798?h=58a8eafa83
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~0でない 2つのベクトル~a，~b について

~a⊥~b ⇐⇒ ~a·~b = 0

である．このことを，成分を用いて表すと，

次のようになる．

　

~a

~b

ベクトルの垂直条件� �
~0でない 2つのベクトル~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2) について

~a⊥~b ⇐⇒ a1b1 + a2b2 = 0� �
例 1.13 ~a = (2, 1) と ~b = (x, 4) が垂直になるような xの値を求める．

~a·~b = 0 より 2x+ 1× 4 = 0 ← ~a·~b=2x+1×4

よって x = −2

S

練習 1.21 次の 2つのベクトルが垂直になるように，xの値を求めよ． 解

(1) ~a = (3, 6)，~b = (x, 4)

(2) ~a = (x,−1)，~b = (x, x+ 2)

https://player.vimeo.com/video/804816457?h=b56e065811
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例題 1.5 ~a = (
√
3,−1)に垂直で大きさが 4のベクトル~bを求めよ． S

解答 ~b = (x, y)とする．

~a⊥~bであるから ~a·~b = 0 すなわち
√
3x− y = 0

よって y =
√
3x · · · 1©

|~b|2 = 42であるから x2 + y2 = 42 · · · 2©

1©を 2©に代入すると x2 + (
√
3x)2 = 16

整理すると 4x2 = 16 すなわち x = ±2
1©に代入して

x = 2 のとき y = 2
√
3， x = −2のとき y = −2

√
3

(答) ~b = (2, 2
√
3), (−2,−2

√
3)

補足 上のベクトル~bを~b = (±2,±2
√
3) (複号同順)と書くことがある．

練習 1.22 次の問いに答えよ． 解

(1) ~a = (2, 1)に垂直で大きさが
√
10のベクトル~bを求めよ．

(2) ~a = (4, 3)に垂直な単位ベクトル~eを求めよ．

練習 1.23 次の問いに答えよ． 解

(1) ~0でないベクトル~a = (a1, a2)と~b = (a2,−a1)は垂直であることを示せ．

(2) (1)を用いて，~a = (1, 2)に垂直な単位ベクトル~eを求めよ．

https://player.vimeo.com/video/804824651?h=1022bf841f
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D〉〉内積の性質

ベクトルの内積について，次の性質が成り立つ．

内積の性質� �
1 ~a·~a = |~a|2 2 ~a·~b = ~b·~a

3 (~a +~b)·~c = ~a·~c +~b·~c 4 ~a·(~b +~c) = ~a·~b + ~a·~c

5 (k~a)·~b = ~a·(k~b) = k(~a·~b) ただし，kは実数� �
補足 1より，~a·~a = 0，|~a| =

√
~a·~aが成り立つ．

証明 ~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2)，~c = (c1, c2) とする．

1 ~a·~a = a1
2 + a2

2 = (
√
a12 + a22)

2 = |~a|2 証終

2 ~a·~b = a1b1 + a2b2 = b1a1 + b2a2 = ~b·~a 証終

3 ~a+~b = (a1 + b1, a2 + b2) であるから

(~a+~b)·~c=(a1 + b1)c1 + (a2 + b2)c2

= a1c1 + b1c1 + a2c2 + b2c2

=(a1c1 + a2c2) + (b1c1 + b2c2) = ~a·~c+~b·~c 証終

4 ~b+~c = (b1 + c1, b2 + c2) であるから

~a·(~b+~c)= a1(b1 + c1) + a2(b2 + c2)

= a1b1 + a1c1 + a2b2 + a2c2

=(a1b1 + a2b2) + (a1c1 + a2c2) = ~a·~b+ ~a·~c 証終

5 k~a = (ka1, ka2)，k~b = (kb1, kb2)であるから

(k~a)·~b = ka1·b1 + ka2·b2
= k(a1b1 + a2b2) = k(~a·~b),

~a·(k~b) = a1·kb1 + a2·kb2
= k(a1b1 + a2b2) = k(~a·~b)

よって (k~a)·~b = ~a·(k~b) = k(~a·~b) 証終

補足 性質 5が成り立つので，(2~a)·~b，2(~a·~b)などを単に 2~a·~bと書く．

性質 4, 5を利用すると，~a·(~b−~c) = ~a·~b− ~a·~cが成り立つことを証明できる．

4′ ~a·(~b−~c) = ~a·{~b+ (−~c)} = ~a·~b+ ~a·(−~c) = ~a·~b− ~a·~c (1.1)
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例 1.14 等式 |~a+~b|2 = |~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2 を証明する． S

証明 左辺=(~a+~b)·(~a+~b) = ~a·(~a+~b) +~b·(~a+~b)

=~a·~a+ ~a·~b+~b·~a+~b·~b
= |~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2 =右辺

よって |~a+~b|2 = |~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2 証終

練習 1.24 次の等式が成り立つことを示せ． 解

(1) |~a+ 2~b|2 = |~a|2 + 4~a·~b+ 4|~b|2

(2) (~a+~b)·(~a−~b) = |~a|2 − |~b|2

https://player.vimeo.com/video/804824658?h=15c293316e
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応用例題 1.1 ~a，~bが次の条件を満たすとき，|2~a−~b|の値を求めよ． S

|~a| = 1, |~b| = 4, ~a·~b = 2

考え方〉〉|2~a−~b|2 = (2~a−~b)·(2~a−~b) から，まず |2~a−~b|2の値を求める．

解答 |2~a−~b|2=(2~a−~b)·(2~a−~b) = 4~a·~a− 2~a·~b− 2~b·~a+~b·~b

=4|~a|2 − 4~a·~b+ |~b|2

=4× 12 − 4× 2 + 42 = 12

|2~a−~b| = 0 であるから |2~a−~b| =
√
12 = 2

√
3

練習 1.25 |~a| = 3，|~b| = 2，~a·~b = −3 のとき，次の値を求めよ． 解

(1) |~a+~b|

(2) |~a− 2~b|

https://player.vimeo.com/video/804824809?h=51453eed66
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応用例題 1.2 |~a| = 2，|~b| = 1で，~a+~bと 2~a− 5~b が垂直であるとする． S

(1) 内積~a·~bを求めよ． (2) ~aと~bのなす角 θを求めよ．

考え方〉〉(1) (~a+~b)⊥(2~a− 5~b)より (~a+~b)·(2~a− 5~b) = 0である．

(2) |~a|，|~b|，~a·~bの値から cos θの値が求められる．

解答 (1) (~a+~b)⊥(2~a− 5~b)であるから (~a+~b)·(2~a− 5~b) = 0

よって 2|~a|2 − 3~a·~b− 5|~b|2 = 0

|~a| = 2，|~b| = 1を代入すると

2× 22 − 3~a·~b− 5× 12 = 0 ← 3~a·~b = 3

したがって ~a·~b = 1

(2) cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
1

2× 1
=

1

2

0◦ 5 θ 5 180◦であるから θ = 60◦

練習 1.26 |~a| = 2，|~b| = 2で，3~a− 2~bと~a+ 4~b が垂直であるとする．このとき，
~aと~bのなす角 θを求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804816465?h=7ebd8ac6e8
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研究� �
三角形の面積

4OABにおいて，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとする．このとき，4OABの面積 Sを，

ベクトル~a，~bで表してみよう．
∠AOB = θ，0◦ < θ < 180◦とすると

S =
1

2
|~a||~b| sin θ

sin θ > 0であるから

sin θ =
√
1− cos2 θ

　

θ

O A

B

~a

~b

よって S =
1

2
|~a||~b| sin θ

=
1

2
|~a||~b|

√
1− cos2 θ =

1

2

√
|~a|2|~b|2 − |~a|2|~b|2 cos2 θ

したがって S =
1

2

√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

また，
−→
OA = ~a = (a1, a2)，

−→
OB = ~b = (b1, b2)であるとすると，

|~a|2 = a1
2 + a2

2, |~b|2 = b1
2 + b2

2, ~a·~b = a1b1 + a2b2

であるから

|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2 = (a1
2 + a2

2)(b1
2 + b2

2)− (a1b1 + a2b2)
2

= a1
2b2

2 − 2a1b1a2b2 + a2
2b1

2

= (a1b2 − a2b1)
2

よって，三角形の面積 Sは，~a，~bの成分を用いて，次のように表される．

S =
1

2

√
(a1b2 − a2b1)2 =

1

2
|a1b2 − a2b1|

演習 1.1 次の 3点を頂点とする三角形の面積を求めよ． 解

O(0, 0), A(4, 1), B(2,−1)� �
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Think� �
ベクトルの内積

ベクトルの内積について学んだAさんが先生と話しています．

A: 内積の式 |~a||~b| cos θは急に出てきたような気がします．

先生: 物理では，内積で表せる量がある．たとえば，物体に力を加えてその物体
を移動させたとき，その力は「仕事」をしたという．

A: 物理の授業で習いました．

先生: この仕事をベクトルの内積で表すこと

ができる．ここでは，力を
−→
F，物体の

変位 (移動)を ~xで表すことにしよう．

たとえば，平らな地面の上で物体に一

定の力をはたらかせてその力の向きに

　

~x

−→
F

物体を動かしたとする．つまり，力の向きと物体の移動の向きが同じのと
き，仕事は力の大きさと移動距離の積 |

−→
F ||~x|で表される．

A: 向きが異なるときはどうするんですか．

先生: 右の図のように，一定の力
−→
F でひも

を斜め上に引き続けて物体を移動させ

たとしよう．このとき，
−→
F と~xのなす

角を θとすると，物体が移動した向き，

　

~x

−→
F

θ

つまり~xの向きに |
−→
F | cos θの力がはたらいたと考える，したがって，仕事

は |
−→
F | cos θ× |~x|つまり

−→
F ·~xで表される．一般に，仕事は内積

−→
F ·~xで表さ

れて，仕事は 0や負になる場合もあるんだ．

演習 1.2 上のように平らな地面で物体を移動させたとき，重力が物体にした仕
事を内積を利用して求めてみよう． 解� �
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1.1.5 問題

問題 1.1 次の等式を満たす ~xを，~a，~bを用いて表せ． 解 → p.8

(1) 3~x− 4~a = ~x− 2~b

(2) 2(~x− 3~a) = 5(~x+ 2~b)

問題 1.2 右の図の正六角形ABCDEFにおいて，AB = 2

とする．次の内積を求めよ． 解 → p.15, 16

(1)
−→
AB·
−→
AF (2)

−→
AD·
−→
CE

(3)
−→
AC·
−→
AE (4)

−→
AC·
−→
CE

　
A

B

C

D

E

F

問題 1.3 次の問いに答えよ． 解 → p.16, 17

(1) 次が成り立つことを示せ．

~a 6= ~0，~b 6= ~0で，~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2)のとき

~a//~b ⇐⇒ a1b2 − a2b1 = 0

(2) 2つのベクトル ~a = (9,−6)，~b = (x, 2)について，~a//~bのとき，(1)の結果を
用いて，xの値を求めよ．
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問題 1.4 |~a| = 1，|~b| =
√
3，|~a−~b| =

√
7のとき，次の問いに答えよ． 解 → p.69

(1) ~aと~bのなす角 θを求めよ．

(2) ~a+ t~bと~a−~bが垂直になるように，実数 tの値を定めよ．

問題 1.5 次の三角形の面積 Sを求めよ． 解 → p.25

(1) |
−→
OA| = 4，|

−→
OB| = 5，

−→
OA·
−→
OB = −10 を満たす4OAB

(2) 3点A(1, 0)，B(−2,−1)，C(−1, 3)を頂点とする4ABC

問題 1.6 2つのベクトル~a，~bについて，次の問いに答えよ． 解

(1) 次が成り立つことを示せ．

~a·~b = 0 ⇐⇒ |~a+~b| = |~a−~b|

(2) 平行四辺形OACBにおいて，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとする．(1)で示した同値関係

から，平行四辺形OACBが長方形となるための必要十分条件を求めよ．
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1.2 ベクトルと平面図形

1.2.1 位置ベクトル

図形の性質を調べるときには，共通の始点をもった有向線分が表すベクトルを考え
ると便利なことがある．このようなベクトルについて考えよう．

A〉〉位置ベクトル

平面上で，点Oを定めておくと，どんな点P

の位置も，ベクトル ~p =
−→
OP によって決まる．

このようなベクトル~pを，点Oに関する点Pの
位置ベクトルという．また，位置ベクトルが ~p

である点 Pを，P(~p)で表す．

　

��������1q~p

O

P

2点の位置ベクトルが同じならば，その 2点は一致する．

注意 位置ベクトルにおける点 Oはどこに定めてもよい．以下，とくに断らない限
り，1つ定めた点Oに関する位置ベクトルを考える．

2点A，Bに対して，

−→
AB =

−→
OB−

−→
OA

が成り立つから，次のことがいえる．� �
2点A(~a)，B(~b)に対して

−→
AB = ~b − ~a� �

　

��������1

�
�
�
�
�
�
�
��S

S
S
S
SSw

O

A

B

~a

~b

~b− ~a

練習 1.27 3点A(~a)，B(~b)，C(~c) に対して，次のベクトルを ~a，~b，~cのいずれかを
用いて表せ． 解

(1)
−→
BC (2)

−→
CA (3)

−→
BA
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B〉〉内分点・外分点の位置ベクトル

2点A(~a)，B(~b)に対して，線分ABをm : nに内分する点 Pの位置ベクトル~pを
求めてみよう．
AP : PB = m : (m+ n)であるから

−→
AP =

m

m+ n

−→
AB

よって ~p− ~a =
m

m+ n
(~b− ~a)

~p =

(
1− m

m+ n

)
~a+

m

m+ n
~b =

n~a+m~b

m+ n

　 n

m

~a

~p
~b

A

B
P

O

次に，m > n
.................

の
......
と
......
き
......
，線分ABをm : nに外分する点Qの位置ベクトル~qを求め

てみよう．

AQ : PB = m : (m− n)であるから
−→
AQ =

m

m− n

−→
AB

よって ~q − ~a =
m

m− n
(~b− ~a)

~q =

(
1− m

m− n

)
~a+

m

m− n
~b

=
−n~a+m~b

m− n
· · · 1©

　

A

B
Q

~b
~a

~q

O

n
m

点Qの位置ベクトル~qは，m < nのときも 1©で表される．
一般に，次のことが成り立つ．[内分点・外分点の位置ベクトル]

内分点・外分点の位置ベクトル� �
2点A(~a)，B(~b)に対して，線分ABを m : n に内分する点と外分する点，
m : n に外分する点の位置ベクトルは，次のようになる．

内分 · · ·
n~a + m~b

m + n
外分 · · ·

−n~a + m~b

m − n

とくに，線分ABの中点の位置ベクトルは
~a +~b

2� �
補足 内分の場合の nを−nにおき換えたものが，外分の場合である．

深化 1.1 上の式 1©について，m < nのときも同じ式が得られることを確かめてみ
よう． 解

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/108
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例 1.15 2点A(~a)，B(~b)に対して，線分ABを

3 : 4に内分する点の位置ベクトルは
4~a+ 3~b

3 + 4
=

4

7
~a+

3

7
~b

2 : 1に外分する点の位置ベクトルは
−~a+ 2~b

2− 1
= −~a+ 2~b

S

練習 1.28 2点A(~a)，B(~b)を結ぶ線分ABに対して，次のような点の位置ベクトル
を求めよ． 解

(1) 2 : 3に内分する点 (2) 3 : 1に内分する点

(3) 4 : 1に外分する点 (4) 1 : 2に外分する点

線分ABをm : nに内分する点Pが与えられたとき，比m : nを 1つの文字 tで表
してみよう．

m : n =
m

m+ n
:

n

m+ n
であり，

m

m+ n
+

n

m+ n
である．

したがって，
m

m+ n
= tとおくと，

0 < t < 1であり

n

m+ n
= 1− m

m+ n
= 1− t

よって m : n =
m

m+ n
:

n

m+ n
= t : (1− t)

　

A P B

m n

A P B

m
m+n

n
m+n

A P B

t 1−t

t = m
m+n

このことから，内分の比は 1つの文字 tを用いて，t : (1− t)のように表すことが
できる．A(~a)，B(~b)とすると，このとき，線分ABを t : (1− t)に内分する点Pの位
置ベクトル~pは次のように表される．

~p =
(1− t)~a+ t~b

t+ (1− t)
= (1− t)~a+ t~b

一般に，直線AB上の点 Pについて，
−→
AP = t

−→
ABであるから (tは実数)

~p− ~a = t(~b− ~a) すなわち ~p = (1− t)~a+ t~b

また，上の第 2式で 1− t = sとおくと，次の形に表される．

~p = s~a + t~b, s + t = 1

https://player.vimeo.com/video/804826507?h=6cd4d07782
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C〉〉三角形の重心の位置ベクトル

3点 A(~a)，B(~b)，C(~c) を頂点とする4ABCにおいて，重心 Gの位置ベクトル ~g

を求めてみよう．

辺BCの中点をD(~d)とすると

~d =
~b+~c

2
· · · 1©

4ABCの重心Gは，中線ADを 2 : 1に内
分する点であるから

~g =
~a+ 2~d

2 + 1

　
A(~a)

B(~b) D(~d) C(~c)

G(~g)
1

2

1©より 2~d = ~b+~c であるから ~g =
~a+~b+~c

3� �
3点A(~a)，B(~b)，C(~c) を頂点とする4ABCの重心Gの

位置ベクトル~gは ~g =
~a +~b +~c

3� �
三角形の重心は，3つの中線が 1つに交わる点で，

各中線を 2 : 1に内分する．[三角形の重心]

　

1

2

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/109
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例題 1.6 3点A(~a)，B(~b)，C(~c) を頂点とする

4ABCにおいて，辺 BC，CA，ABの

中点を，それぞれ L，M，Nとする．

また，4LMNの重心をG′とする． S

(1) 点G′の位置ベクトル
−→
g′ を

~a，~b，~c を用いて表せ．

　

L

MN

A(~a)

B(~b) C(~c)

(2) 等式
−→
AL +

−−→
BM+

−→
CN = ~0 が成り立つことを示せ．

解答 (1) L，M，Nの位置ベクトルを，それぞれ~l，~m，~nとすると，

−→
g′ =

~l + ~m+ ~n

3
である．

また ~l =
~b+~c

2
， ~m =

~c+ ~a

2
， ~n =

~a+~b

2

であるから ~l + ~m+ ~n=
~b+~c

2
+
~c+ ~a

2
+

~a+~b

2

=~a+~b+~c

よって
−→
g′ =

~l + ~m+ ~n

3
=

~a+~b+~c

3

(2)
−→
AL +

−−→
BM+

−→
CN=(~l − ~a) + (~m−~b) + (~n−~c)

= (~l + ~m+ ~n)− (~a+~b+~c)

=~0

補足 4LMNの重心G′の位置ベクトルは，4ABCの重心Gの位置ベクトルと同じ
である．

−−→
OG′ =

−→
OG より，2つの重心が一致することがわかる．

練習 1.29 3点A(~a)，B(~b)，C(~c)を頂点とする4ABCにおいて，辺BC，CA，ABを
2 : 1に内分する点を，それぞれP，Q，Rとする．また，4ABCの重心をG，4PQR

の重心をG′とする． 解

(1) 点G′の位置ベクトル
−→
g′ を~a，~b，~cを用いて表せ．

(2) 等式
−→
GA+

−→
GB+

−→
GC = ~0 が成り立つことを示せ．

https://player.vimeo.com/video/804826491?h=a8a62aee51
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1.2.2 ベクトルの図形への応用

ベクトルを利用して平面図形の性質を調べてみよう．

A〉〉直線上の点

平面上の 3点A，B，Cについて，ベクトル
の平行条件などにより，次のことが成り立つ．

　 - -
A C B

一直線上にある点� �
2点A，Bが異なるとき

点Cが直線AB上にある ⇐⇒ −→
AC = k

−→
AB となる実数 kがある� �

応用例題 1.3 平行四辺形ABCDにおいて，辺 CDを 1 : 2に内分する点を E，対角
線BDを 3 : 2に内分する点をFとする．このとき，3点A，F，Eは一直線上にある
ことを証明せよ． S

考え方〉〉
−→
AF = k

−→
AE となる実数 kがあることを示す．

証明
−→
AB = ~b，

−→
AD = ~d とする．

BF : FD = 3 : 2 であるから

−→
AF =

2
−→
AB + 3

−→
AD

3 + 2
=

2~b+ 3~d

5

CE : ED = 1 : 2 であるから

　 2 1

2

3

A B

CD

F

~b

~d

E

−→
AE =

2
−→
AC+

−→
AD

1 + 2
=

2(~b+ ~d) + ~d

3
=

2~b+ 3~d

3
← −→

AC = ~b+ ~d

よって
−→
AF =

3

5

−→
AE

したがって，3点A，F，Eは一直線上にある． 証終

練習 1.30 4ABCにおいて，辺ABを 1 : 2に内分する点をD，辺BCを 3 : 1に内分
する点をEとし，線分CDの中点を Fとする．このとき，3点A，F，Eは一直線上
にあることを証明せよ． 解

~c~b

A

CB

F

D

2

1

E3 1

https://player.vimeo.com/video/804826543?h=e2928b9fd1
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B〉〉2直線の交点

応用例題 1.4 4OABにおいて，辺OAの中点を C，辺OBを 2 : 1に内分する点を
Dとし，線分ADと線分BCの交点をPとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b とするとき，

−→
OP

を~a，~b を用いて表せ． S

考え方〉〉AP : PD = s : (1− s)，BP : PC = t : (1− t) とすると，
−→
OPは~a，~bを用い

て 2通りに表せる．9ページで学んだように，
−→
OP
.........
の
......
表
......
し
......
方
......
は
......
た
......
だ
......

1
...
通
......
り
......
し
......

か
......
な
......
い
......
ことから，s，tの値が定まる．

−→
OP =〇~a+□~b，

−→
OP =〇′~a+□′~b ⇐⇒ 〇 =〇′, □ =□′

解答 AP : PD = s : (1− s) とすると
−→
OP=(1− s)

−→
OA+ s

−→
OD

=(1− s)~a+
2

3
s~b · · · 1©

BP : PC = t : (1− t) とすると
−→
OP= t

−→
OC+ (1− t)

−→
OB

=
1

2
t~a+ (1− t)~b · · · 2©

　

1− t

ts

1− s
2

1
~a ~b

O

A B

P

D
C

~a 6= ~0，~b 6= ~0で，~aと~bは平行でないから，
−→
OPの~a，~b を用いた

表し方は 1通りである．

1©， 2©から 1− s =
1

2
t,

2

3
s = 1− t

これを解くと s =
3

4
, t =

1

2

よって
−→
OP =

1

4
~a+

1

2
~b ← 1©, 2© のどちらかに代入する．

別解 4OADと直線BCについてメネラウスの定理を適用すると

OC

CA
·AP
PD
·DB
BO

= 1 ゆえに
1

1
·AP
PD
·1
3
= 1 すなわち AP : PD = 3 : 1

点 Pは線分ADを 3 : 1に内分する点である．
−→
OA = ~a，

−→
OD =

2

3
~bより

−→
OP =

−→
OA+ 3

−→
OD

3 + 1
=

1

4

(
~a+ 3·2

3
~b

)
=

1

4
~a+

1

2
~b

https://player.vimeo.com/video/804826560?h=3468154b30
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研究� �
31ページで示した結果により，次のことが成り立つ．

点Pが直線AB上にある ⇐⇒

[ −→
OP = s

−→
OA + t

−→
OB について

s + t = 1

]
このことを利用して，35ページの応用例題 1.4を考えてみよう．

−→
OP = x

−→
OA+ y

−→
OB とおく．

−→
OB =

3

2

−→
OD であるから

−→
OP = x

−→
OA+

3

2
y
−→
OD

点 Pは直線AD上にあるから

x+
3

2
y = 1 · · · 1©

−→
OA = 2

−→
OC であるから

−→
OP = 2x

−→
OC+ y

−→
OB

点 Pは直線BC上にあるから

2x+ y = 1 · · · 2©

　

2

1

O

A B

P

D
C

1©， 2©を解くと x =
1

4
，y =

1

2
よって

−→
OP =

1

4

−→
OA+

1

2

−→
OB =

1

4
~a+

1

2
~b� �

練習 1.31 4OABにおいて，辺OAを 3 : 2に内分する点を C，辺OBを 1 : 2に内
分する点Dとし，線分ADと線分BCの交点を Pとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b とする

とき，
−→
OPを~a，~b を用いて表せ． 解

~a
~b

O

A B

P

D

C

3

2
2

1
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B〉〉内積の利用

ベクトルの内積を利用して，図形の性質を証明してみよう．

応用例題 1.5 鋭角三角形 ABCにおいて，頂点 B，Cからそれぞれの向かい合う辺
CA，ABに下ろした垂線の交点をHとすると，AH⊥BC である．このことを，ベク
トルを用いて証明せよ． S

考え方〉〉
−→
BH⊥

−→
AC，

−→
CH⊥

−→
ABであることから，

−→
AH⊥

−→
BCを示す．

証明
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c，

−→
AH = ~h とする．

−→
BH⊥

−→
ACから (~h−~b)·~c = 0

よって ~h·~c−~b·~c = 0

すなわち ~h·~c = ~b·~c · · · 1©

また，
−→
CH⊥

−→
ABから

(~h−~c)·~b = 0

よって ~h·~b−~c·~b = 0

すなわち ~h·~b = ~b·~c · · · 2©

　 A

B C

H
~b ~c

~h

1©， 2©から
−→
AH·
−→
BC = ~h·(~c−~b) = ~h·~c− ~h·~b = ~b·~c−~b·~c = 0

したがって，
−→
AH⊥

−→
BCとなるから，AH⊥BCである 証終

一般に，三角形の 3つの頂点から，それぞれの向かい
合う辺またはその延長線上に下した垂線は 1点で交わる．
この交点を，その三角形の垂心という．

　
垂心

https://player.vimeo.com/video/804826577?h=4d6b9d4a4d
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別証
−→
HA = ~a，

−→
HB = ~b，

−→
HC = ~c とする．

HB⊥CA より，
−→
HB·
−→
CA = 0 であるから

~b·(~a−~c) = 0

すなわち ~a·~b = ~b·~c · · · 1©

　
A

B C

H

HC⊥AB より，
−→
HC·
−→
AB = 0 であるから

~c·(~b− ~a) = 0

すなわち ~a·~c = ~b·~c · · · 2©

ここで
−→
HA·−→BC=~a(~c−~b)

=~a·~c− ~a·~b

1©， 2© より
−→
HA·
−→
BC = ~b·~c−~b·~c = 0

よって
−→
HA⊥

−→
BC すなわち AH⊥BC 証終

練習 1.32 平行四辺形ABCDにおいて，AB = ADのとき，AC⊥DBである．この
ことを，ベクトルを用いて証明せよ． 解

-�
�
�
�
�
�7

�
�
�
�
�
�

������������*A
A
A
A
A
AU

A B

CD

~b

~d
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1.2.3 図形のベクトルによる表示

直線や円上の点の位置ベクトルを考えることにより，図形をベクトルで表示するこ
とを考えよう．

A〉〉ベクトル~dに平行な直線

点A(~a)を通り，ベクトル~dに平行な直線を g

とする．直線 g上のどんな点 P(~p)に対しても，
−→
AP = t~dとなる実数 tがただ 1つ定まる．
−→
AP = ~p− ~aであるから

~p = ~a + t~d · · · 1©

　 ~d

A
P

~a
~p

g

O

1©において，tがすべての実数値をとって変化するとき，点 P(~p)の全体は直線 g

になる． 1©を直線 gのベクトル方程式といい，tを媒介変数またはパラメータという．
また，~dを直線 gの方向ベクトルという．[直線と方向ベクトル]

Oを原点とする座標平面上で，点A(x1, y1)を通りベクトル ~d = (l, m)に平行な
直線 g上の点を P(x, y)とする．

ベクトル方程式 1©において，~p = (x, y)，
~a = (x1, y1)，~d = (l, m)であるから

(x− x1, y − y1) = t(l, m)

よって

{
x = x1 + lt

y = y1 + mt
· · · 2©

2©を直線 gの媒介変数表示という．

　

O

y

x

g

~d

P(x, y)

A(x1, y1)

2©から tを消去すると，次のことがいえる．� �
点A(x1, y1)を通り，~d = (l, m)に平行な直線の方程式は

m(x − x1) − l(y − y1) = 0� �
証明 2©から

{
x− x1 = lt · · · (1)
y − y1 = mt · · · (2)

(1)×m− (2)× l より m(x− x1)− l(y − y1) = 0 証終

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/110
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別証 (27ページの問題 1.3(1)の平行条件を用いる証明法)

点A(x1, y1)を通り，方向ベクトル~d = (l, m)の直線 g上の点 P(x, y) につい
て，PがAと異なるとき，

−→
AP = (x− x1, y − y1)は

−→
AP//~dであるから

m(x− x1)− l(y − y1) = 0

PがAと一致するときも上式を満たすから，これが直線 gの方程式である．証終

例 1.16 点A(1, 4)を通り，~d = (2, 3)に平行な直線を媒介変数表示すると S{
x = 1 + 2t

y = 4 + 3t

また，媒介変数を消去して得られる直線の方程式は

3(x− 1)− 2(y − 4) = 0 すなわち 3x− 2y + 5 = 0 終

練習 1.33 点 A(2,−1)を通り，~d = (−4, 3)に平行な直線を媒介変数表示せよ．ま
た，媒介変数を消去した式で表せ． 解

B〉〉異なる 2点A，Bを通る直線

異なる 2点A(~a)，B(~b)を通る直線を gとする．

直線 gは，点A(~a)を通り，
−→
AB = ~b− ~a を方向

ベクトルとする直線と考えられるから，直線 g

上の点 P(~p)について，次の式が得られる．

~p = ~a+ t(~b− ~a) · · · 3©

[異なる 2点を通る直線のベクトル方程式]

　
~b− ~a

A
P

~a
~p

g

O

~b

B

実数 tのとる値によって，この式における点

P(~p)の存在範囲は，右の図のようになる．

3©を整理すると，次の式が得られる．

~p = (1− t)~a+ t~b

　

A
B

0 < t < 1
t > 1

t < 0

(t = 0)
(t = 1)

外分点

外分点
内分点

さらに，1− t = sとおくと，次のことがいえる．� �
異なる 2点A(~a)，B(~b)を通る直線の方程式は

1 ~p = (1 − t)~a + t~b

2 ~p = s~a + t~b, s + t = 1� �

https://player.vimeo.com/video/804826523?h=07fdc4b2c1
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/111
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C〉〉平面上の点の存在範囲

前ページで学んだように，異なる 2点A(~a)，B(~b)について，次の式を満たす点P(~p)

の存在範囲は直線AB
.......................

である．

~p = s~a + t~b, s + t = 1

t = 0のとき Pは Aに一致し，t = 1のと
き PはBに一致する．また，0 < t < 1のと
き，Pは線分ABの内分点である．

　

A
B

0 < t < 1

(t = 0)
(t = 1)

s+ t = 1のとき，s = 0，t = 0とすると 0 5 t 5 1であるから，次の式を満たす点
P(~p)の存在範囲は線分AB

.......................
である．

~p = s~a + t~b, s + t = 1, s = 0, t = 0

応用例題 1.6 4OABにおいて，次の式を満たす点 Pの存在範囲を求めよ． S

−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB, s+ t = 2, s = 0, t = 0

[平面上の点の存在範囲]

考え方〉〉次の形であれば，点 Pの存在範囲は線分A′B′である．
−→
OP = s′

−−→
OA′ + t′

−−→
OB′ (s′ + t′ = 1，s′ = 0，t′ = 0)

解答 s+ t = 2 から
s

2
+

t

2
= 1 ← 右辺が 1 になるように変形する．

また
−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB =

s

2
(2
−→
OA) +

t

2
(2
−→
OB)

ここで，
s

2
= s′，

t

2
= t′ とおくと

−→
OP = s′(2

−→
OA) + t′(2

−→
OB),

s′ + t′ = 1, s′ = 0, t′ = 0

よって，2
−→
OA =

−−→
OA′，2

−→
OB =

−−→
OB′

　

A B

O

A′ P B′

~a ~b

2~a 2~b

となる点A′, B′をとると，点 Pの存在範囲は線分A′B′である．

練習 1.34 4OABにおいて，次の式を満たす点 Pの存在範囲を求めよ． 解

−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB, s+ t =

1

2
, s = 0, t = 0

https://player.vimeo.com/video/804826593?h=dc7fda2114
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/112
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4OABにおいて，次の式を満たす点 Pの存在範囲を求めてみよう．

−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB, 0 5 s+ t 5 1, s = 0, t = 0

s+ t = kとおく

［1］k = 0のとき，s = t，t = 0であるから，点 Pは点Oに一致する．

［2］0 < k 5 1のとき，s+ t = kから
s

k
+

t

k
= 1

また
−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB =

s

k
(k
−→
OA) +

t

k
(k
−→
OB)

ここで，
s

k
= s′，

t

k
= t′とおくと

−→
OP = s′(k

−→
OA) + t′(k

−→
OB), s′ + t′ = 1, s′ = 0, t′ = 0

よって，k
−→
OA =

−−→
OA′，k

−→
OB =

−−→
OB′とな

る点A′, B′をとると，定数 kに対して，
点 Pの存在範囲は辺 ABに平行な線分
A′B′である．
0 < k 5 1の範囲で kが変わるとき，線
分 A′B′上の点は，点 Oを除く4OAB

の周および内部を動く．

　 O

A B

k k
1 1

PP
A′ B′

［1］,［2］より，次のことがいえる．
4OABにおいて，次の式を満たす点 Pの存在範囲は4OABの周および内部

...............................................................
で

ある． −→
OP = s

−→
OA + t

−→
OB, 0 5 s + t 5 1, s = 0, t = 0 (1.2)

[平面上の点の存在範囲]

練習 1.35 4OABにおいて，次の式を満たす点 Pの存在範囲を求めよ． 解

(1)
−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB, 0 5 s+ t 5 2, s = 0, t = 0

(2)
−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB, 0 5 s+ t 5 1

2
, s = 0, t = 0

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/113
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D〉〉ベクトル ~nに垂直な直線

点A(~a)を通り，ベクトル ~nに垂直な

直線を gとする．直線 g上の点P(~p)がA

に一致しないとき，~n⊥
−→
APである．すな

わち，~n·
−→
APとなり，次の式が得られる．

~n·(~p − ~a) = 0 · · · 4©

PがAに一致するときは，~p− ~a = ~0で

あるから，このときも 4©は成り立つ．

　

g

~a ~p

O

A

P

~n

4©は，点A(~a)を通り，~nに垂直な直線 gのベクトル方程式である．直線 gに垂直
なベクトル ~nを，直線 gの法線ベクトルという．
Oを原点とする座標平面上で，点A(x1, y1)を通り，~n = (a, b)に垂直な直線 g上
の点を P(x, y)とする．
ベクトル方程式 4©において

~n = (a, b), ~a = (x1, y1), ~p = (x, y)

~p− ~a = (x− x1, y − y1)

であるから，次のことがいえる．� �
1 点A(x1, y1)を通り，~n = (a, b)に垂直な直線の方程式は

a(x − x1) + b(y − y1) = 0

2 ベクトル ~n = (a, b)は，直線 ax+ by + c = 0に垂直である．� �
補足 直線 ax+ by + c = 0において，~n = (a, b)はこの直線の法線ベクトルの 1つで

ある．

練習 1.36 次の点Aを通り，ベクトル ~nに垂直な直線の方程式を求めよ． 解

(1) A(3, 4), ~n = (1, 2) (2) A(−1, 2), ~n = (3,−4)
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E〉〉円のベクトル方程式

点A(~a)を中心とする半径 rの円を考える．

この円上のどんな点 P(~p)に対しても，次の

式が成り立つ．

|
−→
AP| = r

すなわち |~p− ~a| = r · · · 1©

また，|~p− ~a|2 = (~p− ~a)·(~p− ~a) であるから

(~p− ~a)·(~p− ~a) = r2 · · · 2©

1©， 2©は点A(~a)を中心とする半径 rの円の

ベクトル方程式である．

　

A(~a)

P(~p)
r

|~p− ~a| = r

中心の位置ベクトル 半径

練習 1.37 点 A(~a)が与えられているとき，次のベクトル方程式において点 P(~p)の
全体は円となる．円の中心の位置ベクトル，円の半径を求めよ． 解

(1) |~p− ~a| = 3 (2) |2~p− ~a| = 4

2点A(~a)，B(~b)を結ぶ線分ABを直径とする円を考える．

円上の点を P(~p)とする．

PがAにもBにも一致しないとき

AP⊥BP すなわち
−→
AP·
−→
BP = 0

よって，次の式が得られる．

(~p− ~a)·(~p−~b) = 0 · · · 3©

　

~p−~b

B(~b)A(~a)

P(~p)

~p− ~a

PがAまたはBに一致するときは，
~p− ~a = ~0 または ~p−~b = ~0で，このときも 3©は成り立つ．

3©は 2点A(~a)，B(~b)を結ぶ線分ABを直径とする円のベクトル方程式である．

練習 1.38 平面上の異なる 2点O，Aに対して
−→
OA = ~aとすると，線分OAを直径と

する円のベクトル方程式は，その円上の点Pについて
−→
OP = ~pとして，~p·(~p−~a) = 0

で与えられることを示せ． 解
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研究� �
点と直線の距離

座標平面上の点P(x1, y1)と直線 ax+ by + c = 0の距離 dは，次の式で与えられ
ることを，ベクトルを用いて証明してみよう．

d =
|ax1 + by1 + c|√

a2 + b2

証明 直線 ax+ by + c = 0を gとする．

点 Pから直線 gに垂線 PHを下ろすと

d = |
−→
PH|

~n = (a, b)は直線 gの法線ベクトルで，
−→
PHは ~nに平行であるから

−→
PH = k~n

となる実数 kがある．

　

d

O

y

x

~n = (a, b)

P(x1, y1)

g

−→
OH =

−→
OP +

−→
PHから

−→
OH = (x1, y1) + k(a, b)

= (x1 + ka, y1 + kb)

よって，Hの座標は (x1 + ka, y1 + kb)と表される．

点Hは直線 g上の点であるから

a(x1 + ka) + b(y1 + kb) + c = 0

すなわち k(a2 + b2) + (ax1 + by1 + c) = 0

よって k = −ax1 + by1 + c

a2 + b2

したがって d = |
−→
PH| = |k||~n|

=
|ax1 + by1 + c|

a2 + b2
×
√
a2 + b2

=
|ax1 + by1 + c|√

a2 + b2

終� �
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1.2.4 問題

問題 1.7 平行四辺形OABCの辺OAと辺OCを 2 : 1に内分する点を，それぞれD，
Eとし，対角線OBを 1 : 2に内分する点を Fとする．このとき，3点D，F，Eは一
直線上にあることを証明せよ． 解 → p.34応用例題 1.3

2 1O A

BC

F

~a

~c

2

1 2

1

D

E

問題 1.8 4OABにおいて，辺OAを 2 : 3に内分する点をC，辺OBを 1 : 3に内分す
る点をD，辺ABの中点をEとし，線分BCと線分EDの交点をPとする．

−→
OA = ~a，−→

OB = ~bとするとき，
−→
OPを~a，~bを用いて表せ． 解 → p.35応用例題 1.4

1

3

2

3

O

A B

C

P

D

E

問題 1.9 法線ベクトルを利用して，2直線 2x+ 4y + 1 = 0，x− 3y − 7 = 0のなす
角 αを求めよ． 解 → p.43
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問題 1.10 点C(~c)を中心とする半径 rの円上の点をA(~a)とする．このとき，点Aに
おける円の接線のベクトル方程式は，その接線上の点をP(~p)として (~p−~c)·(~a−~c) = r2

で与えられることを示せ． 解 → p.44

C(~c)

A(~a)

P(~p)

問題 1.11 海上を航行する 2せきの船A，Bがあり，船Bは船Aから見て西に 50km

の位置にある．船Aは北に，船Bは北東に向かって一定の速さで航行しており，船
Aの速さは時速 20kmであるとする． 解

(1) 船Bも時速 20kmで航行しているとき，船Bが船Aから見てちょうど南東方向
に見えるのは何時間後か求めよ．

(2) 衝突を回避するために，2せきの船A，Bが衝突する船Bの速さを事前に求め
たい．船Aと衝突してしまう船Bの速さを求めよ．
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1.3 章末問題

1.3.1 章末問題A

章末 1.1 平行四辺形ABCDにおいて，対角線の交点をEとする．
−→
AB = ~b，

−→
AD = ~dと

するとき，次のベクトルを~b，~dを用いて表せ． 解

(1)
−→
EC (2)

−→
BE (3)

−→
EA

A B

CD

~b

~d E

章末 1.2 |~a| = 1，|~b| = 2のとき，次の値の最大値，最小値を求めよ． 解

(1) ~a·~b (2) |~a−~b|

章末 1.3 ~a = (2, x)，~b = (x+ 1, 3)とする． 解

(1) 2~a+~bと~a− 2~bが垂直になるように，xの値を定めよ．

(2) 2~a+~bと~a− 2~bが平行になるように，xの値を定めよ．
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章末 1.4 4ABCの外心をO，重心をGとし，
−→
OH =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OCとする． 解

(1) 3点O，G，Hは一直線上にあることを証明せよ．

(2) Hは4ABCの垂心であることを証明せよ．

H
G
O

A

B

C

章末 1.5 4ABCにおいて，辺ABを 1 : 2に内分する点をD，辺BCを 3 : 1に内分
する点を E，辺CAを 2 : 3に内分する点を Fとする．また，線分AEと線分CDの
交点を Pとするとき，次の問いに答えよ． 解

(1)
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c とするとき，

−→
APを~b，~c を用いて表せ．

(2) 3点B，P，Fは一直線上にあることを示せ．

~c~b

A

CB

P

D

F

3

2
2

1

E3 1

章末 1.6 4OABにおいて，辺OAを 2 : 1に内分する点をC，辺OBの中点をDと
し，線分AD，BCの交点を Pとする．実数m, nを用いて，

−→
OP = m

−→
OA + n

−→
OBと

表すとき，次の�に適する数は何か．また，m，nの値を求めよ． 解

(1)
−→
OP = m

−→
OA+�n

−→
OD (2)

−→
OP = �m

−→
OC+ n

−→
OB

2

1
C

D

O

A B

P
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1.3.2 章末問題B

章末 1.7 4ABCと点 Pに対して，等式 3
−→
AP + 4

−→
BP + 5

−→
CP = ~0が成り立つ． 解

(1) 点 Pは4ABCに対してどのような位置にあるか．

(2) 面積の比4PBC : 4PCA : 4PABを求めよ．

A

B C

P

章末 1.8 4ABCにおいて，辺BCの中点をMとすると，次の等式が成り立つ．

AB2 +AC2 = 2(AM2 + BM2)

このことを，ベクトルを用いて証明せよ． 解

A

B CM

章末 1.9 4OABにおいて，辺OBを 2 : 1に内分する点を C，線分ACの中点をM

とし，直線OMと辺ABの交点をDとする．次のものを求めよ． 解

(1)
−→
OD = k

−−→
OMとなる実数 kの値 (2) AD : DB

2

1

O

A B

C

D

M
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章末 1.10 4OABにおいて，次の式を満たす点 Pの存在範囲を求めよ． 解

(1)
−→
OP = s

−→
OA+ 2t

−→
OB, s+ t = 1, s = 0, t = 0

(2)
−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB, 3s+ 2t 5 1, s = 0, t = 0

章末 1.11 点A(1, 2)から直線 3x+ 4y − 1 = 0に垂線を下ろし，交点をHとする．

(1) ~n = (3, 4)に対し，
−→
AH = k~nとなる実数 kの値を求めよ． 解

(2) 点Hの座標と線分AHの長さを求めよ．

章末 1.12 平面上の異なる 2点O，Aに対して，
−→
OA = ~aとする．このとき，次のベ

クトル方程式において
−→
OP = ~pとなる点 Pの全体はどのような図形を表すか． 解

(1) (~p+ ~a)·(~p− ~a) = 0 (2) |~p+ ~a| = |~p− ~a|

ヒント� �
8 内積を利用する．AB2 = |

−→
AB|2 =

−→
AB·
−→
AB など．

9 Dが直線AB上にあるから，
−→
OD = s

−→
OA+ t

−→
OB，s+ t = 1が利用できる．

10 (1)
−→
OP = s

−→
OA+ t(2

−→
OB) (2)

−→
OP = 3

(
1

3

−→
OA

)
+ 2t

(
1

2

−→
OB

)
� �
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2.1.1 空間の点

直線上の点や平面上の点は，数直線や座標軸を考えることにより，座標を用いて表
すことができた．空間においても，点の座標を考えてみよう．

A〉〉空間の点の座標

空間に点Oをとり，Oで互いに直交する 3

本の数直線を，右の図のように定める．これ

らを，それぞれx軸，y軸，z軸といい，まと

めて座標軸という．また，点Oを原点という．

さらに

x軸と y軸で定まる平面を xy平面，

y軸と z軸で定まる平面を yz平面，

z軸と x軸で定まる平面を zx平面

といい，これらをまとめて座標平面という．

　

�
�

�
�

�
��+

XXXXXXXXz

6

XXXXXXXX

XXXXXXXX

�
�
�
�

�
��

�
�
�

�
�
��

��

�� XX

XX
O

x

y

z

xy平面

yz平面

y軸

zx平
面

x軸

z
軸

空間の点Pに対して，Pを通り各座標軸に

垂直な平面が，x軸，y軸，z軸と交わる点を，

それぞれA，B，Cとする．A，B，Cの各座

標軸上での座標が，それぞれ a，b，cのとき，

3つの実数の組

(a, b, c)

を点Pの座標といい，a，b，cをそれぞれ点P

のx座標，y座標，z座標という．この点Pを

P(a, b, c)と書くことがある．原点Oと，右

上の図の点A，B，Cについては，O(0, 0, 0)，

A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, c)である．

座標の定められた空間を座標空間という．

[空間の点の座標]

　

x

y

z

A
a

B

b

Cc

P(a, b, c)

O

[内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

53

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/203
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/201
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/202
https://cds.chart.co.jp/books/l8k40qpc1q
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy#100
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例 2.1 点 P(1, 3, 2) から xy 平面，yz 平面，

zx 平面に垂線を下ろし，各平面との

交点を，それぞれ Q，R，Sとすると，

Q(1, 3, 0)，R(0, 3, 2)，S(1, 0, 2)

である．また，点 Pと xy 平面に関し

て対称な点 Tの座標は (1, 3,−2)，点
Pと y軸に関して対称な点 Uの座標は

(−1, 3,−2)である． S

　

P(1, 3, 2)

x

y

z

A

S

Q

B

R
C

O

T

U

練習 2.1 次の平面に関して点P(1, 3, 2)と対称な点の座標を，それぞれ求めよ． 解

(1) yz平面に関して対称な点 (2) zx平面に関して対称な点
(3) z軸に関して対称な点 (4) 原点に関して対称な点

B〉〉原点Oと点Pの距離

例 2.1において，原点Oと点Pの距離
を求めてみよう．三平方の定理を使うと

OP2 = OQ2 + PQ2

= (OA2 +AQ2) + PQ2

= 12 + 32 + 22

= 14

OP > 0 であるから OP =
√
14

　

P(1, 3, 2)

x

y

z

A

S

Q

B

R
C

O1

3

2

2

1

3

点 Pの座標が (a, b, c)のときは，OP2 = a2 + b2 + c2 となるから，次のことが成
り立つ．� �

原点Oと点 P(a, b, c)の距離は OP =
√
a2 + b2 + c2� �

練習 2.2 原点Oと次の点の距離を求めよ． 解

(1) P(2, 3, 6) (2) Q(3,−4, 5)

https://player.vimeo.com/video/804826834?h=41e94dd766
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2.1.2 空間のベクトル

空間においても，平面の場合と同様に有向線分を考えることができる．
空間の有向線分で，その位置の違いを無視して，向きと大きさだけに着目したもの
が空間のベクトルである．
ここでは，空間のベクトルについて考えてみよう．

A〉〉空間のベクトル

空間において，始点をA，終点をBとする

有向線分ABで表されるベクトルを
−→
ABで表

し，その大きさを |−→AB|で表す．

　

A

B~a

空間のベクトルも~a，~bなどで表すことがある．このとき，~a = ~bや，~aの逆ベク
トル−~aの定義は，平面の場合と同様である．
大きさが 0のベクトルを零ベクトルまたはゼロベクトルといい，~0で表す．また，
大きさが 1のベクトルを単位ベクトルという．

例 2.2 右の図の直方体において，始点，終点

がともに頂点となる有向線分でベクト

ルを考えると S

−→
AB =

−→
DC =

−→
EF =

−→
HG

また，
−→
BA，

−→
CD，

−→
FE，

−→
GHは，すべて

−→
AB の逆ベクトルである．

　

A

E

F

B

C

G

H

D

練習 2.3 例 2.2において，
−→
AEに等しいベクトルで

−→
AE以外のものをすべてあげよ．

また，
−→
ADの逆ベクトルで

−→
DA 以外のものをすべてあげよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804826847?h=a69f50dd4f
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空間のベクトルの和，差，実数倍の定義も，平面上の場合と同様である．さらに，
それらに成り立つ性質は，空間のベクトルに対してもそのまま成り立つ．

例 2.3 右の図の立体は直方体である． S

(1)
−→
AB +

−→
DH =

−→
A� の�に適する頂点の

文字は，
−→
DH =

−→
BF から

−→
AB+

−→
DH =

−−→
AB
.....

+
−→
B
.....
F =
−→
AF

(2)
−→
AB −

−→
DH =

−→�B の�に適する頂点の
文字は，

−→
DH =

−→
AE から

−→
AB−

−→
DH =

−→
A
.....
B−
−→
A
.....
E =
−→
EB

　

A

E

F

B

C

G

H

D

� �
−−→
○▲+

−−→
▲□ =

−−→
○□

−−→
●△−

−−→
●□ =

−−→
□△� �

練習 2.4 例 2.3の直方体において，次の�に適する頂点の文字を求めよ． 解

(1)
−→
AB +

−→
FG =

−→
A�

A

E

F

B

C

G

H

D

(2)
−→
AD−

−→
EF =

−→�D

A

E

F

B

C

G

H

D

https://player.vimeo.com/video/804816496?h=e5d6151f37
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B〉〉ベクトルの分解

2つずつ平行な 3組の平面で囲まれる立体を平行六面体という．直方体も平行六面
体である．平行六面体には，次のような性質がある．

平行六面体の各面は，平行四辺形である．

例題 2.1 右の図の平行六面体において， S

−→
AB = ~a，

−→
AD = ~b，

−→
AE = ~c

とするとき，次のベクトルを~a，~b，~cを
用いて表せ．

(1)
−→
AG (2)

−→
FD

　

~a

~b
~c

A B

C
D

E F
GH

解答 (1)
−→
AG =

−→
AB +

−→
BC +

−→
CG = ~a+~b+~c

(2)
−→
FD=

−→
FE +

−→
EH +

−→
HD = −~a+~b+ (−~c)

=−~a+~b−~c

練習 2.5 例題 2.1の平行六面体の図において，次のベクトルを~a，~b，~cを用いて表せ．

(1)
−→
EC (2)

−→
BH (3)

−→
DF (4)

−→
HF 解

https://player.vimeo.com/video/804816475?h=1d503de159
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空間において，同
......
じ
......
平
......
面
......
上
......
に
......
な
......
い
......

4
...
点
......

O
.....
，
......

A
.....
，
......

B
.....
，
......

C
.....
が与えられたとき，次のこと

が成り立つ．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c とすると，この空間のどんなベクトル~pも，適当な実

数 s，t，uを用いて
~p = s~a + t~b + u~c

の形に表すことができる 1．しかも，こ
......
の
......
表
......
し
......
方
......
は
......
た
......
だ
......

1
...
通
......
り
......
で
......
あ
......
る
......
．

このことは，次のように確かめられる．

証明 ~p =
−→
OP とする．

点Pを通り直線OCに平行な直線を引き，3点O，A，Bを通る平面OAB 2 と
の交点をQとすると，次が成り立つ．

−→
OP =

−→
OQ+

−→
QP · · · 1©

［1］点Qが平面OAB上にあることから，
−→
OQ = s~a+ t~b となる実数 s，tがた

だ 1組定まる．

［2］
−→
OC//

−→
QP であるから，

−→
QP = u~c となる実数 uがただ１つ定まる．

1©と［1］，［2］により，~p = s~a+ t~b+ u~c となる実数 s，t，uがただ 1通り定
まる． 証終

~c C

B
~b ~a

A
s~at~b

P

Q

~p

O

u~c

1 空間におけるこのような 3つのベクトル ~a, ~b, ~cは，1次独立であるという．
2 一直線上にない 3点 O，A，Bを通る平面は，ただ 1つ定まる．この平面を，平面 OABという

ことがある．
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2.1.3 ベクトルの成分

座標空間でベクトルを考えて，ベクトルの表示に座標を利用してみよう．
ここでは，空間のベクトルの成分表示について学ぼう．

A〉〉ベクトルの成分表示

座標空間において，x軸，y軸，z軸の

正の向きと同じ向きの単位ベクトルを

基本ベクトルといい，それぞれ~e1，
~e2，

~e3 で表す．

この空間のベクトル~aに対し，
~a =
−→
OA である点Aの座標が

(a1, a2, a3)

のとき，~aは次のように表される．

~a = a1
~e1 + a2

~e2 + a3
~e3

この~aを，次のようにも書く．

~a = (a1, a2, a3) · · · 1©

　

x

y

z

a1

a2

a3

A(a1, a2, a3)

O~e1 ~e2

~e3

a1~e1

a2~e2
~a

a3~e3

~a

1©における a1，a2，a3を，それぞれ~aの x成分，y成分，z成分といい，まとめ
て~aの成分という．また， 1©を~aの成分表示という．

空間の基本ベクトル~e1，
~e2，

~e3の成分表示は，次のようになる．

~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)

空間の零ベクトル~0の成分表示は，~0 = (0, 0, 0) である．

また，空間の 2つのベクトル ~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) について，次が成
り立つ．

~a = ~b ⇐⇒ a1 = b1, a2 = b2, a3 = b3

練習 2.6 次のベクトル~a，~bが等しくなるように，x，y，zの値を定めよ． 解

~a = (2,−1,−3), ~b = (x− 4, y + 2,−z + 1)
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座標空間において，~a =
−→
OA となる点 A

の座標が (a1, a2, a3)であるとする．

このとき
~a = (a1, a2, a3)

であり，~aの大きさ |~a|は

|~a| = OA

=
√

a12 + a22 + a32

である．

したがって，次のことが成り立つ．

　

x

y

z

a1

a2

a3

A(a1, a2, a3)

O

~a

ベクトルの大きさ� �
~a = (a1, a2, a3) のとき

|~a| =
√
a1

2 + a2
2 + a3

2� �
練習 2.7 次のベクトルの大きさを求めよ． 解

(1) ~a = (−1, 2,−2)

(2) ~b = (−5, 3,−4)

B〉〉和，差，実数倍の成分表示

平面上の場合と同様に，空間のベクトルの和，差，実数倍の成分表示について，次
のことが成り立つ．

和，差，実数倍の成分表示� �
(a1, a2, a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3)

(a1, a2, a3) − (b1, b2, b3) = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3)

k(a1, a2, a3) = (ka1, ka2, ka3) kは実数� �
例 2.4 ~a = (2,−3, 4)，~b = (−1, 0, 5) のとき S

3~a− 2~b = 3(2,−3, 4)− 2(−1, 0, 5)

= (6 + 2,−9− 0, 12− 10)

= (8,−9, 2)

https://player.vimeo.com/video/804826865?h=9713de49a9
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練習 2.8 ~a = (1, 3,−2)，~b = (4,−3, 0)のとき，次のベクトルを成分表示せよ． 解

(1) ~a+~b (2) ~a−~b

(3) 2~a+ 3~b (4) −3(~a− 2~b)

C〉〉座標空間の点とベクトル

原点Oと 2点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)について，
−→
ABの成分は，次のように

なる．

−→
AB =

−→
OB−

−→
OA = (b1, b2, b3)− (a1, a2, a3)

= (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3)

したがって，次のことがいえる．

2点A，Bとベクトル
−→
AB� �

2点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)について
−→
AB = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3)

|−→AB| =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2� �
例 2.5 2点A(−1, 0, 2)，B(2, 4,−3)について S

−→
AB = (2− (−1), 4− 0, − 3− 2) = (3, 4, − 5)

|
−→
AB| =

√
32 + 42 + (−5)2 =

√
50 = 5

√
2

練習 2.9 次の 2点A，Bについて，
−→
ABを成分表示し，|

−→
AB|を求めよ． 解

(1) A(2, 1, 4)，B(3,−1, 5)

(2) A(3, 0,−2)，B(1,−4, 2)

https://player.vimeo.com/video/804826871?h=20d47d45e7
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2.1.4 ベクトルの内積

平面上の 2つのベクトルの内積は，三角形の余弦定理に関連して定義した．
まったく同様にして，空間のベクトルにも内積を定義することができる．

A〉〉空間のベクトルの内積

空間の~0でない 2つのベクトル~a，~bについ
て，そのなす角 θを平面上の場合と同様に定
義し，内積~a·~bも同じ式

~a·~b = |~a||~b| cos θ

で定義する．

　

O

~b

~b

~a
A

B

θ

~a

~a−~b

空間のベクトルについても，17ページで示した等式

|~a−~b|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2(~a·~b)

が成り立つ．~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) とすると

(a1 − b1)
2 + (a2 − b2)

2 + (a3 − b3)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2) + (b1

2 + b2
2 + b3

2)− 2(~a·~b)

整理すると ~a·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3

したがって，次のことが成り立つ．

ベクトルの内積� �
~0でない 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) のなす角を
θとする．ただし，0◦ 5 θ 5 180◦ である．このとき

1 ~a·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3

2 cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
a1b1 + a2b2 + a3b3√

a1
2 + a2

2 + a3
2
√
b12 + b22 + b32� �

注意 1の式は，~a = ~0 または ~b = ~0 のときも成り立つ．
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例 2.6 2つのベクトル~a = (2,−1,−2)，~b = (4, 3,−5)について，内積とそのなす角
θを求める． S

内積は ~a·~b = 2× 4 + (−1)× 3 + (−2)× (−5) = 15

また |~a| =
√

22 + (−1)2 + (−2)2 =
√
9 = 3

|~b| =
√
42 + 32 + (−5)2 =

√
50 = 5

√
2

よって cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
15

3× 5
√
2
=

1√
2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 45◦

練習 2.10 次の 2つのベクトル~a，~bの内積およびそのなす角 θを求めよ． 解

(1) ~a = (2,−3, 1)，~b = (−3, 1, 2)

(2) ~a = (2, 4, 3)，~b = (−2, 1, 0)

例題 2.2 3点A(1, 3, 2)，B(2, 5, 3)，C(−1, 5, 6)を
頂点とする4ABCにおいて，∠BACの大き
さを求めよ． S

　

A C

B

解答
−→
AB = (1, 2, 1) ← −→

AB = (2− 1, 5− 3, 3− 2)

−→
AC = (−2, 2, 4) ← −→

AC = (−1− 1, 5− 3, 6− 2)

であるから
−→
AB·
−→
AC = 1× (−2) + 2× 2 + 1× 4 = 6

また |
−→
AB| =

√
12 + 22 + 12 =

√
6

|
−→
AC| =

√
(−2)2 + 22 + 42 =

√
24 = 2

√
6

よって cos∠BAC =

−→
AB·
−→
AC

|
−→
AB||
−→
AC|

=
6√

6× 2
√
6
=

1

2

0◦ 5 ∠BAC 5 180◦ であるから ∠BAC = 60◦

練習 2.11 3点A(6, 7,−8)，B(5, 5,−6)，C(6, 4,−2)を頂点とする4ABCにおい
て，∠ABCの大きさを求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804826878?h=fd182227b2
https://player.vimeo.com/video/804816486?h=93fdd543b2
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B〉〉ベクトルの垂直

空間のベクトルの垂直条件について，次のことが成り立つ．

ベクトルの垂直条件� �
~a 6= ~0，~b 6= ~0で，~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) のとき

~a⊥~b ⇐⇒ ~a·~b = 0

~a⊥~b ⇐⇒ a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0� �
例題 2.3 ベクトル~a = (2,−1, 0)，~b = (6,−2, 1) の両方に垂直で，大きさが 3のベ
クトル~pを求めよ． S

解答 ~p = (x, y, z) とする．

~a⊥~bより ~a·~p = 0であるから 2x− y = 0 · · · 1©
~b⊥~pより ~b·~p = 0であるから 6x− 2y + z = 0 · · · 2©

|~p|2 = 32であるから x2 + y2 + z2 = 32 · · · 3©

1©， 2©から，y，zを xで表すと y = 2x，z = −2x
これらを 3©に代入すると

x2 + (2x)2 + (−2x)2 = 9

整理すると 9x2 = 9 すなわち x = ±1
x = 1 のとき y = 2，z = −2
x = −1 のとき y = −2，z = 2

(答) ~p = (1, 2,−2) または ~p = (−1,−2, 2)

補足 上のベクトル~pを，~p = (±1,±2,∓2) (複号同順) と書くことがある．

練習 2.12 ベクトル~a = (2, 0,−1)，~b = (1, 3,−2)の両方に垂直で，大きさが
√
6の

ベクトル~pを求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804826806?h=9abae95546
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2.1.5 ベクトルの図形への応用

空間においても点Oを定めておくと，どんな

点 Pの位置も，ベクトル ~p =
−→
OP によって

決まる．このようなベクトル~pを，点Oに関

する点 Pの位置ベクトルという．

　
~p

O

P

ここでは，位置ベクトルなどを用いて空間図形の性質を調べてみよう．

A〉〉位置ベクトル

空間においても点 Pの位置ベクトルが~pであることを，P(~p)で表す．
以下，とくに断らない限り，点Oに関する位置ベクトルを考える．
平面上の場合と同様に，次のことが成り立つ．� �
1 2点A(~a)，B(~b)に対して

−→
AB = ~b − ~a

2 2点A(~a)，B(~b)に対して，線分ABをm : nに内分する点，m : nに外分す
る点の位置ベクトルは，次のようになる．

内分 · · ·
n~a + m~b

m + n
外分 · · ·

−n~a + m~b

m − n

とくに，線分ABの中点の位置ベクトルは
~a +~b

2

3 3点A(~a)，B(~b)，C(~c) を頂点とする4ABCの重心Gの位置ベクトル ~gは

~g =
~a +~b +~c

3� �
練習 2.13 4点A(~a)，B(~b)，C(~c)，D(~d)を頂点とする四

面体ABCDにおいて，4BCDの重心をG(~g)，

線分AGを 3 : 1に内分する点をP(~p)とする．
~pを~a，~b，~c，~dを用いて表せ． 解

　

3

1
P

A(~a)

B(~b) G

C(~c)

D(~d)
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B〉〉一直線上にある点

応用例題 2.1 右の図のような平行六面体において，4ABCの重心をGとする．3点
O，G，Pは一直線上にあることを証明せよ． S

考え方〉〉 3点が一直線上にあることの証明
は，平面の場合と同様に考える．
空間においても，次のことが成り立つ．

点Gが直線OPの上にある

⇐⇒
−→
OG = k

−→
OP

となる実数 kがある．

　

G

A

B

O

C Q

P

D

R

証明
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとする．

−→
OP =

−→
OA+

−→
AD+

−→
DP

= ~a+~b+~c

また，Gは4ABCの重心であるから

−→
OG =

~a+~b+~c

3

よって
−→
OG =

1

3

−→
OP

したがって，3点O，G，Pは一直線上にある． 証終

練習 2.14 四面体OABCにおいて，辺OAの中点
を D，辺 BCの中点を Eとする．線分
DEの中点をM，4ABCの重心をGと
するとき，3点O，M，Gは一直線上に
あることを証明せよ． 解

　

G

M

O

A

B

C

D

E

https://player.vimeo.com/video/804826919?h=842f9e4aec
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C〉〉同じ平面上にある点

一直線上にない 3点A，B，Cの定

める平面ABCがある．この平面上に

点 Pがあるとき

−→
CP = s

−→
CA+ t

−→
CB

となる実数 s，tが，ただ 1組定まる．

逆に，この式を満たす実数 s，tがあ

るとき，点Pは平面ABC上にある．

　

C(~c)

A(~a)

B(~b)
P(~p)

よって，次のことが成り立つ．� �
点Pが平面ABC上にある

⇐⇒
−→
CP = s

−→
CA + t

−→
CB となる実数 s, tがある．� �

例題 2.4 3点A(3, 2, 1)，B(2, 0,−2)，C(1, 1, 0)の定める平面ABC上に点P(2, 3, z)

があるとき，zの値を求めよ．[同じ平面上にある点] S

解答
−→
CP = (1, 2, z)，

−→
CA = (2, 1, 1)，

−→
CB = (1,−1,−2) に対して，

−→
CP = s

−→
CA+ t

−→
CBとなる実数 s，tがあるから

(1, 2, z) = s(2, 1, 1) + t(1,−1,−2)

すなわち (1, 2, z) = (2s+ t, s− t, s− 2t)

よって 1 = 2s+ t · · · 1©
2 = s− t · · · 2©
z = s− 2t · · · 3©

1©， 2©を解くと s = 1, t = −1
3©に代入して z = 1− 2× (−1) = 3 (答) z = 3

別解 (205ページの外積 (4.1)を利用する解法)

−→
CA×

−→
CB =

( ∣∣∣∣∣ 1 1

−1 −2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 1 2

−2 1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 2 1

1 −1

∣∣∣∣∣
)

= (−1, 5,−3)

(
−→
CA×

−→
CB)⊥

−→
CPより，(

−→
CA×

−→
CB)·

−→
CP = 0であるから

−1·1 + 5·2− 3·z = 0 これを解いて z = 3

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/204
https://player.vimeo.com/video/804826770?h=fd60fae9a9
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練習 2.15 3点 A(−1, 2,−1)，B(2,−2, 3)，C(2, 4,−1)の定める平面 ABC上に点
P(x, 3, 1) があるとき，xの値を求めよ． 解
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　応用例題 2.2 右の図のような直方体
OADB-CEGFにおいて，辺DGのGを超
える延長上に DG = GHとなるように点
Hをとり，直線OHと平面ABCの交点を
Pとする．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cと

するとき，
−→
OPを~a，~b，~cを用いて表せ．

S

考え方〉〉 Pが直線OH上にあること，平
面ABC上にあることから，

−→
OPを~a，~b，~c

を用いて 2通りに表す．

　

P

O

A

E
C

D

G

H

F

B

解答
−→
OH =

−→
OA+

−→
AD+

−→
DH = ~a+~b+ 2~c

Pは直線OH上にあるから，
−→
OP = k

−→
OHとなる実数 kがある．

よって
−→
OP = k(~a+~b+ 2~c)

= k~a+ k~b+ 2k~c · · · 1©

また，Pは平面ABC上にあるから，
−→
CP = s

−→
CA+ t

−→
CBとなる実数 s，tがある．

よって
−→
OP =

−→
OC+

−→
CP = ~c+ s(~a−~c) + t(~b−~c)

= s~a+ t~b+ (1− s− t)~c · · · 2©

4点O，A，B，Cは同じ平面上にないから，
−→
OPの~a，~b，~cを用いた表し方は

ただ 1通りである．

1©， 2©から k = s, k = t, 2k = 1− s− t

これを解くと，k =
1

4
であるから

−→
OP =

1

4
~a+

1

4
~b+

1

2
~c

練習 2.16 四面体OABCにおいて，辺OAの中点をM，辺BCを 1 : 2に内分する点
をQ，線分MQの中点をRとし，直線ORと平面ABCの交点をPとする．

−→
OA = ~a，−→

OB = ~b，
−→
OC = ~c とするとき，

−→
OPを~a，~b，~cを用いて表せ． 解

R

P

M

Q

O

A

B

C

1

2

https://player.vimeo.com/video/804826818?h=f35fe080e4
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発展� �
一直線上にない 3点 A(~a)，B(~b)，

C(~c)の定める平面ABC上に点 Pが

あるとき

−→
CP = s

−→
CA+ t

−→
CB

となる実数 s，tが，ただ 1組定まる．

　

C(~c)

A(~a)

B(~b)
P(~p)

よって ~p−~c = s(~a−~c) + t(~b−~c)

すなわち ~p = s~a+ t~b+ (1− s− t)~c

逆に，この式を満たす実数 s，tがあるとき，点 Pは平面ABC上にある．
1− s− t = uとおくと，次のことが成り立つ．� �
一直線上にない 3点A(~a)，B(~b)，C(~c)について

点Pが平面ABC上にある

⇐⇒ ~p = s~a + t~b + u~c, s + t + u = 1となる実数 s, t, uがある．� �
このことを利用して，前ページの応用例題 2.2を解いてみよう．

解答
−→
OH =

−→
OA+

−→
AD+

−→
DH = ~a+~b+ 2~c

Pは直線OH上にあるから，
−→
OP = k

−→
OHとなる kがある．

よって
−→
OP = k(~a+~b+ 2~c) = k~a+ k~b+ 2k~c

また，Pは平面ABC上にあるから k + k + 2k = 1

これを解くと，k =
1

4
であるから

−→
OP =

1

4
~a+

1

4
~b+

1

2
~c� �
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C〉〉内積の利用

空間のベクトルについても，21ページで示した内積の性質は，すべて成り立つ．
内積を利用して，空間図形の性質を証明してみよう．

応用例題 2.3 正四面体ABCDにおいて，AB⊥CDが成り立つ． S

このことを，ベクトルを用いて証明せよ．

考え方〉〉
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c，

−→
AD = ~d として，

−→
AB·
−→
CD = 0 を示す．正四面体の各面

が正三角形であることも利用する．

証明
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c，

−→
AD = ~d とすると

−→
AB·
−→
CD = ~b·(~d−~c)

= ~b·~d−~b·~c · · · 1©

正四面体ABCDにおいては，~bと~d，~bと~cの

なす角は，ともに 60◦であるから

~b·~d = |~b||~d| cos 60◦,
~b·~c = |~b||~c| cos 60◦

　
A

B

C

D

~b
~c

~d

|~d| = |~c| であるから ~b·~d = ~b·~c

よって， 1©により
−→
AB·
−→
CD = 0 であり，

−→
AB⊥

−→
CD となる．

したがって AB⊥CD 証終

練習 2.17 正四面体 ABCDにおいて，4BCDの重心をGとすると，AG⊥BCであ
る．このことを，ベクトルを用いて証明せよ． 解

A

B

C

D

~b
~c

~d

G

https://player.vimeo.com/video/804816499?h=df3dea8462
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2.1.6 座標空間における図形

座標空間において，2点間の距離，線分の内分点・外分点の座標，座標平面に平行な
平面や球について調べてみよう．

A〉〉2点間の距離と内分点・外分点の座標

座標空間の 2点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)について，A，B間の距離を表す式は，
AB = |

−→
AB|であることから得られる．

また，線分ABを m : n に内分する点を P，外分する点をQとすると，

−→
OP =

n
−→
OA+m

−→
OB

m+ n
，
−→
OQ =

−n
−→
OA+m

−→
OB

m− n
← O は原点

である．以上から，次のことがいえる．� �
2点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3) について

1 A，B間の距離は

AB =
√
(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2

2 線分ABをm : nに内分する点の座標は(
na1 + mb1

m + n
,
na2 + mb2

m + n
,
na3 + mb3

m + n

)
線分ABをm : nに外分する点の座標は(−na1 + mb1

m − n
,
−na2 + mb2

m − n
,
−na3 + mb3

m − n

)
� �
練習 2.18 2点A(1, 3,−2)，B(4,−3, 1)について，次のものを求めよ． 解

(1) 2点A，B間の距離 (2) 線分ABの中点の座標

(3) 線分ABを 2 : 1に内分する点の座標

(4) 線分ABを 2 : 1に外分する点の座標

練習 2.19 3点A(2,−1, 4)，B(1, 3, 0)，C(3, 1, 2) を頂点とする4ABCの重心の
座標を，原点Oに関する位置ベクトルを利用して求めよ． 解
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B〉〉座標平面に平行な平面の方程式

座標平面に平行な平面について考えてみよう．
点C(0, 0, c)を通り，xy平面に平行な平面を αとする．
平面 α上にある点 Pの z座標は常

に cである．

すなわち，平面 αは方程式

z = c · · · 1©

を満たす点 (x, y, z)全体である．

1©を平面αの方程式という．

　

Cc
P

O
α

x
y

z平面
z = c

一般に，次のことがいえる．

座標平面に平行な平面の方程式� �
点A(a, 0, 0)を通り，yz平面に平行な平面の方程式は x = a

点B(0, b, 0)を通り，zx平面に平行な平面の方程式は y = b

点C(0, 0, c)を通り，xy平面に平行な平面の方程式は z = c� �
　

O

x
y

z 平面
x = a

A
a

　

O

x

y

z平面
y = b

B

b

注意 平面 x = a は x軸に垂直，平面 y = b は y軸に垂直，平面 z = c は z軸に垂直
である．

練習 2.20 点 (1, 2, 3)を通り，次のような平面の方程式を求めよ． 解

(1) xy平面に平行 (2) yz平面に平行 (3) y軸に垂直
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C〉〉球面の方程式

空間において，定点 Cからの距離が

一定値 rであるような点の全体を，Cを

中心とする半径 rの球面，または単に球

という．

点 C(a, b, c)を中心とする半径 rの

球面上に点 P(x, y, z)をとると，

CP = r すなわち CP2 = r2

　

O

x y

z

C(a, b, c)

P(x, y, z)

r

よって
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2

が成り立つ．これを，この球面の方程式という．
球面の方程式� �
点 (a, b, c)を中心とする半径 rの球面の方程式は

(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2

とくに，原点を中心とする半径 rの球面の方程式は

x2 + y2 + z2 = r2� �
例 2.7 点 (2,−3, 4)を中心とする半径 5の球面の方程式は

(x− 2)2 + {y − (−3)}2 + (z − 4)2 = 52

すなわち (x− 2)2 + (y + 3)2 + (z − 4)2 = 25

S

練習 2.21 次のような球面の方程式を求めよ． 解

(1) 原点を中心とする半径 3の球面

(2) 点 (1, 2,−3)を中心とする半径 4の球面

(3) 点A(0, 4, 1)を中心とし，点B(2, 4, 5)を通る球面

(4) 2点A(2, 0,−3)，B(−2, 6, 1)を直径の両端とする球面

https://player.vimeo.com/video/804826906?h=79e421aeb2
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応用例題 2.4 球面 (x − 4)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2 = 52 と xy平面が交わる部分は円
である．その円の中心の座標と半径を求めよ． S

考え方〉〉xy平面は方程式 z = 0 で表される．球面の方程式で，z = 0 とすると，
x，yの 2次方程式が得られる．

解答 球面の方程式で，z = 0 とすると

(x− 4)2 + (y + 2)2 + (0− 3)2 = 52

すなわち (x− 4)2 + (y + 2)2 = 42 ← 52 − 32 = 16 = 42

この方程式は，xy平面上では円を表す． ← xy平面上では，z 座標 = 0

その中心の座標は (4,−2, 0)，半径は 4である．

補足 応用例題 2.4の円は，次のような 2つの方程式で表わされる．

(x− 4)2 + (y + 2)2 = 42, z = 0

練習 2.22 応用例題 2.4の球面と yz平面が交わる部分は円である．その中心の座標
と半径を求めよ． 解

発展� �
平面の方程式

点 A(x1, y1, z1)を通り，ベクトル
~n = (a, b, c) に垂直な平面 α上の点
をP(x, y, z)とする．PがAに一致し
ないとき，~n⊥

−→
APである．すなわち

~n·
−→
AP = 0 · · · 1©

　

A(x1, y1, z1)

P(x, y, z)

α

~n = (a, b, c)

が成り立つ．PがAに一致するときも，
−→
AP = ~0より 1©が成り立つ．

この等式を成分で表した次の式が，平面 αを表す方程式である．

a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) = 0� �
演習 2.1 点 (3, 1,−1)を通り，ベクトル ~n = (2,−1, 4)に垂直な平面の方程式を求
めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804826793?h=f88e7c7361
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発見� �
ベクトルの外積

空間のベクトルでは，空間特有の演算として，外積
というものを考えることができます．ここでは，~aと~b

の外積を~a×~bと表します．外積~a×~bは，~aにも~bにも垂
直なベクトルで，その向きは，~aから~bへ0◦ 5 θ 5 180◦

の角度 θでまわるとき，右ねじの進む向きと定めます．
右ねじとは時計回りにまわすと奥に進むねじです．ま
た，~a×~bの大きさ |~a×~b|は，図のように~aと~bででき
る平行四辺形OACBの面積です．また，~aと~bの少な
くとも一方が ~0のとき，~aと~bが平行の時はその外積
は~0と定めます．

　

~a

~b

~a×~b

|~a×~b|

O A

CB

� �
確認 座標空間において，x軸，y軸，z軸の正の向きと同じ向きの単位ベクトルを，

それぞれ ~e1，~e2，~e3とする．このとき

~e1 × ~e1 = ~0, ~e2 × ~e2 = ~0, ~e3 × ~e3 = ~0,

~e1 × ~e2 = ~e3, ~e2 × ~e3 = ~e1, ~e3 × ~e1 = ~e2

が成り立つ．これらの外積の順序を交換すると

~e2 × ~e1 = −~e3, ~e3 × ~e2 = −~e1, ~e1 × ~e3 = −~e2

発見 ベクトルの外積には，内積と同じように，次の性質があります．

~a× (~b+~c) = ~a×~b+ ~a×~c, (~a+~b)×~c = ~a×~c+~b×~c

(k~a)×~b = ~a× (k~b) = k(~a×~b)

~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)は，次のようにかける．

~a = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3, ~b = b1~e1 + b2~e2 + b3~e3

上の性質を利用して外積の成分表示を求めると

~a×~b = (a1~e1 + a2~e2 + a3~e3)× (b1~e1 + b2~e2 + b3~e3)

= (a2b3 − a3b2)~e1 + (a3b1 − a1b3)~e2 + (a1b2 − a2b1)~e3

結論 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3) の外積の成分表示は

~a ×~b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)
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2.1.7 問題

問題 2.1 ~p = (−1, 5, 0)を，3つのベクトル ~a = (1,−2, 3)，~b = (−2, 1, 0)，
~c = (2,−3, 1) と適当な実数 s，t，uを用いて，~p = s~a+ t~b+ u~c の形に表せ． 解

→ p.59～60

問題 2.2 2つのベクトル~a = (5,−2 + t, 1 + 2t)，~b = (1, 0, 0)のなす角が 45◦にな
るように，tの値を求めよ． 解 → p.63

問題 2.3 右の図のような直方体において，4ABCの重心をG，辺OCの中点をMと
するとき，点Gは線分DM上にあり，DMを 2 : 1に内分することを証明せよ． 解

p.66応用例題 2.1

C Q

P

D

AO

B

R
G

M

問題 2.4 3点O(0, 0, 0)，A(1, 2, 1)，B(−1, 0, 1)から等距離にある yz平面上の
点 Pの座標を求めよ． 解 →p.72

問題 2.5 2点A(4, 0, 5)，B(0, 2, 1)を通る直線上の点のうち，原点Oとの距離が
最小となる点を Pとする． 解

(1) 直線ABと直線OPの間に成り立つ関係を予想せよ．

(2) 点 Pの座標を求めよ．また，(1)で予想した関係が成り立つことを示せ．
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2.2 章末問題

2.2.1 章末問題A

章末 2.1 四面体ABCDの辺ADの中点をM，辺BCの中点をNとするとき，
−−→
MN = s

−→
AB + t

−→
DC を満たす実数 s，tの値を求めよ． 解

A

B

C

D

M

N

章末 2.2 座標空間に平行四辺形ABCDがあり，A(1, 2, 1)，B(5, 5,−1)，C(x, y, z)，
D(−4, 2, 3)であるとする．x，y，zの値を求めよ． 解

章末 2.3 ~a = (1, 3,−2)，~b = (1,−2, 0)と実数 tに対して，~p = ~a+t~bとする．~b⊥~pと
なるような tの値を求めよ．また，このときの |~p|を求めよ． 解

章末 2.4 右の図の立方体OABC-DEFGは，1辺の長さが 2である． 解

(1) ベクトル
−→
OBと

−→
CF を成分表示せよ．

(2) 内積
−→
OB·
−→
CFを求めよ．

(3) ベクトル
−→
OBと

−→
CF のなす角を求めよ．

x

y

z

D

E

A
B

C

F
G

O
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章末 2.5 ~e1，
~e2，

~e3を，それぞれ x軸，y軸，z軸に関する基本ベクトルとし，ベク
トル~a = (−1,

√
2, 1)と~e1，

~e2，
~e3 のなす角をそれぞれ α，β，γとする． 解

(1) cosα，cos β，cos γの値を求めよ．

(2) α，β，γを求めよ．

章末 2.6 2点A(1, 2, 2)，B(2, 3, 4)に対して，A，Bから等距離にある x軸上の点
を Pとする． 解

(1) 点 Pの座標を求めよ．

(2) 4ABPの重心Gの座標を求めよ．

章末 2.7 球面 (x− 2)2 + (y + 3)2 + (z − 4)2 = 52 と平面 z = 3 が交わる部分は円で
ある．その円の中心の座標と半径を求めよ． 解
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2.2.2 章末問題B

章末 2.8 3点A(a,−1, 5)，B(4, b,−7)，C(5, 5,−13)が一直線上あるとき，a，bの
値を求めよ． 解

章末 2.9 3点O(0, 0, 0)，A(−1,−2, 1)，B(2, 2, 0)を頂点とする4OABについて，
次の問いに答えよ． 解

(1) ∠AOBの大きさを求めよ．

(2) 4OABの面積 Sを求めよ．

章末 2.10 1辺の長さが 2の立方体ABCD-EFGHにおいて，辺BF上に点Pをとり，
辺GH上に点Qをとる． 解

(1)
−→
BP·−→HQを求めよ．

(2)
−→
AP·
−→
AQを |

−→
BP|，|

−→
HQ|を用いて表せ．

(3)
−→
AP·
−→
AQの最大値を求めよ．

E

F

B
C

D

G
H

A

Q

P
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章末 2.11 四面体ABCDにおいて，次のことが成り立つ．

AC⊥BD ならば AD2 + BC2 = AB2 + CD2

このことを，ベクトルを用いて証明せよ． 解
A

B D

C

~b

~c

~d

章末 2.12 四面体OABCにおいて，4ABCの重心をG，辺OBの中点をM，辺OC

の中点をNとする．直線OGと平面AMNの交点をPとするとき，OG : OPを求め
よ． 解

O

A

B

C
M

N
P

G

ヒント� �
8
−→
AB = k

−→
AC を満たす実数 kがあることを利用する．

10 (2)
−→
AP =

−→
AB +

−→
BP，

−→
AQ =

−→
AH+

−→
HQ

11 ベクトルの内積を利用する．

12 応用例題 2.2参照．� �





第 3 章 複素数平面

3.1.1 複素数平面

すべての実数は数直線上の点として表される．ここでは，複素数を座標平面上の点
で表すことを考えよう． [内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

A〉〉複素数平面

数学 IIで学んだように，複素数は 2つの実数 a, bと虚数単位 iを用いて a + biの
形で表される 1．aを実部，bを虚部という．b = 0のときの複素数 a+ 0iは実数 aを
表す．b 6= 0のときの複素数 a+ biを虚数といい，とくに a = 0である虚数 biを純虚
数という．

複素数 a+ biに対して，座標平面上の点

(a, b)を対応させると，どんな複素数も座

標平面上の点で表すことができる．このよ

うに，複素数を点で表す座標平面を複素数

平面または複素平面という．複素数平面上

の 1つの点は，1つの複素数を表す．

　

O

y

x

虚軸

実軸

P(z)

z = a+ bi

a

b

複素数平面を考える場合，x軸を実軸，y軸を虚軸という．実軸上の点は実数を表
し，虚軸上の原点O以外の点は純虚数を表す．
複素数平面上で複素数 zを表す点PをP(z)と書く．また，この点を点 zというこ
とがある．たとえば，点 0とは原点Oのことである．

例 3.1 複素数平面上に，点A(3 + 2i)，
B(2− i)，C(3i)，D(−1) を図示すると，
右のようになる． S

練習 3.1 次の点を右の図に示せ． 解

P(3− 2i)，Q(−1 + i)，R(4)，S(−i)

　

O

y

x

A(3 + 2i)

B(2− i)

D(−1)

C(3i)

1以下，複素数 a+ biや c+ diなどでは，文字 a, b, c, dは実数を表すものとする．

83

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/301
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/302
https://cds.chart.co.jp/books/j5l137ezag
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy#100
https://player.vimeo.com/video/804827195?h=94493aa103
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複素数 zと共役な複素数を zで表す．すなわち，z = a + biに対して，z = a − bi

である．zを zの共役複素数ともいう．

複素数 z = a+ biに対しては，

z = a− bi, − z = −a− bi

である．

複素数平面上で，z，z，−zを表す点
を図示すると，次のことがいえる．

　

O

y

x

z = a+ bi

z = a− bi−z = −a− bi

点 zと点 zは実軸に関して対称である．
点 zと点−zは原点に関して対称である．

注意 zの共役複素数は zである．すなわち，z = zである．

練習 3.2 複素数平面上で，点 zと点−zの位置関係を調べよ． 解

点 zが実軸上にあれば，点 zは点 zと一致するから，z = zである．また，原点O

と異なる点 zが虚軸上にあれば，点 zは虚軸上にあり，かつ点 zと原点Oに関して
対称になるから，z = −zである．

複素数 zについて，次のことが成り立つ．� �
1 zが実数 ⇐⇒ z = z

2 zが純虚数 ⇐⇒ z = −z ただし，z 6= 0� �
練習 3.3 複素数 z = a+ biについて，次の問いに答えよ． 解

(1) a, bをそれぞれ zと zを用いて表せ．

(2) (1)の結果を利用して，上の 1, 2が成り立つことを確かめよ．
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B〉〉複素数の絶対値

複素数平面上の 2点A(α)，B(β)間の距離

は，座標平面上の場合と同様に線分ABの長

さを考える．

原点Oと点 P(z)との距離を，複素数 zの

絶対値といい，|z|で表す．
z = a+ biのとき，OP =

√
a2 + b2である

から，次のことがいえる．

　

O

y

xa

b P(z)

z = a+ bi

|z|

複素数の絶対値� �
複素数 a+ biの絶対値は |a + bi| =

√
a2 + b2� �

補足 zが実数のとき，|z|は実数の絶対値と一致する．

例 3.2 複素数 3 + 2iの絶対値は S

|3 + 2i| =
√
32 + 22 =

√
13

練習 3.4 次の複素数の絶対値を求めよ． 解

(1) 3− 2i

(2) −2 + 4i

(3) −5

(4) 3i

原点Oと点P(z)，Q(z)，R(−z)の位
置関係により，

OP = OQ = OR

となるから，複素数 z について，次の

ことがいえる．

|z| = |z| = | − z|

　

O

y

x

P(z)

Q(z)R(−z)

練習 3.5 複素数 zについて，| − z| = |z|であることを確かめよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804827215?h=5e0fa6251e


86 第 3章 複素数平面

C〉〉複素数の和，差の図示

複素数の和，差を複素数平面上で図示してみよう．

2つの複素数

α = a+ bi, β = c+ di

の和は α+ β = (a+ c) + (b+ d)i

である．そこで，複素数平面上に 3点

A(α)，B(β)，C(α+β) をとると，次の

ことがいえる．

　

O

y

xc a a+ c

b
d

b+ d

A(α)

B(β)

C(α + β)

点C(α+ β)は，原点Oを点B(β)に移す平行移動によって

点A(α)が移る点である．

注意 右上の図において，四角形OACBは平行四辺形である．

2つの複素数 α, βの差 α− βは

α− β = α + (−β)

と表すことができる．

そこで，複素数平面上に 4点 A(α)，

B(β)，B′(−β)，D(α−β)をとると，次

のことがいえる．

　

O

y

x

A(α)
B(β)

D(α− β)

B′(−β)

点D(α− β)は，原点Oを点B′(−β)に移す平行移動，
すなわち，点B(β)を原点Oに移す平行移動によって

点A(α)が移る点である．

練習 3.6 右の図の複素数平面上の点 α, βに
ついて，次の点を図に示せ． 解

(1) α + β

(2) α− β

　

O

y

x

α β
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複素数の差について，右の図より，
AB = OCであるから，次のことがい
える．
2点A(α)，B(β)間の距離ABは

AB = |β − α|

　

O

y

x

A(α)

B(β)

C(β − α)

例 3.3 2点A(2 + 3i)，B(5 + i)間の距離ABは S

AB = |(5 + i)− (2 + 3i)| = |3− 2i| =
√
32 + (−2)2 =

√
13

練習 3.7 次の 2点間の距離を求めよ． 解

(1) A(2 + 3i)，B(1 + 6i)

(2) C(3− 4i)，D(1− 2i)

発見� �
複素数平面とベクトル

前ページでは，2つの複素数の和，差を複素数平面上に図示しました．ここで
は，複素数平面とベクトルの関係について考察してみましょう．
以下，α = a+ bi，β = c+ diとします．

確認 複素数平面上に 3点A(α)，B(β)，C(α+ β)をとる．
−→
OA = (a, b)とするとき，

−→
OCを成分表示してみよう．

上のようにして，複素数平面上の 1つの複素数に対して，1つのベクトルを対
応させることができます．

発見
−→
OA，

−→
OB，

−→
OCの間にはどのような関係式が成り立つだろうか．

整理 2つの複素数 α, βの和，差と，α，βを表す複素数平面上の点の位置ベク
トルの和，差の間にはどのような関係があるだろうか．� �

https://player.vimeo.com/video/804827228?h=aeffcec459
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D〉〉複素数の実数倍

実数 kと複素数 α = a+ biについて，

kα = ka + kbiである．よって，a 6= 0

のとき，点 kαは 2点 0，α を通る直線

`上にある．k = 0のとき点 kαは直線 `

上にある．k = 0のとき点 kαは点 0と

一致する．

逆に，この直線 `上の点は，αの実数

倍の複素数を表す．

　

O

y

xa ka

b

kb

α

kα

`k > 0

補足 点 (−k)αは，点 kαと原点Oに関して対称である．

よって，α 6= 0
...............

の
......
と
......
き
......
，次のことが成り立つ．

3点 0, α, β が一直線上にある ⇐⇒ β = kα となる実数 kがある

複素数 αを表す点をA，kαを表す点をBとすると，線分OBの長さは線分OAの
長さの |k|倍である．すなわち，OB = |k|OAである．

補足 |kα| = |k||α|が成り立つ．

例題 3.1 α = 4 + 2i，β = x− iとする．2点A(α)，B(β)と原点Oが一直線上にあ
るとき，実数 xの値を求めよ． S

解答 β = kαとなる実数 kがある．

x− i = k(4 + 2i) から x− i = 4k + 2ki

x, 4k, 2kは実数であるから x = 4k, − 1 = 2k

k = −1

2
であるから x = 4·

(
−1

2

)
= −2

練習 3.8 α = 3− 6i, β = 1 + yiとする．2点A(α)，B(β)と原点が一直線上にある
とき，実数 yの値を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804816506?h=c3a4134a30
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E〉〉共役複素数の性質

複素数 α, βについて，次のことが成り立つ．

共役複素数の性質� �
1 α + β = α + β 2 α − β = α − β

3 αβ = αβ 4

(
α

β

)
=

α

β� �
証明 α = a+ bi, β = c+ diとすると α = a− bi, β = c− di

1 α + β = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)iから

α + β = (a+ c)− (b+ d)i

また α + β = (a− bi) + (c− di) = (a+ c)− (b+ d)i

よって α + β = α + β

2 α− β = (a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)iから

α− β = (a− c)− (b− d)i

また α− β = (a− bi)− (c− di) = (a− c)− (b− d)i

よって α− β = α− β

3 αβ = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)iから

αβ = (ac− bd)− (ad+ bc)i

また αβ = (a− bi)(c− di) = (ac− bd)− (ad+ bc)i

よって αβ = αβ

4
α

β
= γとおくと，α = βγより (3を利用する)

α = βγ = β γ ゆえに γ =
α

β
よって

(
α

β

)
=

α

β

証終

注意 3が成り立つから，nを自然数とするとき，αn = (α)nが成り立つ．
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例 3.4 複素数 α, βについて，α + β = 1のとき，両辺の共役複素数を考えると S

α + β = 1 すなわち α + β = 1

練習 3.9 複素数 α, βについて，α + β + i = 0のとき，α + βを求めよ． 解

z = a+ biとすると，z = a− biであるから

z + z = (a+ bi) + (a− bi) = 2a,

zz = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2

よって，複素数 zとその共役複素数 zについて，次のことが成り立つ．� �
1 z + z は実数である 2 zz = |z|2� �

例題 3.2 複素数 αについて，次のことを証明せよ． S

|α| = 1 のとき, α+
1

α
は実数である．

考え方〉〉上の 2と 84ページの「zが実数 ⇐⇒ z = zを利用する」

証明 |α| = 1のとき，|α|2 = 1 であるから

αα = 1 すなわち α =
1

α

ここで α +
1

α
= α+

(
1

α

)
= α +

1

α
=

1

α
+ α

よって，α +
1

α
= α+

1

α
であるから，α +

1

α
は実数である． 証終

練習 3.10 複素数 αについて，次のことを証明せよ． 解

|α| = 1 のとき, α2 +
1

α2
は実数である．

深化 3.1 上の 1を利用して，例題 3.2を証明してみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/804827239?h=3d2a5262a3
https://player.vimeo.com/video/804816511?h=d1641f9a63
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3.1.2 複素数の極形式

これまで，複素数は実数 a, bを用いて a+ biのように表してきた．
ここでは，複素数平面を利用した複素数のもうひとつの表し方を学び，複素数の積
や商の計算に利用してみよう．

A〉〉極形式

複素数平面上で，0でない複素数

z = a+ biを表す点をPとし，線分OP

の長さを rとする．また，半直線OPの

長さを rとする．また，半直線OPを，

実軸の正の部分を始線とした動径と考

えて，動径OPの表す角を θとすると

　

O

y

xa

b P(z)

z = a+ bi

r

θ

r =
√
a2 + b2, a = r cos θ, b = r sin θ

である．よって，0でない複素数 zは次の形にも表される．

z = r(cos θ + i sin θ)

ただし，r > 0で，θは弧度法で表された一般角である．

これを複素数 zの極形式という．rは zの絶対値である．また，角 θを zの偏角と
いい，arg zで表す 2．

すなわち r = |z|, θ = arg z

とくに，絶対値が 1の複素数 zの極形式は，z = cos θ + i sin θである．

複素数 zの偏角 θは，0 5 θ < 2πの範囲や−π < θ 5 π の範囲でだだ 1通りに定
まる．
zの偏角の 1つを θ0とすると，zの偏角は一般に次のように表される．

arg z = θ0 + 2nπ (nは整数)

注意 以下，複素数を極形式で表すとき，その複素数は 0でないものとする．

2 argは「偏角」を意味する英語 argumentを略したものである．
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例題 3.3 複素数 1+
√
3 iを極形式で表せ．ただし，偏角 θの範囲は 0 5 θ < 2πとす

る． S

解答 1 +
√
3 iの絶対値を rとすると

r =

√
12 + (

√
3)2 = 2

cos θ =
1

2
, sin θ =

√
3

2

0 5 θ < 2π では θ =
π

3

よって 1 +
√
3 i = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)

　

2

O

y

x

1 +
√
3i

1

√
3

θ

練習 3.11 次の複素数を極形式で表せ．ただし，偏角 θの範囲は，
(1)，(2)では 0 5 θ < 2π，(3)，(4)では−π < θ 5 πとする． 解

複素数 z と z は実軸に関して対称であ
る．よって，複素数 zの偏角を θとすると
き，zの偏角の 1つは，arg z = −θである．
また，|z| = |z|であるから，zと zの極形
式について，次のことがいえる．
z = r(cos θ + i sin θ)のとき

z = r{cos(−θ) + i sin(−θ)}

　

r

r

O

y

x

z

z

θ
−θ

練習 3.12 複素数 zの極形式を z = r(cos θ+ i sin θ)とする．このとき，−zの極形式
について，次のことを示せ． 解

−z = r{cos(θ + π) + i sin(θ + π)}

https://player.vimeo.com/video/804821766?h=29569f15bb
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B〉〉極形式で表された複素数の積と商

ここでは，極形式で表された複素数の積と商について考えてみよう．
まず，絶対値が 1である 2つの複素数

cos θ1 + i sin θ1, cos θ2 + i sin θ2

の積と商の計算をしてみよう．この計算には，数学 IIで学習した三角関数の加法定
理 3を用いる．

積 (cos θ1 + i sin θ1)(cos θ2 + i sin θ2)

= (cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2)

= cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)

商
cos θ1 + i sin θ1
cos θ2 + i sin θ2

=
(cos θ1 + i sin θ1)(cos θ2 − i sin θ2)

(cos θ2 + i sin θ2)(cos θ2 − i sin θ2)

=
(cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2) + i(sin θ1 cos θ1 − cos θ1 sin θ2)

cos2 θ2 + sin2 θ2

= cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)

一般に，次のことがいえる．

極形式で表された複素数の積と商� �
α = r1(cos θ1 + i sin θ1), β = r2(cos θ2 + i sin θ2)のとき

αβ= r1r2{cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)}
α

β
=

r1

r2
{cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)}� �

例 3.5 α = 2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
，β =

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
のとき S

αβ = 2
√
2
{
cos
(π
3
+

π

4

)
+ i sin

(π
3
+

π

4

)}
= 2
√
2

(
cos

7

12
π + i sin

7

12
π

)
α

β
=

2√
2

{
cos
(π
3
− π

4

)
+ i sin

(π
3
− π

4

)}
=
√
2
(
cos

π

12
+ i sin

π

12

)
3 sin(θ1 + θ2) = sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2, sin(θ1 − θ2) = sin θ1 cos θ2 − cos θ1 sin θ2
cos(θ1 + θ2) = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2, cos(θ1 − θ2) = cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2

https://player.vimeo.com/video/804827250?h=50d060b800
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練習 3.13 次の複素数α, βについて，αβ,
α

β
をそれぞれ極形式で表せ．ただし，偏

角 θは 0 5 θ < 2πとする． 解

α = 2
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
, β = 2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)

複素数の積と商について，次のことが成り立つ．

複素数の積と商の絶対値と偏角� �
1 |αβ| = |α||β| argαβ = argα + arg β

2

∣∣∣∣αβ
∣∣∣∣ = |α|

|β|
arg

α

β
= argα − arg β

� �
注意 偏角についての等式では，2πの整数倍の違いは無視して考える．

1より，複素数 zと自然数 nについて，|zn| = |z|nが成り立つ．

練習 3.14 複素数 α, βについて，|α| = 2, |β| = 3のとき，次の値を求めよ． 解

(1) |αβ|

(2) |α3|

(3)

∣∣∣∣αβ
∣∣∣∣

(4)

∣∣∣∣ βα2

∣∣∣∣
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C〉〉複素数の積と図形

2つの複素数 αと zの積 αzについて，その絶対値と偏角は，次のようになる．

|αz| = |α||z|, argαz = argα + arg z

このことから，複素数の積について，複素数平面上で考えてみよう．

例 3.6 1+i =
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
より，

点 (1 + i)zは，点 zを原点を中心

として
π

4
だけ回転し，原点からの

距離を
√
2倍した点である． S

[複素数の積と図形]

　

O

y

x

√
2|z|

(1 + i)z

z

|z|π
4

練習 3.15 次の点は，点 zをどのように移動した点であるか． 解

(1) (1 +
√
3i)z

(2) (−1 + i)z

(3) 2iz

絶対値が 1である複素数 α = cos θ+ i sin θと
複素数 zとの積αzについて，次のことがいえる．

原点を中心とする回転� �
α = cos θ + i sin θと zに対して，点 αzは，
点 zを原点を中心として θだけ回転した点
である．� �

　

θ
z

αz

O

y

x

とくに，i = cos
π

2
+ i sin

π

2
，−i = cos

(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

)
であるから，次のこと

がいえる．

点 izは，点 zを原点を中心として
π

2
だけ回転した点である．

点−izは，点 zを原点を中心として−π

2
だけ回転した点である．

例題 3.4 z = 2− 4iとする．点 zを原点を中心として
π

6
だけ回転した点を表す複素

数wを求めよ． S

解答 w =
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
z =

(√
3

2
+

1

2
i

)
(2− 4i)

= (
√
3 + 2) + (−2

√
3 + 1)i

https://player.vimeo.com/video/804827262?h=f311a3d9d9
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/303
https://player.vimeo.com/video/804827170?h=79f3d669e9
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練習 3.16 z = 4− 2iとする．点 zを原点を中心として次の角だけ回転した点を表す
複素数を求めよ． 解

(1)
π

6

(2)
2

3
π

(3) −π

2

(4) −π

3

応用例題 3.1 α = 5 +
√
3 iとする．複素数平面上の 3点 0, α, β を頂点とする三角

形が，正三角形であるとき，βの値を求めよ． S

考え方〉〉点 βは，点 αを原点を中心に
π

3
または−π

3
だけ回転した点である．

解答 点 β は，点 αを原点を中心に
π

3
または −π

3
だけ回転した点であるから

β =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
α

=

(
1

2
+

√
3

2
i

)
(5 +

√
3 i) = 1 + 3

√
3 i

または

β =
{
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}
α

=

(
1

2
−
√
3

2
i

)
(5 +

√
3 i) = 4− 2

√
3 i

　

α

β

β

O

y

x

π
3

−π
3

よって β = 1 + 3
√
3i または β = 4− 2

√
3 i

練習 3.17 α = 2 + 2iとする．複素数平面上の 3点 0, α, βを頂点とする三角形が，
正三角形であるとき，βの値を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804816518?h=03f1aeab15
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3.1.3 ド・モアブルの定理

ここでは，(cos θ + i sin θ)nについて考えよう．

A〉〉ド・モアブルの定理

95ページで学んだことから，絶対値が

1の複素数に

cos θ + i sin θ

を掛けると，絶対値は 1のままで，偏角は

θだけ増える．よって

(cos θ + i sin θ)2 = cos 2θ + i sin 2θ

(cos θ + i sin θ)3 = cos 3θ + i sin 3θ

　

O

y

x1

z

z2
z3

z = cos θ + i sin θ

θ
θθ

となり，一般に，自然数 nについて，次の等式が成り立つ．

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ · · · 1©

0でない複素数 zに対して，z0 = 1と定めると，等式 1©は n = 0のときも成り立

つ．さらに，z−n =
1

zn
と定めると

(cos θ + i sin θ)−n =
1

(cos θ + i sin θ)n
=

1

cosnθ + i sinnθ

= cos(−nθ) + i sin(−nθ) = cos(−n)θ + i sin(−n)θ

となる．したがって，次のド・モアブルの定理が成り立つ．
ド・モアブルの定理� �
nが整数のとき

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ� �
例 3.7 (1)

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)4
= cos

4

3
π + i sin

4

3
π = −1

2
−
√
3

2
i

(2)
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)−6
= cos(−π) + i sin(−π) = −1

S

https://player.vimeo.com/video/804827270?h=7ef10ba1f9
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例題 3.5 (
√
3− i)6を計算せよ． S

解答
√
3− i = 2

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}
であるから

(
√
3− i)6 = 26

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}6

= 64{cos(−π) + i sin(−π)}
= −64

練習 3.18 次の式を計算せよ． 解

(1) (1 +
√
3 i)5

(2) (1 + i)8

(3) (1−
√
3 i)−6

B〉〉複素数のn乗根

複素数 αと正の整数 nに対して，方程式 zn = αの解を αのn乗根という．0でな
い複素数の n乗根は n個あることが知られている．
まず，1の 3乗根を，極形式を利用して求めてみよう．
z3 = 1のとき，|z3| = |z|3 = 1 かつ |z| > 0 より |z| = 1

そこで，z = cos θ+ i sin θとおいて，ド・モアブルの定理を用いると，等式 z3 = 1

は，次のように表される．

cos 3θ + i sin 3θ = cos 0 + i sin 0 ← 1=cos 0+i sin 0

両辺の偏角を比較すると，3θ = 0 + 2kπ (kは整数)であるから，θ =
2kπ

3
となる．

0 5 θ < 2πの範囲では，k = 0, 1, 2であるから，1の 3乗根は 3個あり，次の式で
得られる z0, z1, z2である．

zk = cos
2kπ

3
+ i sin

2kπ

3
(k = 0, 1, 2) · · · 1©

深化 3.2 二項定理を用いて，例題 3.5を計算してみよう． 解

https://player.vimeo.com/video/804827178?h=d5cb122442
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前ページの 1©において，k = 0, 1, 2を代入すると

k = 0のとき z0 = 1

k = 1のとき z1 = −
1

2
+

√
3

2
i

k = 2のとき z2 = −
1

2
−
√
3

2
i

となる．これらが 1の 3乗根である．
右の図のように，3点 z0, z1, z2は単位円

の周上にあり，円周を 3等分する点である．
よって，これらの点は単位円に内接する正

三角形の頂点になっている．

　

O

2
3
π

4
3
π

z0

z1

z2 −1

−1

1

1

y

x

一般に，次のことがいえる．

1のn乗根� �
1の n乗根は，次の式から得られる n個の複素数である．

zk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
(k = 0, 1, 2, · · · , n− 1)� �

補足 n = 3のとき，1の n乗根を表す点は，単位円に内接する正 n角形の各頂点で
ある．とくに，頂点の 1つは点 1である．

例 3.8 1の 6乗根は S

zk = cos
2kπ

6
+ i sin

2kπ

6
(k = 0, 1, 2, 3, 4, 5)

すなわち

z0 = 1, z1 =
1

2
+

√
3

2
i, z2 = −

1

2
+

√
3

2
i,

z3 = −1, z4 = −
1

2
−
√
3

2
i, z5 =

1

2
−
√
3

2
i

練習 3.19 1の 8乗根を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804827274?h=472d728634
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α, zを複素数とするとき，1の n乗根の場合と同様にして，極形式を用いて方程
式 zn = αの解を求めてみよう．

応用例題 3.2 方程式 z3 = iを解け． S

考え方〉〉方程式を極形式で表して，両辺の絶対値と偏角を比較する．

解答 zの極形式を z = r(cos θ + i sin θ) · · · 1©

とすると z3 = r3(cos 3θ + i sin 3θ)

また，iを極形式で表すと i = cos
π

2
+ i sin

π

2

よって，方程式は

r3(cos 3θ + i sin 3θ) = cos
π

2
+ i sin

π

2

両辺の絶対値と偏角を比較すると

r3 = 1, 3θ =
π

2
+ 2kπ (kは整数)

r > 0であるから r = 1 · · · 2©

また θ =
π

6
+

2kπ

3

0 5 θ < 2πの範囲では，k = 0, 1, 2であるから

θ =
π

6
,
5

6
π,

3

2
π · · · 3©

2©， 3©を 1©に代入して，求める解は

z =

√
3

2
+

1

2
i, −

√
3

2
+

1

2
i, − i

練習 3.20 次の方程式を解け．また，解を表す点を，それぞれ複素数平面上に図示せ
よ． 解

(1) z2 = i (2) z4 = −4 (3) z2 = 1 +
√
3 i

https://player.vimeo.com/video/804816535?h=8e42128b9b
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3.1.4 複素数と図形

ここでは，複素数平面上で図形について考えてみよう．

A〉〉線分の内分点，外分点

2点A(α)，B(β)を結ぶ線分ABをm : nに内分する点をC
ガンマ

(γ)とするとき，複素数
γを求めてみよう．

α = x1 + y1i, β = x2 + y2i

γ = x+ yi

とすると

x =
nx1 +mx2

m+ n
, y =

ny1 +my2
m+ n

である．よって

　

O

y

x

n

m

A(α)

B(β)

x1 x x2

y1

y

y2

C(γ)

nm

m

n

γ =
nx1 +mx2

m+ n
+

ny1 +my2
m+ n

i

=
n(x1 + y1i) +m(x2 + y2i)

m+ n
=

nα +mβ

m+ n

である．外分の場合も同様にして，次のことが成り立つ．� �
2点A(α)，B(β)を結ぶ線分ABをm : nに内分する点を C(γ)，m : nに外分す

る点をD
デルタ

(δ)とすると

内分点 γ =
nα + mβ

m + n
外分点 δ =

−nα + mβ

m − n

とくに，線分ABの中点を表す複素数は
α + β

2� �
練習 3.21 A(1 + 5i)，B(7− i)とする．次の点を表す複素数を求めよ． 解

(1) 線分ABを 1 : 2に内分する点C

(2) 線分ABの中点M

(3) 線分ABを 3 : 2に外分する点D
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練習 3.22 3点 A(α)，B(β)，C(γ)とする4ABC

について，その重心G(δ)とするとき，

δ =
α + β + γ

3

であることを示せ． 解

　

1

2

G(δ)

A(α)

MB(β) C(γ)

B〉〉方程式の表す図形

複素数平面上の円や直線を，複素数 zの方程式で表してみよう．

点A(α)を中心とする半径 rの円上の点を

P(z)とする．このとき

AP = r

である．よって，次の方程式を満たす点 z全

体の集合は，点Aを中心とする半径 rの円で

ある．

|z − α| = r

　

r

A(α)

P(z)

O

y

x

とくに，原点を中心とする半径 rの円は，方程式 |z| = rで表される．

また，2点 A(α)，B(β)を結ぶ線分 ABの垂

直二等分線上の点を P(z)とする．このとき

AP = BP

である．よって，次の方程式を満たす点 z全

体の集合は，線分ABの垂直二等分線である．

|z − α| = |z − β|

　

O

y

x

A(α)

B(β)

P(z)

練習 3.23 次の方程式を満たす点 z全体の集合は，どのような図形か． 解

(1) |z| = 2

(2) |z − (1 + i)| = 1

(3) |z − 2| = |z − 4i|
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例題 3.6 次の方程式を満たす点 z全体の集合は，どのような図形か． S

2|z| = |z + 3|

解答 方程式の両辺を 2乗すると 4|z|2 = |z + 3|2

よって 4zz = (z + 3)(z + 3)

すなわち 4zz = (z + 3)(z + 3) ← z+3=z+3

右辺を展開して整理すると zz − z − z = 3

式を変形すると (z − 1)(z − 1) = 4

すなわち (z − 1)(z − 1) = 4 ← z−1=z−1

よって |z − 1|2 = 22 したがって |z − 1| = 2

これは，点 1を中心とする半径 2の円である．

補足 例題 3.6の円は，右の図のようになる．

原点 O と点 A(−3)，P(z) をとると，

2|z| = |z + 3|は 2OP = AQ すなわち

OP : AP = 1 : 2を表す．

異なる 2点から距離の比がm : nであ

る点全体の集合は，m 6= nのとき円を

描く．このような円をアポロニウスの

円という．

　

O

y

x

P(z)

1 3−3
A

−1

練習 3.24 方程式 2|z− 3| = |z|を満たす点 z全体の集合は，どのような図形か． 解

例題 3.6において，z = x+ yiとすると，2|z| = |z + 3|から

2|x+ yi| = |(x+ yi) + 3|
両辺を 2乗すると 4|x+ yi|2 = |(x+ 3) + yi|2

よって 4(x2 + y2) = (x+ 3)2 + y2

整理すると (x− 1)2 + y2 = 22

この方程式は，座標平面上において，点 (1, 0)を中心とする半径 2の円を表す．

https://player.vimeo.com/video/804827186?h=a0e50bc3e7
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応用例題 3.3 w = iz + 2とする．点 zが原点Oを中心とする半径 1の円上を動くと
き，点wはどのような図形を描くか．[複素数の図形的な意味] S

考え方〉〉zをwの式で表して，|z| = 1であることを利用する．

解答 zは等式 |z| = 1を満たす．

w = iz + 2より z =
w − 2

i
であるから

|z| =
∣∣∣∣w − 2

i

∣∣∣∣ = |w − 2|
|i|

= |w − 2| → |i|=1

よって |w − 2| = 1

したがって，点wは点 2を中心とする半径 1の円を描く．

応用例題 3.3の図形的な意味は，点

z を原点を中心として
π

2
だけ回転し，

さらに原点を点 2に移すような平行移

動をすることである．

　

z
iz

O

y

x212

2

|z| = 1 |w − 2| = 1

iz + 2

π
2

練習 3.25 w = i(z − 2)とする．点 zが原点Oを中心とする半径 1の円上を動くと
き，点wはどのような図形を描くか． 解

C〉〉点αを中心とする回転

2点A(α)，B(β)について，点Bを点Aを中心として θだけ回転した点をC(γ)と
する．このとき，γを α, βで表すことを考えてみよう．

点Aを原点に移す平行移動によって，点

B，Cがそれぞれ点 B′(β′)，C′(γ′)に移る

とすると β′ = β − α，γ′ = γ − αである．

点C′は，点B′を原
......
点
......
を
......
中
......
心
......
と
......
し
......
て
......

θ
...
だ
......

け
......
回
......
転
......
し
......
た
......
点
......
であるから，次が成り立つ．

γ′ = (cos θ + i sin θ)β′

　

A(α)
B(β)

C(γ)

B′(β − α)

C′(γ − α)

θ

θ

O

y

x

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/304
https://player.vimeo.com/video/804827143?h=46eab92b26
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点αを中心とする回転� �
点 βを，点 αを中心として θだけ回転した点を表す複素数を γとすると

γ − α = (cos θ + i sin θ)(β − α)� �
例題 3.7 α = 2+ 3i，β = 4+ iとする．点 βを，点αを中心として

π

3
だけ回転した

点を表す複素数 γを求めよ． S

解答 γ − α =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
(β − α)であるから

γ =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
{(4 + i)− (2 + 3i)}+ (2 + 3i)

=

(
1

2
+

√
3

2
i

)
(2− 2i) + (2 + 3i) = (3 +

√
3) + (2 +

√
3)i

練習 3.26 α = 1 + i，β = 5 + 3iとする．点 βを，点 αを中心として
π

6
だけ回転し

た点を表す複素数 γを求めよ． 解

D〉〉半直線のなす角

異なる 3点 A(α)，B(β)，C(γ)に対して，点 Aを中心として半直線 ABを半直線
ACの位置まで回転させたときの角 θを，半

......
直
......
線
......

A
.....
B
.....
か
......
ら
......
半
......
直
......
線
......

A
.....
C
.....
ま
......
で
......
の
......
回
......
転
......
角
......
と

いう．ただし，θは弧度法で表された一般角である．

点Aを原点に移す平行移動によって，点B，

CはそれぞれB′(β − α)，C′(γ − α)に移る．θ

は半直線OB′から半直線OC′ までの回転角に

等しいから，次が成り立つ．

θ = arg(γ − α)− arg(β − α) = arg
γ − α

β − α

　

B′(β − α)
O

y

x

θ

θ

A(α)

B(β)

C(γ)

C′(γ − α)

https://player.vimeo.com/video/804827284?h=f53dc6255e
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　半直線のなす角� �
異なる 3点A(α)，B(β)，C(γ)に対して，半
直線ABから半直線ACまでの回転角 θは

θ = arg
γ − α

β − α� �

　

θ

A(α)
B(β)

C(γ)

θ = arg
γ −α

β −α

例 3.9 3点A(1)，B(−2 + 2i)，C(2− 5i)に対して，半直線ABから半直線ACまで
の回転角 θを求めよ．ただし，−π < θ 5 πとする． S

α = 1, β = −2 + 2i, γ = 2− 5iとすると

γ − α

β − α
=

1− 5i

−3 + 2i
=

(1− 5i)(−3− 2i)

(−3 + 2i)(−3− 2i)
= −1 + i

=
√
2

(
cos

3

4
π + i sin

3

4
π

)

よって θ = arg
γ − α

β − α
=

3

4
π

練習 3.27 3点A(1− i)，B(2 + i)，C(2i)に対して，半直線ABから半直線ACまで
の回転角 θを求めよ．ただし，−π < θ 5 πとする． 解

異なる 3点A(α)，B(β)，C(γ)に対して，半直線ABから半直線ACまでの回転角

θは θ = arg
γ − α

β − α
である． ← 複素数

γ − α

β − α
の偏角

このとき，r > 0，−π < θ 5 πとして

γ − α

β − α
= r(cos θ + i sin θ)

と表すことができる．

3点A，B，Cが一直線上にあるのは，θが 0

または πのときであり，
γ − α

β − α
は実数である．

　

A(α)
B(β)

C(γ)

A(α)

C(γ)

B(β)
π

https://player.vimeo.com/video/804827295?h=5778446bb5
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また，2直線AB，ACが垂直に交わるのは，θ

が
π

2
または−π

2
のときであり，

γ − α

β − α
は純虚数

である．

異なる 3点A(α)，B(β)，C(γ)について，次

のことが成り立つ．

　
π
2

A(α)
B(β)

C(γ)

C(γ)

A(α) B(β)
−π

2

� �
3点A，B，Cが一直線上にある ⇐⇒

γ − α

β − α
が実数

3点AB，ACが垂直に交わる ⇐⇒
γ − α

β − α
が純虚数

� �
例題 3.8 3点A(i)，B(2 + 2i)，C(x− i)について，2直線AB，ACが垂直に交わる
ように，実数 xの値を定めよ． S

解答
(x− i)− i

(2 + 2i)− i
=

x− 2i

2 + i
← α=i, β=2+2i, γ=x−i

=
(x− 2i)(2− i)

(2 + i)(2− i)
=

(2x− 2)− (x+ 4)i

5
· · · 1©

2直線AB，ACが垂直に交わるには， 1©が純虚数のときであるから

2x− 2 = 0 かつ x+ 4 6= 0 ← a+ bi が純虚数のとき a = 0 かつ b 6= 0

よって x = 1

練習 3.28 3点A(−1 + i)，B(3− i)，C(x+ 3i)について，次の問いに答えよ．ただ
し，xは実数とする． 解

(1) 2直線AB，ACが垂直に交わるように，xの値を求めよ．

(2) 3点A，B，Cが一直線上にあるように，xの値を求めよ．

https://player.vimeo.com/video/804827308?h=956a7e9671
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応用例題 3.4 3点A(α)，B(β)，C(γ)を頂点とする4ABCについて，等式 S

γ = (1 +
√
3 i)β −

√
3 iα

が成り立つとき，次のものを求めよ．

(1) 複素数
γ − α

β − α
の値 (2) 4ABCの 3つの角の大きさ

考え方〉〉
γ − α

β − α
の値から，2辺の比AB : AC，∠Aの大きさを求める．

解答 (1) 等式から γ − α = (1 +
√
3 i)(β − α)

よって
γ − α

β − α
= 1 +

√
3 i

(2) (1)より
γ − α

β − α
= 1 +

√
3 i = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 2から

2|β − α| = |γ − α|

2AB = ACであるから

AB : AC = 1 : 2

また，arg
γ − α

β − α
=

π

3
から

∠A =
π

3

　

A(α)

B(β)

C(γ)

π
3

π
6

11

22

O

y

x

よって，4ABCは図のような直角三角形で

∠B =
π

2
, ∠C =

π

6

練習 3.29 3点A(α)，B(β)，C(γ)を頂点とする4ABCについて，等式

γ = (1− i)α + iβ

が成り立つとき，次のものを求めよ． 解

(1) 複素数
γ − α

β − α
の値 (2) 4ABCの 3つの角の大きさ

https://player.vimeo.com/video/804827156?h=68867e18db
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研究� �
3点A(α)，B(β)，C(γ) を頂点とする4ABC

前ページでは，3点A(α)，B(β)，C(γ)を頂点とする4ABCについて，複素数
γ − α

β − α
を用いてAB : ACおよび ∠Aの大きさを調べた．このことについて，も

う少し詳しく調べてみよう．
一般に，次のことが成り立つ．3

点A(α)，B(β)，C(γ)を頂点とす
る4ABCがあるとき，原点Oと

点 D

(
γ − α

β − α

)
，E(1)を頂点とす

る4OEDを考えると

4OED S ABC

である．

　

A(α)
B(β)

C(γ)

B′

C′

E(1)O

y

x

D
(

γ−α
β−α

)

証明 4OEDと4ABCにおいて

OE : AB = 1 : |β − α|

OD : AC =

∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ : |γ − α| = |γ − α|
|β − α|

: |γ − α| = 1 : |β − α|

よって OE : AB = OD : AC

また，
γ − α

β − α
の偏角を考えると ∠EOD = ∠BAC

2組の辺の比とその間の角がそれぞれ等しいから

4OED S 4ABC 証終

上のことを用いて，4ABCの形状を調べることができる．

演習 3.1 3点A(−1+ i)，B(1− i)，C(−
√
3−
√
3 i)を頂点とする4ABCはどの

ような三角形か． 解� �
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3.1.5 問題

問題 3.1 複素数 zが，等式 2z + z = 1 + iを満たすとき，次の問いに答えよ． 解

(1) 2z + zを求めよ． → p.90

(2) zを求めよ．

問題 3.2 複素数 α, βについて，αβ + αβが実数であることを証明せよ． 解

→ p.90例題 3.2

問題 3.3 z = cos
π

3
+ i sin

π

3
とするとき，複素数 z + 1を極形式で表せ．ただし，偏

角 θの範囲は 0 5 θ < 2πとする． 解 → p.92例題 3.3

問題 3.4 座標平面上の点P(2, 1)を，原点Oを中心として
π

6
だけ回転した点をQと

するとき，Qの座標を求めよ． 解 → p.95例題 3.4

問題 3.5 複素数 zの絶対値が 1，偏角が
π

6
のとき，

z8 + 1

z4
の値を求めよ． 解

→ p.97

問題 3.6 nを 2以上の整数とする．α = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
のとき，1の n乗根は，

1, α, α2, α3, · · · , αn−1で与えられることを示せ． 解 → p.99

問題 3.7 方程式 z4 = 8(−1 +
√
3 i)を解け． 解 → p.100応用例題 3.2

問題 3.8 w = zとする．複素数平面上で，点 zが円 |z − i| = 1上を動くとき，点w

はどのような図形を描くか． 解 → p.104応用例題 3.3

問題 3.9 複素数平面上の 3点A(2+ i)，B(6− i)，C(4+ yi)を頂点とする4ABCに
ついて，∠A =

π

2
であるように，実数 yの値を定めよ． 解 → p.107例題 3.8

問題 3.10 4ABCにおいて，辺BCの中点をMとする． 解

(1) Mを複素数平面上の原点とし，A(α)，B(β)，C(γ)とする．γをβを用いて表せ．

(2) 等式AB2+AC2 = 2(AM2+BM2)が成り立つことを，(1)を利用して証明せよ．
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3.2 章末問題

3.2.1 章末問題A

章末 3.1 次の式を計算せよ． 解

(1)

(
1 +
√
3 i

1− i

)6

(2)


(√

3 + i

2

)8

+

(√
3− i

2

)8


2

章末 3.2 複素数平面上の 3点A(1+ i)，B(−2− 3i)，C(5− 2i)を頂点とする4ABC

について，次のものを求めよ． 解

(1) ∠Aの大きさ

(2) 外接円の中心を表す複素数 δ

章末 3.3 α = 1 + i，β = 5 + 3iとする．複素数平面上で 3点A(α)，B(β)，C(γ)を
頂点とする正三角形ABCを作るとき，複素数 γを求めよ． 解

章末 3.4 0でない 2つの複素数 α, βが等式 4α2 − 2αβ + β2 = 0を満たす． 解

(1)
β

α
を極形式で表せ．ただし，偏角 θの範囲は−π < θ 5 πとする．

(2) 複素数平面上の 3点 0, α, βを頂点とする三角形の 3つの角の大きさを求めよ．
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3.2.2 章末問題B

章末 3.5 複素数平面上の 3点A(α)，B(β)，C(γ)を頂点とする4ABCについて，等
式 2α2 + β2 + γ2 − 2αβ − 2αγ = 0 が成り立つとき，次の問いに答えよ． 解

(1) 複素数
γ − α

β − α
の値を求めよ．

(2) 4ABCはどのような三角形か．

章末 3.6 α = 1 +
√
3 iとする．複素数平面上の原点Oと点A(α)を結ぶ線分OAの

垂直二等分線上の点を表す複素数 zについて，次の問いに答えよ． 解

(1) αz + αzの値は一定であることを示せ．

(2) αz + αzの値を求めよ．

章末 3.7 2つの複素数w, zが，等式w =
z − 4

z + 2
を満たす．複素数平面上で，点wが

原点を中心とする半径 2の円上を動くとき，点 zはどのような図形を描くか． 解
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4.1 2次曲線

4.1.1 放物線

ここでは，数学 Iで学んだ放物線を図形的な性質から定義して，その方程式を求めて
みよう．

A〉〉放物線の方程式

平面上で，定点Fからの距離と，Fを通らない定直線 `からの距離が等しい点の軌
跡を放物線といい，点 Fを放物線の焦点，直線 `を放物線の準線という．

点 F(p, 0)を焦点とし，直線 x = −p を準線
`とする放物線の方程式を求めてみよう．ただし，

p 6= 0とする．この放物線上の点をP(x, y)とし，P

から `に下ろした垂線をPHとすると，Pがこの放

物線上にあるのは PF = PHすなわち PF2 = PH2

のときである．

よって (x− p)2 + y2 = {x− (−p)}2

整理して y2 = 4px · · · 1©

　

O

y

x

H P(x, y)

F
p−p

`

p > 0

逆に， 1©を満たす点 P(x, y)は PF = PHを満たす．
1©を放物線の方程式の標準形という．また，放物線の焦点を通り，準線に垂直な

直線を，放物線の軸といい，軸と放物線の交点を，放物線の頂点という．放物線は，
その軸に関して対称である．[x軸を軸とする放物線]

放物線の標準形 y2 = 4px (p 6= 0)� �
1 焦点はF(p, 0)，準線は直線 x = −p

2 軸は x軸，頂点は原点O

3 曲線は x軸に関して対称� �
[内容] [公式・用語集] [解説動画] [資料]

113

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/403
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/401
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/402
https://cds.chart.co.jp/books/h2my6o3mj6
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy#100
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例 4.1 放物線 y2 = −xについて， S

y2 = 4·
(
−1

4

)
x であるから，

焦点は点
(
−1

4
, 0

)
で，準線

は直線 x =
1

4
である．

　

O

y

x

1
4

−1
4

y2 = −x

x = 1
4

練習 4.1 次の放物線の概形をかけ．また，その焦点と準線を求めよ． 解

(1) y2 = 8x

(2) y2 = −4x

(3) y2 = x

https://player.vimeo.com/video/804827765?h=2f5643df6d
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例 4.2 焦点が点 (1, 0)で，準線が

直線 x = −1 である放物線
の方程式は S

y2 = 4·1·x

すなわち y2 = 4x

　

O

y

x1−1

x = −1

y2 = 4x

練習 4.2 焦点が点 (−2, 0)で，準線が直線 x = 2である放物線の方程式を求めよ．
解

B〉〉y軸が軸となる放物線

p 6= 0 とする．点 F(0, p)を焦点とし，直
線 y = −p を準線とする放物線の方程式は，
113ページと同様にして，次のようになる．

x2 = 4py

放物線 y = ax2 は，x2 = 4· 1
4a

y と表され

るから，その焦点は点
(
0,

1

4a

)
，準線は直

線 y = − 1

4a
である．[y軸を軸とする放物線]

　

O

y

x

x2 = 4py

p F

−p y=−p

p > 0

H

練習 4.3 次の放物線の概形をかけ．また，その焦点と準線を求めよ． 解

(1) x2 = 4y

(2) y = −2x2

https://player.vimeo.com/video/804816567?h=207427c145
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/404
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4.1.2 楕円

ここでは，2定点からの距離の和が一定である点の軌跡について考えよう．

A〉〉楕円の方程式

平面上で，2
...
定
......
点
......

F
....
，
......

F′
......
か
......
ら
......
の
......
距
......
離
......
の
......
和
......
が
......
一
......
定
......
で
......
あ
......
る
......
点の軌跡を

だ

楕円といい，こ
の 2点 F，F′を楕円の焦点という．
2点 F(c, 0)，F′(−c, 0)を焦点とし，この 2点からの距離の和が 2aである楕円の
方程式を求めてみよう．ただし，FF′ < 2aであることが必要なので，a > c > 0 とす
る．[焦点が x軸上にある楕円]

この楕円上の点を P(x, y)とすると，Pが楕
円上にあるのは PF + PF′ = 2a のときである
から√

(x− c)2 + y2 +
√
(x+ c)2 + y2 = 2a√

(x− c)2 + y2 = 2a−
√
(x+ c)2 + y2

両辺を 2乗して整理すると

a
√

(x+ c)2 + y2 = a2 + cx

再び両辺を 2乗して整理すると

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2)

　

O

y

x−c c
F′ F

P(x, y)

a > c であるから，
√
a2 − c2 = b とおくと，a > b > 0 であり

b2x2 + a2y2 = a2b2

よって
x2

a2
+

y2

b2
= 1 · · · 1© ← 上の式の両辺を a2b2 で割る．

逆に， 1©を満たす点P(x, y)は，c =
√
a2 − b2とおくと，PF + PF′ = 2a を満たす．

1©を楕円の方程式の標準形という．

c =
√
a2 − b2 であるから，楕円 1©の焦点F，F′の焦点の座標は，次のようになる．

F(
√
a2 − b2, 0), F′(−

√
a2 − b2, 0)

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/405
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2点 F，F′ を焦点とする楕円において，

直線FF′と楕円の交点をA，A′，線分AA′

の垂直二等分線と楕円の交点を B，B′ と

するとき，線分 AA′を長軸，線分 BB′を

短軸という．焦
......
点
......
は
......
長
......
軸
......
上
......
に
......
あ
......
る
......
．また，

長軸と短軸の交点を中心，4点A，A′，B，

B′を，楕円の頂点という．

　

O

y

x−c c
F′ F

aa b

c
A

b B

−b

A′

B′

−a a

x2

a2
+

y2

b2
= 1

c =
√
a2 − b2

楕円は，長軸，短軸，中心に関して対称である．

楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1について，頂点は 4点 (a, 0)，(−a, 0)，(0, b)，(0,−b)で，中心

は原点Oである．

楕円の標準形
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b > 0)� �

1 焦点は F(
√
a2 − b2, 0)，F′(−

√
a2 − b2, 0)

2 楕円上の点から 2つの焦点までの距
......
離
......
の
......
和
......
は 2a

3 長軸の長さは 2a，短軸の長さは 2b

4 曲線は x軸，y軸，原点Oに関して対称� �
例 4.3 楕円

x2

42
+

y2

32
= 1 S

焦点は，
√
42 − 32 =

√
7 より

2点 (
√
7, 0), (−

√
7, 0)

長軸の長さは 2·4 = 8

短軸の長さは 2·3 = 6 終

　

O

y

x
FF′
√
7−

√
7 4

3

−4

−3

https://player.vimeo.com/video/804827771?h=526bb14113
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練習 4.4 次の楕円の概形をかけ．また，その焦点の座標，長軸の長さ，短軸の長さ
を求めよ． 解

(1)
x2

52
+

y2

32
= 1

(2)
x2

9
+ y2 = 1

(3) x2 + 16y2 = 16
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例題 4.1 2点 (3, 0)，(−3, 0)を焦点とし，焦点からの距離の和が 10であるような
楕円の方程式を求めよ． S

解答 求める楕円の方程式は
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b > 0) の形である．

焦点からの距離の和について，2a = 10 であるから

a = 5， a2 = 25

焦点の座標について，
√
a2 − b2 = 3 であるから

b2 = a2 − 32 = 52 − 32 = 16

したがって，求める楕円の方程式は
x2

25
+

y2

16
= 1

練習 4.5 2点 (
√
3, 0)，(−

√
3, 0)を焦点とし，焦点からの距離の和が 4である楕円

の方程式を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804816542?h=2d7c175002
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B〉〉焦点が y軸上にある楕円

次の方程式の表す曲線について調べてみよう．

x2

32
+

y2

42
= 1 · · · 1©

1©は，
x2

42
+

y2

32
= 1 · · · 2©

において，xと yを入れかえたものである．

このとき，曲線 1©と曲線 2©は，直線

　

O

y

x3−3 4−4

4

3

−3

−4

1©

2©

y = x

y = xに関して対称である 1．

曲線 2©は楕円であるから，曲線 1©も図のような楕円であるといえる．

また，楕円 2©の焦点は，

2点 (
√
7, 0), (−

√
7, 0)

であるから，楕円 1©の焦点は，

�

直線 y = xに関して対称

2点 (0,
√
7), (0,−

√
7)

である．

なお，楕円 1©， 2©のそれぞれについて，曲線上の点から 2つの焦点までの距離の
和を考えると，どちらも 8である．

一般に，b > a > 0
...........................

の
......
と
......
き
......
も，方程式

x2

a2
+

y2

b2
= 1

の表す曲線は楕円である．

この楕円の 2つの焦点F，F′は y軸上にあり，

座標は次のようになる．

F(0,
√
b2 − a2), F′(0, −

√
b2 − a2)

　

O

y

x

F

F′

a−a

b

−b

この楕円上の点から 2つの焦点までの距
......
離
......
の
......
和
......
は 2bである．

また，長軸は y軸上，短軸は x軸上にある．長
......
軸
......
の
......
長
......
さ
......
は 2b，短

......
軸
......
の
......
長
......
さ
......
は 2a

である．[焦点が y軸上にある楕円]

1このことは，次の 1, 2から説明できる．
1. 曲線 1©上に点 P(s, t)があれば，曲線 2©の上に点 Q(t, s) がある．この逆も成り立つ．
2. 点 P(s, t)と点 Q(t, s)は y = xに関して対称である．

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/406
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練習 4.6 次の楕円の概形をかけ．また，その焦点の座標，長軸の長さ，短軸の長さ
を求めよ． 解

(1)
x2

22
+

y2

32
= 1

(2) x2 +
y2

25
= 1

深化 4.1 p 6= 0とするとき，放物線 y2 = 4pxの焦点は点 (p, 0)，準線は直線 x = −p
である．x2 = 4pyは y2 = 4pxにおいて，xと yを入れ替えたものであることを利用
して，放物線 x2 = 4pyの焦点が点 (0, p)，準線が直線 y = −pとなることを確かめ
てみよう． 解
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C〉〉円と楕円

円 x2 + y2 = r2を，x軸をもとにして y軸方向に縮小または拡大すると，どのよう
な曲線になるか調べてみよう．

例 4.4 円 x2 + y2 = 42 を，x軸をもとにして y軸方向に
3

4
倍して得られる曲線の方

程式を求める． S

解答 円上に点 Q(s, t) をとり，Q が移る点を

P(x, y)とすると

s2 + t2 = 42 · · · 1©

x = s，y =
3

4
t · · · 2©

2©より

s = x，t =
4

3
y · · · 3©

3©を 1©に代入すると

　

O

y

x

Q(s, t)
P(x, y)

4−4

3

4

−3

−4

x2 +

(
4

3
y

)2

= 42 すなわち
x2

42
+

y2

32
= 1

よって，円 x2 + y2 = 42 は，楕円
x2

16
+

y2

9
= 1 になる． 終

一般に，楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1 は，円 x2 + y2 = a2 を，x軸をもとにして y軸方向に

b

a
倍して得られる曲線である．

補足 円は楕円の特別な場合であると考えることができる．

https://player.vimeo.com/video/804827778?h=d4185c6547
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練習 4.7 円 x2 + y2 = 32 を，x軸をもとにして次のように縮小または拡大して得ら
れる楕円の方程式を求めよ． 解

(1) y軸方向に
2

3
倍

(2) y軸方向に
4

3
倍
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D〉〉軌跡と楕円

応用例題 4.1 座標平面上において，長さが 5の線分ABの端点Aは x軸上を，端点
Bは y軸上を動くとき，線分ABを 2 : 3に内分する点 Pの軌跡を求めよ． S

考え方〉〉A(s, 0)，B(0, t)，P(x, y)として s，tを x，yで表し，s，tの満たす式に
代入する．[軌跡と楕円]

解答 点Aの座標を (s, 0)，点Bの座標を (0, t)とすると，AB = 5 から

s2 + t2 = 52 · · · 1©

点 Pの座標を (x, y)とすると，Pは線分ABを 2 : 3に内分するから

x =
3

5
s，y =

2

5
t

すなわち s =
5

3
x，t =

5

2
y

これらを 1©に代入すると(
5

3
x

)2

+

(
5

2
y

)2

= 52

すなわち
x2

32
+

y2

22
= 1

　

O

y

x

3

2

s

t

2

−2

3−3

B

A

P(x, y)

よって，点 Pは，楕円
x2

9
+

y2

4
= 1 上にある．

逆に，この楕円上のすべての点 P(x, y)は，条件を満たす．

したがって，求める軌跡は，楕円
x2

9
+

y2

4
= 1である．

練習 4.8 座標平面上において，長さが 7の線分ABの端点Aは x軸上を，端点Bは
y軸上を動くとき，線分ABを 3 : 4に内分する点 Pの軌跡を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804827843?h=c857eacdc5
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/407
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4.1.3 双曲線

ここでは，2定点からの距離の差が一定である点の軌跡について考えよう．

A〉〉双曲線の方程式

平面上で，2
...
定
......
点
......

F
....
，
......

F′
......
か
......
ら
......
の
......
距
......
離
......
の
......
差
......
が
......

0
...
で
......
な
......
く
......
一
......
定
......
で
......
あ
......
る
......
点の軌跡を双曲線と

いい，この 2点 F，F′を双曲線の焦点という．
2点 F(c, 0)，F′(−c, 0)を焦点とし，この 2点からの距離の差が 2aである双曲線
の方程式を求めてみよう．ただし，FF′ > 2aであることが必要なので，c > a > 0 と
する．[x軸上にある双曲線]

この双曲線上の点を P(x, y)とすると，Pが双

曲線上にあるのは PF− PF′ = ±2a のときである
から√

(x− c)2 + y2 −
√
(x+ c)2 + y2 = ±2a√

(x− c)2 + y2 = ±2a+
√
(x+ c)2 + y2

両辺を 2乗して整理すると

±a
√

(x+ c)2 + y2 = a2 + cx

再び両辺を 2乗して整理すると

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2)

　

O

y

x
F′ F

P(x, y)

c−c

c > a であるから，
√
c2 − a2 = b とおくと，b > 0 であり

b2x2 − a2y2 = a2b2

よって
x2

a2
−

y2

b2
= 1 · · · 1© ← 上の式の両辺を a2b2 で割る．

逆に， 1©を満たす点 P(x, y)は PF− PF′ = ±2a を満たす．
1©を双曲線の方程式の標準形という．

c =
√
a2 + b2であるから，双曲線 1©の焦点 F，F′の座標は次のようになる．

F(
√
a2 + b2, 0), F′(−

√
a2 + b2, 0)

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/408
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ここで，2直線 y = x, y = −xが双曲線

x2 − y2 = 1 · · · 1©

の
ぜんきんせん

漸近線であることを確かめよう．

双曲線 1©の x = 0, y = 0の部分は関数

y =
√
x2 − 1 (x = 1) · · · 2©

　

O

y

x1−1

x−
√
x2−1

P

y = −x

y = x

のグラフである．x = 1において，xと
√
x2 − 1 の差を考えると

x−
√
x2 − 1 =

(x−
√
x2 − 1)(x+

√
x2 − 1)

x+
√
x2 − 1

=
1

x+
√
x2 − 1

> 0

であり，xが大きくなるとき，この差は 0に限りなく近づく．
よって， 2©のグラフ上の点 Pは，原点から限りなく遠ざかるとき，直線 y = xに
限りなく近づく．すなわち，直線 y = xは，双曲線 1©の漸近線である．
また，双曲線 1©は x軸に関して対称であるから， 2©のグラフと直線 y = xを x

軸に関して折り返すことにより，直線 y = −xも双曲線 1©の漸近線であることがわ
かる．
さらに，双曲線 1©は y軸に関して対称であるから，x 5 0の部分についても，2直
線 y = x, y = −xは漸近線であることがわかる．

一般の双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1 の概形は，右の図

のようになる．上と同様に，関数

y =
b

a

√
x2 − a2 (x = a)

のグラフなどを考えると，次の 2直線が漸近線

であることがわかる．

y =
b

a
x, y = − b

a
x

　

O

y

xa

b

−b
−a

y =
b

a
x

y = − b

a
x
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双曲線の焦点 F，F′を通る直線 FF′と双曲線

の交点を，双曲線の頂点という．また，線分FF′

の中点を，双曲線の中心という．

双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1 について，頂点は 2点

(a, 0)，(−a, 0)で，中心は原点 Oである．ま

た，この双曲線は，x軸，y軸，原点Oに関し

て対称である．

　

O

y

xa

b

−b

−a

y =
b

a
xy = − b

a
x

FF′
c−c

c

c =
√
a2 + b2

双曲線の標準形
x2

a2
−

y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0)� �

1 焦点は F(
√
a2 + b2, 0), F′(−

√
a2 + b2, 0)

2 双曲線上の点から 2つの焦点までの距
......
離
......
の
......
差
......
は 2a

3 漸近線は 2直線 y =
b

a
x, y = −

b

a
x

4 曲線は x軸，y軸，原点Oに関して対称� �
補足 2本の漸近線の方程式は

x

a
+

y

b
= 0，

x

a
− y

b
= 0 と表すことができる．

例 4.5 双曲線
x2

32
− y2

22
= 1 の概形は， S

右の図のようになる．

焦点は，
√
32 + 22 =

√
13より

2点 F(
√
13, 0), F′(−

√
13, 0)

頂点は 2点A(3, 0)，A′(−3, 0)

漸近線は 2直線 y =
2

3
x，y = −2

3
x

　

O

y

x3

2

−2

−3
FF′ AA′ √
13−

√
13

練習 4.9 次の双曲線の概形をかけ．また，その焦点，頂点，漸近線をいえ． 解

(1)
x2

52
− y2

42
= 1

(2) x2 − y2

4
= 1

(3) x2 − 9y2 = 9

https://player.vimeo.com/video/804827800?h=f4124c633d
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例題 4.2 2点 (4, 0)，(−4, 0)を焦点とし，焦点からの距離の差が 6である双曲線の
方程式を求めよ． S

解答 求める方程式は
x2

a2
− y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0)とおける．

焦点からの距離の差について，2a = 6であるから

a = 3, a2 = 9

焦点の座標について，
√
a2 + b2 = 4であるから

b2 = 42 − a2 = 16− 9 = 7

よって，求める双曲線の方程式は

x2

9
− y2

7
= 1

練習 4.10 2点 (5, 0)，(−5, 0)を焦点とし，焦点からの距離の差が 8である双曲線
の方程式を求めよ． 解

双曲線
x2

22
− y2

22
= 1の漸近線は 2直線

y = x, y = −xである．

一般に，双曲線
x2

a2
− y2

a2
= 1の漸近線

は 2直線

y = x, y = −x

であり，これらは直角に交わる．このよ

うに，直角に交わる漸近線をもつ双曲線

を直角双曲線という．

　

O

y

xa−a

−a

a

y = −x y = x

練習 4.11 2点 (2, 0), (−2, 0)を焦点とする直角双曲線の方程式を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804816550?h=b0cf960159
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B〉〉焦点が y軸上にある双曲線

次の方程式の表す曲線について調べてみよう．

x2

42
− y2

32
= −1 · · · 1©

1©より y2

32
− x2

42
= 1

よって， 1©は，x2

32
− y2

42
= 1 において，xと y

を入れかえたものである．このことから，曲線

1©は右の図のような双曲線であるといえる．

　

O

y

x

5

−5

F

F′

3

−3
4−4

2つの焦点 F，F′および頂点は y軸上にあり，座標は次のようになる．

焦点は F(0, 5)，F′(0,−5)， 頂点は 2点 (0, 3)，(0,−3)

である．また，漸近線は 2直線 y =
3

4
x，y = −3

4
x である．

[焦点が y軸上にある双曲線]

一般に，a > 0，b > 0 のとき，方程式
x2

a2
−

y2

b2
= −1 の表す曲線も双曲線であ

る．この双曲線について，次のことがいえる．

焦点は F(0,
√
a2 + b2), F′(0,−

√
a2 + b2)

頂点は 2点 (0, b), (0,−b)

漸近線は 2直線 y =
b

a
x, y = −

b

a
x

双曲線上の点から 2つの焦点までの距
......
離
......
の
......
差
......
は 2b

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/409
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練習 4.12 次の双曲線の概形をかけ．また，焦点，頂点，漸近線をいえ． 解

(1)
x2

32
− y2

22
= −1

(2)
x2

16
− y2

25
= −1

これまでに学んだ放物線，楕円，双曲線と円は，x，yの 2次方程式で表される．こ
れらの曲線をまとめて 2次曲線という．
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研究 直角双曲線xy = 1� �
2定点 F，F′からの距離の差が 0でなく一定である点の軌跡は双曲線である．

直線 y = x上の 2点
F(
√
2,
√
2), F′(−

√
2,−
√
2)

からの距離の差が 2
√
2となる点 P(x, y)の軌跡を求めてみよう．

PF− PF′ = ±2
√
2であるから，次の等式が成り立つ．[直角双曲線 xy = 1]√

(x−
√
2)2 + (y −

√
2)2 −

√
(x+

√
2)2 + (y +

√
2)2 = ±2

√
2

この等式を，125ページと同様にして

整理すると，xy = 1が得られる．

このことから

xy = 1 すなわち y =
1

x
· · · 1©

のグラフは，2点F，F′を焦点とする双

曲線であることがわかる．

一方，直角双曲線

x2

2
− y2

2
= 1 · · · 2©

は，2つの焦点 (2, 0)，(−2, 0)からの

距離の差が 2
√
2 となる点である．

双曲線 1©， 2©は，ともに焦点間の距
離が 4で等しい．また，ともに曲線上

の点から 2つの焦点までの距離の差が

2
√
2 となる点の軌跡である．

　

O

y

x

P(x, y)

F

√
2

√
2

−
√
2

−
√
2

y = x

1©

F′

O

y

x2−2 √
2−

√
2

y = xy = −x
2©

よって，曲線 1©， 2©の形は同じで， 1©は直角双曲線である．曲線 2©を原点O

を中心として
π

4
だけ回転すると曲線 1©に重なる．

曲線 2©上の点Q(s, t)を原点を中心に
π

4
だけ回転させた点をP(x, y)とする．

これらを複素数平面で考えると

x+ yi =
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
(s+ ti) =

s− t√
2

+
s+ t√

2
i

Qは曲線 2©上の点より s2

2
− t2

2
= 1 よって xy =

s− t√
2
× s+ t√

2
=

s2 − t2

2
= 1

� �

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/410
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4.1.4 2次曲線の平行移動

ここでは，2次曲線を平行移動した曲線の方程式について考えよう．

A〉〉曲線の平行移動

変数 x，yを含む式を F (x, y)のように書くことがある．放物線，楕円，双曲線，
円などは，x，yの方程式 F (x, y) = 0の形で表される．
x，yの方程式 F (x, y) = 0を満たす点 (x, y)全体の集合が曲線を表すとき，この
曲線を

方程式F (x, y) = 0 の表す曲線，または 曲線 F (x, y) = 0

という．また，方程式 F (x, y) = 0をこの曲線の方程式という．
x，yの方程式 F (x, y) = 0 の表す曲線を，x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移
動した移動後の曲線Cの方程式を求めよう．
もとの曲線上の点Q(s, t)が移る点をP(x, y)

とすると

F (s, t) = 0 · · · 1©

x = s+ p, y = t+ q · · · 2©

2©より s = x− p，t = y − q

これらを 1©に代入すると

F (x− p, y − q) = 0

　

O

y

xp

q

P(x, y)

C

Q(s, t)

F (x, y) = 0

が得られる．これが平行移動後の曲線Cの方程式である．

曲線F (x, y) = 0の平行移動� �
曲線 F (x, y) = 0 を x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移動すると，移動後の
曲線の方程式は F (x − p, y − q) = 0 となる．� �
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例 4.6 楕円
x2

9
+

y2

4
= 1 · · · 1©

を x軸方向に 2，y軸方向に 1だけ平

行移動すると，移動後の楕円の方程

式は，次のようになる．

(x− 2)2

9
+

(y − 1)2

4
= 1 · · · 2©

S 　

O

y

x

2

1

−3
3

2

−2

1©

2©

また，楕円 1©の焦点は，2点 (
√
5, 0)，(−

√
5, 0)であるから，

楕円 2©の焦点は，2点 (
√
5 + 2, 1)，(−

√
5 + 2, 1)である．

練習 4.13 楕円
x2

4
+ y2 = 1 を，x軸方向に 3，y軸方向に−2だけ平行移動すると

き，移動後の楕円の方程式と焦点の座標を求めよ． 解

練習 4.14 放物線 y2 = 4x を，x軸方向に−1，y軸方向に 2だけ平行移動するとき，
移動後の放物線の方程式と焦点の座標を求めよ． 解

B〉〉ax2 + by2 + cx + dy + e = 0の表す図形

例 4.6で得られた楕円の方程式

(x− 2)2

9
+

(y − 1)2

4
= 1 · · · 1©

の分母を払って整理すると，次のようになる．

4x2 + 9y2 − 16x− 18y − 11 = 0 · · · 2©

逆に，方程式 2©が与えられた場合は， 2©を 1©の形に変形することによって，その
方程式の表す図形が楕円であることがわかる．

https://player.vimeo.com/video/804827814?h=5d204c7931
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例題 4.3 次の方程式はどのような図形を表すか． S

x2 − 4y2 + 2x+ 16y − 19 = 0

解答 この方程式を変形すると

(x2 + 2x+ 1)− 4(y2 − 4y + 4) = 1− 16 + 19

すなわち (x+ 1)2 − 4(y − 2)2 = 4

(x+ 1)2

4
− (y − 2)2 = 1

よって，この方程式は，双曲線
x2

4
− y2 = 1 を x軸方向に−1，

y軸方向に 2だけ平行移動した双曲線を表す．

例題 4.3の双曲線の概形は右の図のようになる．

双曲線
x2

4
− y2 = 1の

焦点は 2点 (
√
5, 0), (−

√
5, 0)

漸近線は 2直線 y =
1

2
x, y = −1

2
x

である．よって，例題 4.3の双曲線の

焦点は 2点 (
√
5− 1, 2), (−

√
5− 1, 2)

　

O

y

x

2

−1 2−2

漸近線は 2直線 y =
1

2
x+

5

2
, y = −1

2
x+

3

2
← y − 2 =

1

2
(x+ 1), y − 2 = −

1

2
(x+ 1)

練習 4.15 次の方程式はどのような図形を表すか． 解

(1) x2 + 4y2 + 6x− 8y + 9 = 0

(2) y2 + 8y − 16x = 0

(3) 4x2 − 9y2 − 16x− 36y − 56 = 0

https://player.vimeo.com/video/804827742?h=e6dba8fb70


4.1. 2次曲線 135

4.1.5 2次曲線と直線

ここでは，2次曲線と直線の関係について調べてみよう．

A〉〉2次曲線と直線の共有点

2次曲線と直線の共有点の個数は，2次曲線の方程式と直線の方程式から 1文字を
消去して得られる 2次方程式の実数解の個数と一致する．

例題 4.4 kは定数とする．次の楕円と直線の共有点の個数を調べよ． S

x2 + 4y2 = 20, y = x+ k

解答 x2 + 4y2 = 20 · · · 1©
y = x+ k · · · 2©

とする． 2©を 1©に代入すると

x2 + 4(x+ k)2 = 20

整理すると

5x2 + 8kx+ 4k2 − 20 = 0

この xの 2次方程式の判別式をDとすると

　

O

y

x

y = x+ k
5

−5

k

√
5

−
√
5

2
√
5−2

√
5

D/4 = (4k)2 − 5(4k2 − 20) = −4(k + 5)(k − 5)

よって，楕円 1©と直線 2©の共有点の個数は，次のようになる．

D > 0 すなわち −5 < k < 5 のとき 2個

D = 0 すなわち k = ±5 のとき 1個

D < 0 すなわち k < −5, 5 < k のとき 0個

上の例題 4.4において，k = ±5 のとき，楕円と直線は共有点をただ 1つもつ．こ
のとき，楕円と直線は接するといい，その直線を楕円の接線，共有点を接点という．
一般に，2次曲線と直線の方程式から 1文字を消去して得られる 2次方程式の実数
解の個数と，2次曲線と直線の共有点の個数は一致する．

練習 4.16 kは定数とする．双曲線 x2 − 2y2 = 4 と直線 y = x + k の共有点の個数
を調べよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804827757?h=ac7a13f0cc
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B〉〉2次曲線に引いた接線の方程式

2次曲線上にない点から 2次曲線上に接線を引くとき，その接線の方程式を求め
てみよう．

応用例題 4.2 点C(0, 3)から楕円 x2 + 2y2 = 2に接線を引くとき，その接線の方程
式を求めよ． S

考え方〉〉点 C(0, 3)を通る接線の方程式は，y = mx + 3とおける．この式と楕円
の式から yを消去して xの 2次方程式を作ると，直線が楕円に接するのは，
判別式Dについて，D = 0のときである．

解答 点Cを通る接線は，x軸に垂直ではないから，

その方程式は y = mx+ 3とおける．

これを楕円の式に代入すると

x2 + 2(mx+ 3)2 = 2

整理すると

(2m2 + 1)x2 + 12mx+ 16 = 0

この xの 2次方程式の判別式をDとすると

　

O

y

x

C3

1

−1

√
2−

√
2

D/4 = (6m)2 − (2m2 + 1)·16 = 4(m2 − 4)

直線が楕円に接するのはD = 0のときであるから

m = ±2

よって，接線の方程式は y = 2x+ 3, y = −2x+ 3

補足 接点の x座標は，x = ±4

3
である． ← x = −

12m

2(2m2 + 1)

練習 4.17 点C(4, 0)から放物線 y2 = −4xに接線を引くとき，その接線の方程式を
求めよ．また，そのときの接点の座標を求めよ． 解

https://player.vimeo.com/video/804827852?h=11d8594ece
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研究� �
2次曲線の接線の方程式

放物線 y2 = 4px · · · 1©
について， 1©上の点 P(x1, y1)における接線の方程式は

y1y = 2p(x + x1) · · · 2©
であることが知られている．このことを確かめてみよう．

2©から 2px = y1y − 2px1

1©を代入すると y2 = 2(y1y − 2px1)

整理すると y2 − 2y1y + 4px1 = 0 · · · 3©
点 P(x1, y1)は放物線 1©上にあるから

y1
2 = 4px1

よって y2 − 2y1y + y1
2 = 0

すなわち (y − y1)
2 = 0

したがって，2次方程式 3©は重解
y = y1 をもつから，放物線 1©と直線 2©
は，点 P(x1, y1)で接する．

　

O

y

x

P(x1, y1)

2©

1©

すなわち，放物線 1©上の点 P(x1, y1)における接線は 2©である．
同様に，楕円，双曲線の接線については，次のことが確かめられる．

楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1 上の点 P(x1, y1)における接線の方程式は

x1x

a2
+

y1y

b2
= 1

双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1 上の点 P(x1, y1)における接線の方程式は

x1x

a2
−

y1y

b2
= 1� �

演習 4.1 次の曲線上の点 Pにおける接線の方程式を求めよ． 解

(1) 放物線 y2 = 4x，P(1, 2)

(2) 楕円
x2

12
+

y2

4
= 1，P(3, 1)
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研究� �
放物線の焦点の座標

放物線 y2 = 4px の焦点を F，準線を `

とする．F の座標は (p, 0)，` の方程式

は x = −p である．この放物線上の任意
の点 P(s, t)から準線 `に下ろした垂線を

PHとし，線分 FHの中点をMとする．

放物線の定義によると PF = PH である

から，二等辺三角形PHFにおいて，直線

PMは頂角∠FPHを 2等分する．

　

O

y

x

M

H

−p F(p, 0)

P(s, t)

`

よって，図に示した 3つの角は等しいことがわかる．

また，前ページの研究により．放物線上の点 Pにおける接線の方程式は

ty = 2p(x+ s)である．

点Mの座標は
(
0,

t

2

)
であり，この接線

上にあるから，直線PMは放物線上の点P

における接線であることがわかる．

以上のことから，放物線の軸に平行に進ん

できた光や電波が放物線に当たって反射す

ると，右の図のように，そのすべてが焦点

を通過するのである．

楕円，双曲線の焦点についても同じような

ことが知られている．

　

O

y

x

� �
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4.1.6 2次曲線の性質

放物線は，定点Fからの距離と，Fを通らない定直線 `からの距離が等しい点の軌
跡として定義された．楕円や双曲線も放物線の場合と同様に，1つの定点と 1つの定
直線をもとに考えることができる．このことについて学ぼう．

応用例題 4.3 点 F(4, 0)からの距離と，直線 x = 1からの距離の比が 1 : 2である点
Pの軌跡を求めよ．[2次曲線の性質] S

考え方〉〉点Pの座標を (x, y)とする．Pから直線 x = 1におろした垂線をPHとす
ると PF : PH = 1 : 2である．

解答 点 Pの座標を (x, y)とする．

Pから直線x = 1に下した垂線をPHと

すると

PF : PH = 1 : 2

これより PH = 2PF

すなわち PH2 = 4PF2

　

O

y

x
F
4

P(x, y)

H

x = 1

3 7

2
1

PH2 = (x− 1)2，PF2 = (x− 4)2 + y2を代入すると

(x− 1)2 = 4{(x− 4)2 + y2} すなわち 3x2 − 30x+ 4y2 + 63 = 0

この方程式を変形すると
(x− 5)2

4
+

y2

3
= 1 · · · 1©

よって，点 Pは楕円 1©上にある．

逆に，楕円 1©上のすべての点 P(x, y)は，条件を満たす．

したがって，求める軌跡は，楕円
x2

4
+

y2

3
= 1を x軸方向に 5だけ平行移動し

た楕円である．

楕円
x2

4
+

y2

3
= 1の焦点は，2点 (1, 0)，(−1, 0) であるから，応用例題 4.3の楕

円の焦点は (6, 0)，(4, 0)である．これより，点F(4, 0)は楕円 1©の焦点の 1つであ
ることがわかる．よって

点 F(4, 0)からの距離と，直線 x = 1からの距離の比が 1 : 2である点 P

の軌跡は，Fを焦点の 1つとする楕円

である．また，放物線の定義により

点 F(4, 0)からの距離お，直線 x = 1からの距離の比が 1 : 1である点 P

の軌跡は，Fを焦点，直線 x = 1を準線とする放物線

である．

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/411
https://player.vimeo.com/video/804827864?h=7ebcea207d
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練習 4.18 点 F(4, 0)からの距離と，直線 x = 1からの距離の比が 2 : 1である点 P

の軌跡は，Fを焦点の 1つとする双曲線であることを示せ． 解

一般に，定点 Fからの距離と，Fを通
らない定直線 `からの距離の比が e : 1で
ある点Pの軌跡について，次のことが知
られている．[離心率]

［1］0 < e < 1のとき

Fを焦点の 1つとする楕円

［2］e = 1のとき

Fを焦点，`を準線とする放物線

［3］e > 1のとき

Fを焦点の 1つとする双曲線

　

F

0 < e < 1

e = 1
e > 1`

この eの値を，2次曲線の離心率といい，直線 `を準線という．また，この方法で
円を表すことはできない．

前ページの応用例題 4.3は上の［1］の場合で，e =
1

2
である．

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/412
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4.1.7 問題

問題 4.1 次のような 2次曲線の方程式を求めよ． 解 → p.113～134

(1) 焦点が点 (2, 0)で，準線が y軸である放物線

(2) 2点A(−3, 1)，B(3, 1)からの距離の和が 10である楕円

(3) 2点 (3, 0)，(−3, 0)を焦点とし，2点 (2, 0), (−2, 0)を頂点とする双曲線

問題 4.2 円 x2 + y2 = 16 を，y軸をもとにして x軸方向に 2倍して得られる曲線の
方程式を求めよ． 解 → p.122例 4.4

問題 4.3 曲線 9x2 + 4y2 + 18x− 8y − 23 = 0は楕円であることを示し，その概形を
かけ．また，焦点の座標を求めよ． 解 → p.133, 134
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問題 4.4 kは定数とする．双曲線 4x2 − 9y2 = 36と直線 x + y = kの共有点の個数
を調べよ．また，双曲線と直線が接するとき，その接点の座標を求めよ． 解

→ p.135例題 4.4

問題 4.5 点C(3, 0)から楕円 2x2 + y2 = 2に接線を引くとき，その接線の方程式を
求めよ．また，そのときの接点の座標を求めよ． 解 → p.136応用例題 4.2

問題 4.6 原点Oからの距離と，直線 x = 3からの距離の比が一定で e : 1である点P

について，eが次の値のときの軌跡を求めよ． 解 → p.139応用例題 4.3

(1) e =
1

2
(2) e = 1 (3) e = 2

問題 4.7 周の長さが 3である4ABCの面積を Sとする． 解

(1) AB = kであるときの4ABCの面積の最大値 S(k)を求めよ．ただし，4ABC

が存在するための条件から 0 < k <
3

2
とする．

(2) Sの最大値を求めよ．
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4.2 媒介変数表示と極座標

4.2.1 曲線の媒介変数表示

A〉〉媒介変数表示

ある速度でボールを水平に投げたとき，
ボールが右の図のような放物線を描いた．
ボールを離した点を，座標平面上の原点 O

とするとき，t秒後のボールの位置 Pの座標
(x, y)は，tを用いて [媒介変数表示]

x = 10t, y = −4.9t2 (t = 0)

と表された．点Pの位置は tの値によって定
まる．

　

O

y

xt = 1

t = 2

t = 3

t = 4

一般に，曲線C上の点 P(x, y)の座標が，変数 tによって

x = f(t), y = g(t) · · · 1©

の形に表されるとき，これを曲線 Cの媒介変数表示といい，変数 tを媒介変数また
はパラメータという． 1©から tを消去して x，yの方程式 F (x, y) = 0 が得られると
き，これは曲線Cを表す方程式である．

例 4.7 曲線C上の点P(x, y)の座標が，媒介変数 tを用いて，x = t− 1，y = t2 + t

で表されるとき，曲線Cの x, yの方程式を求める． S

t = x+ 1を y = t2 + tに代入して ← x = t− 1 より t = x+ 1

y = (x+ 1)2 + (x+ 1) すなわち y = x2 + 3x+ 2

よって，曲線Cの方程式は y = x2 + 3x+ 2 である．

注意 媒介変数により曲線の表示方法は 1通りではない．

深化 4.2 x = t− 2，y = t2 − tも例 4.7の曲線Cの媒介変数であることを確かめよ．
解

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/413
https://player.vimeo.com/video/804816615?h=00200573d9
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練習 4.19 次のように媒介変数表示される曲線について，tを消去して x，yの方程
式を求め，曲線の概形をかけ． 解

(1) x = t+ 1, y = t2 + 4t

(2) x = 2t, y = 2t− t2

例題 4.5 放物線 y = x2 + 2tx− 2t の頂点は，tの値が変化するとき，どのような曲
線を描くか．[放物線の頂点の軌跡] S

解答 放物線の方程式を変形すると

y = (x+ t)2 − t2 − 2t

その頂点を P(x, y)とすると

x = −t, y = −t2 − 2t

tを消去すると

y = −x2 + 2x

　

O

y

x1

1

2

よって，頂点 Pが描く図形は，

放物線 y = −x2 + 2x である．

練習 4.20 放物線 y = −x2 +4tx+2t の頂点は，tの値が変化するとき，どのような
曲線を描くか． 解

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/414
https://player.vimeo.com/video/804816584?h=0e18941328
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B〉〉一般角 θを用いた媒介変数表示

原点 Oを中心とする半径 3の円は，次

の方程式で表される．

x2 + y2 = 32 · · · 1©

この円上に点P(x, y)をとり，動径OPの

表す一般角を θとすると，

x = 3 cos θ, y = 3 sin θ

が成り立つ．これは，円 1©の媒介変数表
示である．ただし，角は弧度法で表すこと

にする．

　

O

y

x3 cos θ

3 sin θ

θ
3

3

−3

−3

P(x, y)

円 x2 + y2 = a2 は，たとえば次のように媒介変数表示される．

x = a cos θ, y = a sin θ

練習 4.21 角 θを媒介変数として，次の円を表せ． 解

(1) x2 + y2 = 22 (2) x2 + y2 = 2

楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1 は，円 x2 + y2 = a2 を，

x軸をもとにして y軸方向に
b

a
倍した曲線で

ある．

したがって，この楕円は，たとえば次のよ

うに媒介変数表示される．

x = a cos θ, y = b sin θ

　

O

y

xa

a

−a

−a

P(x, y)
b

−b

θ

練習 4.22 角 θを媒介変数として，次の楕円を表せ． 解

(1)
x2

32
+

y2

22
= 1 (2)

x2

16
+

y2

25
= 1
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例題 4.6 θが変化するとき，点 P

(
1

cos θ
, tan θ

)
は双曲線 x2 − y2 = 1 上を動くこ

とを示せ．[双曲線の媒介変数表示] S

解答 x =
1

cos θ
, y = tan θ とすると

x2 − y2 =
1

cos2 θ
− tan2 θ

=
1− sin2 θ

cos2 θ

= 1

よって，点 P

(
1

cos θ
, tan θ

)
は

双曲線 x2 − y2 = 1 上を動く．

　

O

y

x

P

θ

1−1

x2 − y2 = 1

練習 4.23 θが変化するとき，点P

(
3

cos θ
, 2 tan θ

)
は双曲線

x2

32
− y2

22
= 1 上を動く

ことを示せ． 解

双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1 は，たとえば次のように媒介変数表示される．

x =
a

cos θ
, y = b tan θ

練習 4.24 双曲線
x2

52
− y2

42
= 1 を媒介変数 θを用いて表せ． 解

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/415
https://player.vimeo.com/video/804816595?h=1be6ec811d
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C〉〉媒介変数表示される曲線の平行移動

応用例題 4.4 次の媒介変数表示は，どのような曲線を表すか． S

x = 2 cos θ + 1, y = 2 sin θ + 3

考え方〉〉sin θ，cos θを，x，yで表し，sin2 θ + cos2 θ = 1 に代入する．

解答 sin θ =
y − 3

2
, cos θ =

x− 1

2

これらを sin2 θ + cos2 θ = 1 に代入すると

(y − 3)2

22
+

(x− 1)2

22
= 1

よって (x− 1)2 + (y − 3)2 = 22

これは，点 (1, 3)を中心とする半径 2の円を表す．

応用例題 4.4の曲線は，媒介変数表示 x = 2 cos θ, y = 2 sin θ で表される曲線を，
x軸方向に 1，y軸方向に 3だけ平行移動した曲線である．[曲線の平行移動]

一般に，次のことが成り立つ．

媒介変数表示 x = f(t) + p，y = g(t) + q で表される曲線は，
媒介変数表示 x = f(t)，y = g(t) で表される曲線を，
x軸方向に p，y軸方向に qだけ平行移動したものである．

練習 4.25 次の媒介変数表示は，どのような曲線を表すか． 解

(1) x = 3 cos θ + 2，y = 3 sin θ − 1

(2) x = 3 cos θ + 1，y = 2 sin θ + 3

https://player.vimeo.com/video/804827666?h=7bac20c885
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/416
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D〉〉サイクロイド

円が定直線上をすべることなく回転していくとき，円周上の定点 Pが描く曲線を
サイクロイドという．[サイクロイド]

O

y

x

θ

a

2a

πa 2πa

P

T

C
Q

aθ

円の半径が aのとき，サイクロイドの媒介変数表示を求めてみよう．
上の図のように，定直線を x軸とし，点 Pの最初の位置を原点 Oとする．また，
円が角 θだけ回転したときの点 Pの座標を (x, y)とし，円の中心を C，x軸との接
点をTとする．
このとき，右の図において，

OT =

)

TP= aθ

であるから

x = OT− PQ = aθ − a sin θ

y = CT− CQ = a− a cos θ

　

O

y

x

θ
a

a

a sin θ

a cos θ

C

Q
P

aθ

aθ T

と表される．結果の式は，sin θ < 0 や cos θ < 0 のときも成り立つ．
よって，サイクロイドの媒介変数表示は，次のようになる．

x = a(θ − sin θ), y = a(1 − cos θ)

練習 4.26 サイクロイド x = 2(θ − sin θ), y = 2(1 − cos θ)において，θが次の値を
とったときの点の座標を求めよ． 解

(1) θ =
π

3
(2) θ = π (3) θ =

3

2
π (4) θ = 2π

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/417
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研究 いろいろな曲線の媒介変数表示 (アステロイド)� �
例 1 原点 Oを中心とする半径 4

の定円C1上を，半径 1のC2

が内接しながらすべること
なく回転していく．円C2上
の定点 Pの最初の位置を点
A(4, 0)とすると，Pは右の
図のような曲線を描く．この
曲線の媒介変数表示は次の
ようになる．

x = 4 cos3 θ

y = 4 sin3 θ

　

O

y

x

B

θ

α

P

T

A

4

4

2

C1

C2

−4

−4

円C1, C2の半径の比が 4 : 1のとき，例 1のようにして描かれる曲線をアステ

ロイドまたは
せいぼう

星芒形という．[アステロイド]� �
証明 C1 と C2 の接点を T，α = ∠PBT とする．C1 および C2 上の弧について，(

AT=
(

PT であるから
4θ = 1·α ゆえに α = 4θ

BTの x軸のなす角が θであるから

−→
BP = (cos(θ − α), sin(θ − α))

= (cos(−3θ), sin(−3θ))
= (cos 3θ,− sin 3θ)

OB = OT− BT = 4− 1 = 3，∠AOB = θであるから

−→
OB = 3(cos θ, sin θ)

したがって
−→
OP =

−→
OB+

−→
BP

= 3(cos θ, sin θ) + (cos 3θ,− sin 3θ)

= (3 cos θ + cos 3θ, 3 sin θ − sin 3θ)

= (4 cos3 θ, 4 sin3 θ)

P(x, y)より x = 4 cos3 θ, y = 4 sin3 θ 証終

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/418
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研究 いろいろな曲線の媒介変数表示 (カージオイド)� �
例 2 原点Oを中心とする半径 1の定円C1上

を，半径 1の円C2が外接しながらすべ
ることなく回転していく．円C2上の定
点Pの最初の位置を点 (1, 0)とすると，
Pは右の図のような曲線を描く．この曲
線の媒介変数表示は次のようになる．

x = 2 cos θ − cos 2θ

y = 2 sin θ − sin 2θ

　

O

y

x1

C1
P

C2

円C1, C2の半径が等しいとき，例 2のようにして描かれる曲線をカージオイ
ドまたは心臓形という．[カージオイド]� �
証明 右の図において

−→
OA = (2 cos θ, 2 sin θ)
−→
AP = (cos(2θ + π), sin(2θ + π))

= (− cos 2θ,− sin 2θ)

したがって

−→
OP =

−→
OA+

−→
AP

= (2 cos θ − cos 2θ, 2 sin θ − sin 2θ)

　

O

y

x
θ

A

2θ+π

P

C1

C2

1−1

1

−1

よって x = 2 cos θ − cos 2θ, y = 2 sin θ − sin 2θ 証終

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/419
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研究 分数式による円の媒介変数表示� �
次の円と円上の点A(−1, 0)を通る傾き tの直線を考える．

円 x2 + y2 = 1 · · · 1©
直線 y = t(x+ 1) · · · 2©

円 1©と直線 2©のA以外の交点を P(x, y)として，まず Pの座標を求めて

みよう．

2©を 1©に代入すると

x2 + t2(x+ 1)2 = 1

整理すると

(x+ 1){(1 + t2)x+ t2 − 1} = 0

x 6= −1 であるから x =
1− t2

1 + t2

これを 2©に代入すると y =
2t

1 + t2

　

O

y

x
A

t

−1

−1

1

1

P(x, y)

1©

2©

θ

2θ

よって，Pの座標は
(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
である．

ここで，tの値が変化するとき，上の点 Pは，円 1©上を動く．
ただし，点A(−1, 0)は除かれる．

このことから，点 Pが描く曲線は，tを媒介変数として，

x =
1− t2

1 + t2
, y =

2t

1 + t2

のように媒介変数表示されることがわかる．この図形は，

円 x2 + y2 = 1 から点 (−1, 0)を除いたものである．

[分数式による円の媒介変数表示]� �
別解 t = tan θ (−π

2
< θ < π

2
)とすると

x = cos 2θ =
cos2 θ − sin2 θ

cos2 θ + sin2 θ
=

1− tan2 θ

1 + tan2 θ
=

1− t2

1 + t2

y = sin 2θ =
2 sin θ cos θ

cos2 θ + sin2 θ
=

2 tan θ

1 + tan2 θ
=

2t

1 + t2

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/420
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4.2.2 極座標と極方程式

ここでは，座標平面上の点 (x, y)の別の表し方を学ぼう．

A〉〉極座標と直交座標

平面上に点Oと半直線OXを定めると，

この平面上の点Pの位置は，OPの長さ r

とOXからOPへ測った角 θの大きさで決

まる．ただし，θは弧度法で表された一般

角である．

このとき，2つの数の組 (r, θ)を，点Pの

極座標という．極座標が (r, θ)である点P

　

r

P(r, θ)

θ

X

極座標

偏角

極O 始線

をP(r, θ)と書くことがある．また，点Oを極，半直線OXを始線，θを偏角という．
極Oと異なる点 Pの偏角 θは，0 5 θ < 2π の範囲ではただ 1通りに定まる．なお，
θの範囲を制限しなこともある．

注意 極Oの極座標は (0, θ)とし，θは任意の値と考える．

極座標に対して，これまで用いてきた x座標と y座標の組 (x, y)で表した座標を
直交座標という．

点 Pの直交座標を (x, y)，極座標を

(r, θ)とすると，次の関係が成り立つ．� �
1 x = r cos θ, y = r sin θ

2 r =
√
x2 + y2

r 6= 0のとき

cos θ =
x

r
, sin θ =

y

r� �

　

O

y

x
θ

x

y
P(x, y)

X

r

P(r, θ)

注意 直交座標の原点および x軸の正の部分が，それぞれ極座標の極，始線となるよ
うにとっている．
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例 4.8 極座標が
(
2,

π

3

)
である点Pの直交座標 (x, y) S

r = 2，θ =
π

3
であるから

x = r cos θ = 2 cos
π

3
= 2·1

2
= 1

y = r sin θ = 2 sin
π

3
= 2·
√
3

2
=
√
3

よって，点 Pの直交座標は (1,
√
3)

　

O

y

x

π
3

1

√
3 P

2

練習 4.27 極座標が次のような点の直交座標を求めよ． 解

(1)
(
2,

π

6

)
(2)

(√
2,

π

4

)
(3) (3, π)

例 4.9 直交座標が (−
√
3, 1)である点Pの極座標 (r, θ) S

x = −
√
3，y = 1 であるから

r =
√
x2 + y2 =

√
(−
√
3)2 + 12

=
√
4 = 2

cos θ =
x

r
= −
√
3

2

sin θ =
y

r
=

1

2

0 5 θ < 2π では θ =
5

6
π

よって，点Pの極座標の1つは
(
2,

5

6
π

)

　

O

y

x

5
6
π

1

−
√
3

2

P

練習 4.28 直交座標が次のような点の極座標を求めよ．ただし，偏角 θの範囲は 0 5
θ < 2π とする． 解

(1) (2, 2) (2) (−1,
√
3) (3) (−

√
3,−1)

https://player.vimeo.com/video/804827939?h=ea88067afd
https://player.vimeo.com/video/804827949?h=dc6a4b8e43
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B〉〉極方程式

平面上の曲線が，極座標 (r, θ) の方程式 F (r, θ) = 0 または r = f(θ) で表される
とき，その方程式をこの曲線の極方程式という．

例 4.10 極Oを中心とする半径 2の円

この円上の点 Pの極座標を (r, θ)とす
ると，OP = r より S

r = 2, θ は任意の値

よって，この円の極方程式は

r = 2

　
θ

2

O X

P(2, θ)

例 4.11 始線OX上の点 (1, 0)を通り始線に垂直な直線

この直線上の点 Pの極座標を (r, θ)と
すると，OPcos θ = 1 より S

r cos θ = 1

よって，この直線の極方程式は

r =
1

cos θ

　

θ

1

r

XO

P(r, θ)

例 4.11の式 r =
1

cos θ
において，θの変域を cos θ 6= 0 であるすべての θにとる

と，右辺は負の値をとることもある．この場合，r < 0 のときの (r, θ) は，極座標が
(|r|, θ + π)である点を表すと考えることにする．
たとえば，例 4.11の式を満たす (−1, π)は点 (1, 2π)を表す．

練習 4.29 点
(
1,

π

2

)
を通り，始線に平行な直線を，極座標 (r, θ)を用いて表せ．解

https://player.vimeo.com/video/804822739?h=4b3673440c
https://player.vimeo.com/video/804816626?h=6180b57c2d
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例 4.12 極Oを通り，始線OXと
π

4
の角をなす直線 S

この直線王の点 Pの極座標を (r, θ)とすると

θ =
π

4
, rは任意の値

よって，この直線の極方程式は θ =
π

4

　

r (r, θ)
π
4

O X

注意 「rは任意の値」は省略している．

例 4.13 中心Aの極座標が (a, 0)である半径 aの円 S

この円上の点 Pの極座標を (r, θ)とすると

OP = 2OAcos∠AOP

ここで OP = r

OA = a

cos∠AOP = cos θ

であるから，この円の極方程式は r = 2a cos θ

　

O
X

A(a, 0)θ

r

2a

(r, θ)

練習 4.30 次の極方程式で表される曲線を図示せよ． 解

(1) θ =
π

6
(2) r = 2 cos θ

https://player.vimeo.com/video/804822751?h=20ce7cc96b
https://player.vimeo.com/video/804822771?h=df2c6e70e8


156 第 4章 式と曲線

例題 4.7 極座標が
(
3,

π

4

)
である点Aを通り，直線OAに垂直な直線 `の極方程式

は，r cos
(
θ − π

4

)
= 3 であることを示せ． S

解答 直線 `上の点 Pの極座標を (r, θ)とすると

OPcos∠AOP = OA

ここで OP = r，OA = 3，

cos∠AOP = cos
(
θ − π

4

)
であるから，直線 `の極方程式は

r cos
(
θ − π

4

)
= 3

　

3θ

O X

`

A
(
3, π4

)
P(r, θ)

r

π
4

練習 4.31 極座標が
(
2,

π

6

)
である点 Aを通り，OAに垂直な直線 `の極方程式は

r cos
(
θ − π

6

)
= 2 であることを示せ． 解

https://player.vimeo.com/video/804822630?h=cefe4617b0
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C〉〉直交座標の x，yの方程式と極方程式

直交座標の x，yの方程式で表された曲線を極方程式で表してみよう．

例題 4.8 双曲線 x2 − y2 = 1を極方程式で表せ． S

解答 この曲線上の点 P(x, y)の極座標を (r, θ)とすると

x = r cos θ， y = r sin θ

これらを，x2 − y2 = 1 に代入すると

r2 cos2 θ − r2 sin2 θ = 1

すなわち r2(cos2 θ − sin2 θ) = 1 ← cos2 θ−sin2 θ=cos 2θ

よって r2 cos 2θ = 1

練習 4.32 楕円 x2 + 2y2 = 4を極方程式で表せ． 解

https://player.vimeo.com/video/804827877?h=ffb1467927
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次に，極方程式で表された曲線を，直交座標の x，yの方程式で表してみよう．

例題 4.9 次の極方程式の表す曲線を，直交座標 x，yの方程式で表せ． S

r = 2(cos θ + sin θ)

解答 この曲線上の点 P(r, θ)の直交座標を (x, y)とすると

r cos θ = x，r sin θ = y，x2 + y2 = r2 · · · 1©

極方程式 r = 2(cos θ + sin θ) の両辺に rを掛けると

r2 = 2r(cos θ + sin θ)

すなわち r2 = 2r cos θ + 2r sin θ

これに 1©を代入して，r，θを消去すると

x2 + y2 = 2x+ 2y

よって x2 + y2 − 2x− 2y = 0

例題 4.9で求めたx，yの方程式を変形する

と，次のようになる．

(x− 1)2 + (y − 1)2 = 2

よって，極方程式

r = 2(cos θ + sin θ)

の表す曲線は，点
(√

2,
π

4

)
を中心とし，

極Oを通る円であることがわかる．

　

O

y

x1

1
A

√
2

X
π
4

補足 r = 2(cos θ + sin θ) を変形すると，r = 2
√
2 cos

(
θ − π

4

)
となる．

練習 4.33 次の極方程式の表す曲線を，直交座標 x，yの方程式で表せ． 解

(1) r =
1

sin θ + cos θ
(2) r = 2 sin θ

https://player.vimeo.com/video/804827887?h=1740103e72
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D〉〉2次曲線の極方程式

例題 4.10 次の極方程式の表す曲線を，直交座標 x，yの方程式で表せ． S

r =
1

2 + cos θ

解答 分母を払うと 2r + r cos θ = 1

r cos θ = x を代入すると 2r = 1− x

両辺を 2乗すると 4r2 = 1− 2x+ x2

r2 = x2 + y2 を代入すると 4(x2 + y2) = 1− 2x+ x2

整理して 3x2 + 4y2 + 2x− 1 = 0

補足 例題 4.10で求めた x，yの方程式を変形すると
9

4

(
x+

1

3

)2

+3y2 = 1 となり，

この曲線が楕円であることがわかる．

練習 4.34 次の極方程式の表す曲線を，直交座標の x，yの方程式で表せ． 解

r =
1

1 + 2 cos θ

https://player.vimeo.com/video/804816605?h=6229d3573a
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例題 4.11 始線OX上の点A(2, 0)を通り，始線に垂直な直線を `とする．極Oを焦
点，`を準線とする放物線の極方程式を求めよ． S

解答 放物線上の点Pの極座標を (r, θ)とし，P

から準線 `に下ろした垂線をPHとすると

OP = PH

が成り立つ．ここで，

OP = r, PH = 2− r cos θ

であるから r = 2− r cos θ

　

O

HP(r, θ)

`

θ

A X2

r

よって，求める放物線の極方程式は r =
2

1 + cos θ

練習 4.35 始線OX上の点A(2, 0)を通り，始線に垂直な直線を `とする．点P(r, θ)

から `に下ろした垂線を PHとするとき，
OP

PH
=

1

2
であるような点 Pの軌跡を，極

方程式で表せ． 解

https://player.vimeo.com/video/804827901?h=3e6d6140b6


4.2. 媒介変数表示と極座標 161

研究� �
2次曲線を表す極方程式

始線OX上の点A(a, 0)を通り，始線に垂直な直線を `とする．点P(r, θ)

から `に下ろした垂線を PHとするとき，

e =
OP

PH

の値が一定であるような Pの軌跡は，2次曲線になることが知られている．

この eの値は 140ページで学んだ離心率である．

右の図において，線分PHの長さを 2通り
に表すと

PH =
r

e
, PH = a− r cos θ

よって
r

e
= a− r cos θ

ゆえに r =
ea

1 + e cos θ
· · · 1©

1©が点 Pの軌跡を表す極方程式である．

　

θ

P(r, θ)

O

r

r
e

a XA

H

`

1©の表す曲線は，eのとる値によって，次のような 2次曲線に分類される．

［1］ 0 < e < 1 のとき Oを焦点の 1つとする楕円

［2］ e = 1 のとき Oを焦点，`を準線とする放物線

［3］ e > 1 のとき Oを焦点の 1つとする双曲線

O X

`e > 1
e = 1

0 < e < 1

� �
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4.2.3 コンピュータの利用

コンピュータのソフトウェアには，グラフや図形を描く機能をもつものがある．こ
こでは，コンピュータでいろいろな曲線を描いてみよう．

A〉〉媒介変数表示される曲線の描画

有理数 a，bに対して，媒介変数表示

x = sin at, y = sin bt

で表される曲線を，リサージュ曲線という．

例 4.14 1©において，a，bが次の値をとるときの曲線を描くと，下の図のようにな
る．[リサージュ曲線] S

(1) a = 1, b = 2 (2) a = 2, b = 3 (3) a = 4, b = 5

練習 4.36 次のように媒介変数表示される曲線をコンピュータで描いてみよう． 解
[曲線の図示]

(1) x = 2 cos t, y = 2 sin t

(2) x = 3 cos t, y = 2 sin t

(3) x = cos t, y = sin2 t

(4) x = sin 2t, y = sin2 t

(5) x = sin t− cos t, y = sin t+ cos t

(6) x = t− sin t, y = 1− cos t

(7) x = 2 cos3 t, y = 2 sin3 t

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/422
https://player.vimeo.com/video/804827642?h=28aff2c185
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/423
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B〉〉極方程式で表される曲線の描画

極方程式 r = f(θ) で表される曲線について，θの範囲に注意して描いてみよう 2．

極方程式 r =
θ

2
(θ = 0) で表される曲線をコンピュータで描くと，下の図のように

なる 3．

一般に，a > 0 のとき，極方程式

r = aθ (θ = 0)

で表される曲線を，アルキメデスの渦巻線という．[アルキメデスの渦巻線]

aを有理数とするとき，極方程式 r = sin aθで表される曲線を正葉曲線という．正
葉曲線は，aの値によって次のようになる．[正葉曲線]

(1) a = 1.5 (2) a = 6 (3) a = 7

練習 4.37 次のような極方程式で表される曲線をコンピュータで描いてみよう．
ただし，いずれも θ = 0 とする． 解 [曲線の図示]

(1) r = θ (2) r = sin 4θ (3) r = 2(1 + cos θ)

2極座標による入力が使えない場合には，媒介変数表示に直してから入力するとよい．
極方程式 r = f(θ) は，x = f(θ) cos θ，y = f(θ) sin θ と媒介変数表示される．
3本書では，極方程式で表される曲線の表示画面を，座標平面の場合と同じにしている．

https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/424
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/425
https://cds.chart.co.jp/books/mwj0stpfwy/lessons/426
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研究� �
いろいろな曲線

a，bを有理数とするとき，極方程式

r = a+ b cos θ

で表される曲線を，リマソンという．とくに，a = b のときは

r = a(1 + cos θ)

となる．この極方程式で表される曲線を，カージオイドまたは心臓形という．
下の図では，(2)の場合である．

(1) a = 1, b = 0.8 (2) a = 1, b = 1 (3) a = 1, b = 1.5

� �
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4.2.4 問題

問題 4.8 次のように媒介変数表示される曲線がある． 解 → p.143

x =
1

2

(
t+

1

t

)
, y =

1

2

(
t− 1

t

)
(1) x+ y，x− yを，それぞれ tの式で表せ．

(2) tを消去して x，yの方程式を求めよ．

問題 4.9 次のように媒介変数表示される曲線について，θを消去して x，y の方程式
を求めよ． 解 → p.144～146

(1) x = 2 cos θ − 1, y = 3 sin θ − 2

(2) x =
1

cos θ
+ 2, y = 2 tan θ + 1

問題 4.10 極座標が (4, 0)である点Aを通り，始線OXと
π

6
の角をなす直線の極方

程式を求めよ． 解 → p.156 例題 4.7

問題 4.11 次の極方程式の表す曲線を，直交座標の x，yの方程式で表せ． 解

(1) r = 2(cos θ − 2 sin θ) → p.158 例題 4.9

(2) r2 sin θ cos θ = 1

問題 4.12 次の極方程式の表す曲線を，直交座標の x，yの方程式で表せ．

r =
1√

2− cos θ

また，この曲線は，放物線，楕円，双曲線のいずれであるか 解 → p.159 例題 4.10

問題 4.13 右の図において，点Cを中心とす
る半径 2の円はタイヤを，x軸は地面を表し
ている．このタイヤの周上にペンキで 1箇所
目印を付ける．点Pはこの目印を表し，いま，
タイヤと地面は点Pで接しているとする．こ
のタイヤが地面をすべることなく角 θだけ回
転したとき，線分 CPの中点 Qの描く曲線
の媒介変数表示を求めよ．ただし，点Pの最
初の位置を原点 O，点 Cの最初の位置を点
(0, 2)とし，媒介変数は θとせよ． 解

　

O

y

x
P

Q

2

タイヤ

地面

C
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4.3 章末問題

4.3.1 章末問題A

章末 4.1 次の方程式の表す 2次曲線の概形をかけ．また，焦点の座標を求めよ． 解

(1) y2 + 8x = 0

(2) 4x2 + 16y2 = 1

(3) 8x2 − 4y2 = 32
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章末 4.2 次のような 2次曲線の方程式を求めよ． 解

(1) 頂点が原点で，焦点が x軸上にあり，点 (−1, 2)を通る放物線

(2) 長軸が x軸上，短軸が y軸上にあり，長軸の長さが 4で点 (
√
2, 1)を通る楕円

(3) 頂点の座標が (1, 0)，(−1, 0)で，2直線 y = 2x，y = −2x を漸近線とする双
曲線



168 第 4章 式と曲線

章末 4.3 次の方程式は放物線，楕円，双曲線のいずれを表すか．また，その焦点の
座標を求めよ． 解

(1) x2 − 2x+ 4y2 − 3 = 0

(2) y2 − 4y − 4x = 0

(3) 9x2 − 4y2 − 18x− 8y − 31 = 0
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章末 4.4 次のように媒介変数表示される図形はどのような曲線か．x，yの方程式を
求めて示せ． 解

(1) x = 2t2 + 4, y = t+ 3 (2) x = 2
√
t, y =

√
t− 2t

章末 4.5 点A，Bの極座標を，それぞれ
(
3,

π

6

)
，
(
4,

π

3

)
とする．極Oと点A，B

を頂点とする4OABの面積を求めよ． 解

章末 4.6 点Cの極座標を (r1, θ1)とする．点Cを中心とする半径 aの円の極方程式
は，次の式で表されることを示せ． 解

r2 + r1
2 − 2rr1 cos(θ − θ1) = a2
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4.3.2 章末問題B

章末 4.7 直線 x = −1 に接し，点A(1, 0)を通る円の中心を P(x, y)とする．点 P

の軌跡はどのような曲線になるか． 解

章末 4.8 双曲線
x2

6
− y2

3
= 1 の焦点の 1つ (3, 0)を Fとする．この双曲線上の任意

の点 P(x, y)から直線 x = 2 に下ろした垂線を PHとするとき，
PF

PH
の値は一定で

あることを示せ．また，その値を求めよ． 解

章末 4.9 2次曲線 4x2 + y2 + 8x− 4y− 8 = 0 を，x軸方向に 1，y軸方向に−3だけ
平行移動した 2次曲線の方程式を求め，どのような曲線かを調べよ．また，移動後
の 2次曲線の焦点の座標を求めよ． 解
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章末 4.10 楕円 4x2 + y2 = 4 と直線 y = −x + k が，異なる 2点Q，Rで交わるよ
うに kの値が変化するとき，線分QRの中点 Pの軌跡を求めよ． 解

章末 4.11 次の方程式が円を表すように tの値が変化するとき，円の中心 Pはどの
ような曲線を描くか． 解

x2 + y2 + 2tx− 4ty + 5t2 − t = 0

章末 4.12 aは正の定数とする．極方程式 r2 = 2a2 cos 2θ の表す曲線を，直交座標
の x，yの方程式で表せ． 解

ヒント� �
8

PF2

PH2
から求める． 10 kの値の範囲に注意する．

11 方程式が円を表すことから tの値の範囲が定まる．� �





解答
練習 1.1 (1) 1©と 8©， 3©と 5©と 6©

(2) 1©と 8©， 2©と 7©， 3©と 4©

(3) 1©と 8©

(4) 5©と 6©

練習 1.2 　
(1)

�������*A
A
AAK

~a

~b ~b

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�7

~a
+
~b

(2)

������1

@
@

@@R

~a

~b

~b
@
@
@@R

````````̀z~a+ ~b

(3)

�������*

Q
Q

Q
Q
QQs

~a

~b

Q
Q
Q
Q
QQs-

~a+~b

(4)

�
�
�
�

���

�
�
���

~a

~b

�
�
���~b

�
�
�
�

�
�
�
���

~a+~b

練習 1.3
−→
AB +

−→
BD+

−→
CA= (

−→
AB +

−→
BD) +

−→
CA

=
−→
AD+

−→
CA

=
−→
CA+

−→
AD =

−→
CD

よって
−→
AB+

−→
BD+

−→
CA =

−→
CD 証終

練習 1.4
−→
AB +

−→
BC +

−→
CA= (

−→
AB+

−→
BC) +

−→
CA

=
−→
AC+

−→
CA

=
−→
AA = ~0

よって
−→
AB+

−→
BC +

−→
CA = ~0 証終
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練習 1.5 　
(1)

�������*A
A
AAK

~a

~b

�������*

~a

~a−~b -

(2)

������1

@
@

@@R

~a

~b

������1~a

~a−~b�
�
�
�
���

(3)

�������*

Q
Q

Q
Q
QQs

~a

~b �
�
�
�
�
�
��

~a−~b

(4)

�
�
�
�
���

�
�
���

~a

~b

�
�
���
~b

�
��
~a−~b

練習 1.6 (1)
1

4
(2) −2 (3) −

1

2

練習 1.7 　

�
��

HHHHj

~a

~b

�
�
�
��

��������:

@
@

@
@

@
@I

HHHHHHHHY

2~a

2~a+~b

−2~b

~a− 2~b

練習 1.8 (1) ~a+ 3~a− 2~a = (1 + 3− 2)~a = 2~a

(2) 2(~a− 3~b)− 3(3~a− 2~b)= 2~a− 6~b− 9~a+ 6~b

=(2− 9)~a+ (−6 + 6)~b

=−7~a

練習 1.9 (1) 単位ベクトル~eと平行で大きさが 4のベクトルは 4~eと−4~e

(2) |~a| = 3 より，~aと同じ向きの単位ベクトルは
1

3
~a

(
または

~a

3

)

練習 1.10 (1)
−→
AC =

−→
AF +

−→
FC = ~b+ 2~a = 2~a +~b

(2)
−→
EF =

−→
EO +

−→
OF = −~b+ (−~a) = −~a −~b

(3)
−→
DB =

−→
DE +

−→
EB = (−~a) + (−2~b) = −~a − 2~b
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練習 1.11 各ベクトル~b，~c，~d の成分表示は

~b = (−1, 3)，~c = (−2,−2)，~d = (3,−4)，~e = (−1, 0)

各ベクトルの大きさは

|~b | =
√

(−1)2 + 32 =
√
10

|~c | =
√
(−2)2 + (−2)2 =

√
8 = 2

√
2

|~d | =
√

32 + (−4)2 =
√
25 = 5

|~e | =
√

(−1)2 + 02 =
√
1 = 1

練習 1.12 (1) ~a+~b = (3,−1) + (−4, 2) = (3− 4,−1 + 2) = (−1, 1)

(2) 4~a = 4(3,−1) = (12,−4)

(3) 4~a− 3~b = 4(3,−1)− 3(−4, 2) = (12,−4)− (−12, 6)

= (12 + 12,−4− 6) = (24,−10)

(4) −2(~a−~b)=−2{(3,−1)− (−4, 2)}
=−2(3 + 4,−1− 2)

=−2(7,−3) = (−14, 6)

練習 1.13 s~a+ t~b = s(2, 1) + t(−1, 3) = (2s− t, s+ 3t) であるから，

~c = s~a+ t~b とすると

(8,−3) = (2s− t, s+ 3t)

よって 2s− t = 8，s+ 3t = −3
これを解くと s = 3，t = −2
したがって ~c = 3~a − 2~b

練習 1.14 (1) ~a//~b になるのは，~b = k~aを満たす実数 kが存在するときである．

(x,−3) = (−2k, k) から x = −2k，−3 = k

よって x = −2× (−3) = 6

(2) ~a//~b になるのは，~b = k~aを満たす実数 kが存在するときである．

(3, 6) = (2k, kx) から 3 = 2k，6 = kx

よって k =
3

2
，x = 4

別解 ~a//~b になるのは，~a = k~bを満たす実数 kが存在するときである．

(2, x) = (3k, 6k) から 2 = 3k，x = 6k

よって x = 6× 2

3
= 4
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練習 1.15 (1)
−→
AB = (1− 5, 6− 2) = (−4, 4)

|
−→
AB| =

√
(−4)2 + 42 =

√
32 = 4

√
2

(2)
−→
AB = (2− (−3), 0− 4) = (5,−4)

|
−→
AB| =

√
52 + (−4)2 =

√
41

練習 1.16 四角形ABCDが平行四辺形になるのは，
−→
AD =

−→
BC のときであるから

(−1− (−2), 3− 1) = (2− x, 4− y)

よって 1 = 2− x，2 = 4− y

したがって x = 1，y = 2

　

O

y

x

A

B

C

D

練習 1.17 (1) ~a·~b = |~a||~b| cos θ=4× 3× cos 45◦ = 4× 3× 1√
2

=12×
√
2

2
= 6

√
2

(2) ~a·~b = |~a||~b| cos θ=6× 6× cos 150◦ = 6× 6×

(
−
√
3

2

)
=−18

√
3

補足
θ 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦

cos θ 1

√
3

2

1√
2

1

2
0 −1

2
− 1√

2
−
√
3

2
−1

練習 1.18 (1)
−→
BAと

−→
ACのなす角は 150◦であるから

−→
BA·
−→
AC=2×

√
3× cos 150◦

=2×
√
3×

(
−
√
3

2

)
=−3

　

2

√
3 1

A B

C

30◦ 60◦
120◦150◦

(2)
−→
ACと

−→
BCのなす角は 90◦ であるから

−→
AC·
−→
BC =

√
3× 1× cos 90◦ =

√
3× 1× 0 = 0

練習 1.19 (1) ~a·~b = 2× 3 + 5× (−2) = −4

(2) ~a·~b = 1×
√
3 +
√
3× (−1) = 0
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練習 1.20 2つのベクトルのなす角を θとする．

(1) cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
2× (−3) + 1× 1√
22 + 12

√
(−3)2 + 12

=
−5√
5
√
10

= − 1√
2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 135◦

(2) cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
1×
√
3 +
√
3× 1√

12 + (
√
3)2
√
(
√
3)2 + 12

=
2
√
3

2× 2
=

√
3

2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 30◦

(3) cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
3× 2 + (−1)× 6√
32 + (−1)2

√
22 + 62

= 0

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 90◦

(4) cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
−4× 2 + 2× (−1)√

(−4)2 + 22
√

22 + (−1)2
=
−10√
20
√
5
= −10

10
= −1

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 180◦

練習 1.21 (1) ~a·~b = 0 より 3x+ 6× 4 = 0

よって x = −8

(2) ~a·~b = 0 より x× x+ (−1)× (x+ 2) = 0

よって x2 − x− 2 = 0 これを解いて x = −1, 2
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練習 1.22 (1) ~b = (x, y)とする．

~a⊥~bであるから ~a·~b = 0 すなわち 2x+ y = 0

よって y = −2x · · · 1©

|~b|2 = (
√
10)2であるから x2 + y2 = 10 · · · 2©

1©を 2©に代入すると x2 + (−2x)2 = 10

整理すると 5x2 = 10 すなわち x = ±
√
2

1©に代入して
x =
√
2 のとき y = −2

√
2， x = −

√
2のとき y = 2

√
2

(答) ~b = (
√
2,−2

√
2), (−

√
2, 2

√
2)

(2) ~e = (x, y)とする．

~a⊥~eであるから ~a·~e = 0 すなわち 4x+ 3y = 0

よって y = −4

3
x · · · 1©

|~e|2 = 12であるから x2 + y2 = 1 · · · 2©

1©を 2©に代入すると x2 +

(
−4

3
x

)2

= 1

整理すると 25x2 = 9 すなわち x = ±3

5
1©に代入して

x =
3

5
のとき y = −4

5
， x = −3

5
のとき y =

4

5

(答) ~e =

(
3

5
,−

4

5

)
,

(
−
3

5
,
4

5

)
練習 1.23 (1) ~a = (a1, a2)，~b = (a2,−a1)より

~a·~b = a1·a2 + a2·(−a1) = 0 よって ~a⊥~b

(2) ~b = (2,−1)は~aに垂直である．

|~b| =
√

22 + (−1)2 =
√
5

したがって ~e =
1√
5
~b または ~e = − 1√

5
~b

よって ~e =

(
2
√
5
,−

1
√
5

)
または ~e =

(
−

2
√
5
,

1
√
5

)
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練習 1.24 (1) |~a+ 2~b|2 = (~a+ 2~b)·(~a+ 2~b) = ~a·(~a+ 2~b) + 2~b·(~a+ 2~b)

= ~a·~a+ 2~a·~b+ 2~b·~a+ 4~b·~b

= |~a|2 + 4~a·~b+ 4|~b|2

よって |~a+ 2~b|2 = |~a|2 + 4~a·~b+ 4|~b|2 証終

(2) (~a+~b)·(~a−~b)=~a·(~a−~b) +~b·(~a−~b)

=~a·~a− ~a·~b+~b·~a−~b·~b

= |~a|2 − |~b|2

よって (~a+~b)·(~a−~b) = |~a|2 − |~b|2 証終

練習 1.25 (1) |~a+~b|2=(~a+~b)·(~a+~b) = |~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2

=32 + 2× (−3) + 22 = 7

|~a+~b| = 0 であるから |~a+~b| =
√
7

(2) |~a− 2~b|2=(~a− 2~b)·(~a− 2~b) = |~a|2 − 4~a·~b+ 4|~b|2

=32 − 4× (−3) + 4× 22 = 37

|~a− 2~b| = 0 であるから |~a− 2~b| =
√
37

練習 1.26 (3~a− 2~b)⊥(~a+ 4~b)であるから (3~a− 2~b)·(~a+ 4~b) = 0

よって 3|~a|2 + 10~a·~b− 8|~b|2 = 0

|~a| = 2，|~b| = 2を代入すると

3× 22 + 10~a·~b− 8× 22 = 0 これを解くと ~a·~b = 2

したがって cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
2

2× 2
=

1

2

0◦ 5 θ 5 180◦であるから θ = 60◦

演習 1.1
−→
OA = (4, 1)，

−→
OB = (2,−1)より

4OAB =
1

2
|4·(−1)− 1·2| = 3

演習 1.2 重力
−→
F の向きと移動~xさせた向きが垂直 (θ = 90◦)であるから，重力が物体に

働いた仕事は
−→
F ·~x = |

−→
F ||~x| cos 90◦ = 0
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問題 1.1 (1) 3~x− 4~a = ~x− 2~bを整理すると

2~x = 4~a− 2~b よって ~x = 2~a −~b

(2) 2(~x− 3~a) = 5(~x+ 2~b)を展開すると 2~x− 6~a = 5~x+ 10~b

したがって −3~x = 6~a+ 10~b よって ~x = −2~a −
10

3
~b

問題 1.2 (1)
−→
AB·
−→
AF = |

−→
AB||
−→
AF| cos 120◦ = 2× 2×

(
−1

2

)
= −2

(2)
−→
AD·
−→
CE = |

−→
AD||

−→
CE| cos 90◦ = 0

(3)
−→
AC·
−→
AE = |

−→
AC||
−→
AE| cos 60◦ = 2

√
3× 2

√
3× 1

2
= 6

(4)
−→
AC·
−→
CE = |

−→
AC||
−→
CE| cos 120◦ = 2

√
3× 2

√
3×

(
−1

2

)
= −6

A

B

C

D

E

F

2
1

√
3

問題 1.3 (1) ~c = (b2,−b1) とすると~c 6= ~0，a1b2 − a2b1 = 0であれば

~a·~c = a1b2 + a2(−b1) = 0 ⇐⇒ ~a⊥~c · · · 1©
~b·~c = b1b2 + b2(−b1) = 0 ⇐⇒ ~b⊥~c · · · 2©

1©， 2©から a1b2 − a2b1 = 0 ⇐⇒ ~a//~b 証終
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別証 (a1b1 + a2b2)
2 + (a1b2 − a2b1)

2 = a1
2b1

2 + a2
2b2

2 + a1
2b2

2 + a2
2b1

2

= (a1
2 + a2

2)(b1
2 + b2

2)

したがって (~a·~b)2 + (a1b2 − a2b1)
2 = |~a|2|~b|2 · · · (∗)

~a//~b ⇐⇒ (~a·~b)2 = |~a|2|~b|2であるから，(∗)より
~a//~b ⇐⇒ a1b2 − a2b1 = 0 証終

補足 ~aと~bのなす角を θとし，~a·~b = |~a||~b| cos θを (∗)に代入すると

|a1b2 − a2b1| = |~a||~b| sin θ

上式は，~aと~bの張る平行四辺形の面積を表す．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとすると

4OAB =
1

2
|a1b2 − a2b1|

別証 (~a//~b =⇒ a1b2 − a2b1 = 0)の証明

~0でない 2つのベクトル ~a = (a1, a2)，~b = (b1, b2)が平行なとき，~b = k~a

となる実数 kが存在するから

(b1, b2) = k(a1, a2) ゆえに b1 = ka1, b2 = ka2

このとき，上の 2式から kを消去すると

a1b2 = a1(ka2) = a2(ka1) = a2b1 よって a1b2 − a2b1 = 0

(~a//~b ⇐= a1b2 − a2b1 = 0)の証明

~a 6= ~0より，a1 6= 0 または a2 6= 0．これらの場合に分けて証明する．

a1 6= 0のとき，b2 =
a2b1
a1
より

~b = (b1, b2) =

(
b1,

a2b1
a1

)
=

b1
a1

(a1, a2) =
b1
a1
~a · · · 1©

a2 6= 0のとき，b1 =
a1b2
a2
より

~b = (b1, b2) =

(
a1b2
a2

, b2

)
=

b2
a2

(a1, a2) =
b2
a2
~a · · · 2©

1©， 2©はともに~0ではないから ~a//~b 証終

(2) 2つのベクトル~a = (9,−6)，~b = (x, 2)について，~a//~bのとき，

(1)の結果を用いて

9× 2− (−6)x = 0 これを解いて x = −3
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問題 1.4 (1) |~a−~b|2 = 7 より |~a|2 − 2~a·~b+ |~b|2 = 7

|~a| = 1，|~b| =
√
3 を代入すると

12 − 2~a·~b+ (
√
3)2 = 7 よって ~a·~b = −3

2

したがって cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
−3

2
1×
√
3
= −
√
3

2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 150◦

(2) (~a+ t~b)⊥(~a−~b)であるから (~a+ t~b)·(~a−~b) = 0

よって |~a|2 + (t− 1)~a·~b− t|~b|2 = 0

|~a| = 1, |~b| =
√
3, ~a·~b = −3

2
を代入すると

1 + (t− 1)×
(
−3

2

)
− 3t = 0 これを解いて t =

5

9

問題 1.5 (1) |
−→
OA| = 4，|

−→
OB| = 5，

−→
OA·
−→
OB = −10より

4OAB =
1

2

√
|
−→
OA|2|

−→
OB|2 − (

−→
OA·
−→
OB)2 =

√
42·52 − (−10)2 = 5

√
3

(2) 3点A(1, 0)，B(−2,−1)，C(−1, 3)より
−→
AB = (−3,−1),

−→
AC = (−2, 3)

よって 4ABC =
1

2
| − 3·3− (−1)·(−2)| =

11

2

問題 1.6 (1) |~a+~b|2 − |~a−~b|2 = 4~a·~bより
~a·~b = 0 ⇐⇒ |~a+~b|2 − |~a−~b|2 = 0

⇐⇒ |~a+~b| = |~a−~b| 証終

(2) 平行四辺形OACBが長方形，すなわち，
−→
OA⊥

−→
OBとなるとき，

(1)の結果から
−→
OA⊥

−→
OB ⇐⇒

−→
OA·
−→
OB = 0

⇐⇒ |
−→
OA+

−→
OB| = |

−→
OA−

−→
OB|

⇐⇒ |
−→
OC| = |

−→
BA|

よって，平行四辺形OACBが長方形となるための必要十分条件は，対角線
OCとABの長さが等しい．
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練習 1.27 (1)
−→
BC = ~c −~b

(2)
−→
CA = ~a −~c

(3)
−→
BA = ~a −~b

深化 1.1 A(~a)，B(~b)，P(~p)とすると，線分ABを
AP : PB = m : nに内分する点 Pは，

nAP = mPB

を満たす．
−→
APと

−→
PBは同じ向きであるから

n
−→
AP = m

−→
PB

−→
AP = ~p− ~a，

−→
PB = ~b−~pを代入すると

n(~p− ~a) = m(~b−~p)

したがって ~p =
n~a + m~b

m + n

　 内分� �
m n

A P B　� �
外分� �

m

n

m

nA B

Q A B

Q

m > nのとき

m < nのとき

　� �
線分ABをAQ : QB = m : nに外分する点Q(~q)は，

mQB = nAQ (m 6= n)

を満たす．
−→
AQと

−→
BQは同じ向きであるから，同様にして

m
−→
BQ = n

−→
AQ ゆえに m(~q −~b) = n(~q − ~a)

したがって ~q =
−n~a + m~b

m − n

練習 1.28 (1)
3~a+ 2~b

2 + 3
=

3

5
~a +

2

5
~b

(2)
~a+ 3~b

3 + 1
=

1

4
~a +

3

4
~b

(3)
−~a+ 4~b

4− 1
= −

1

3
~a +

4

3
~b

(4)
−2~a+~b

1− 2
= 2~a −~b
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練習 1.29 (1) P，Q，Rの位置ベクトルを，それぞれ~p，~q，~r とすると

~p =
~b+ 2~c

3
，~q =

~c+ 2~a

3
，~r =

~a+ 2~b

3

よって
−→
g′ =

~p+~q +~r

3
=

1

3

(
~b+ 2~c

3
+
~c+ 2~a

3
+

~a+ 2~b

3

)

=
~a +~b +~c

3

(2) 点Gの位置ベクトルを，~gとすると，~g =
~a+~b+~c

3
であるから

−→
GA+

−→
GB+

−→
GC=(~a− ~g) + (~b− ~g) + (~c− ~g)

= (~a+~b+~c)− 3~g

=~a+~b+~c− 3

(
~a+~b+~c

3

)
= ~0

よって
−→
GA+

−→
GB+

−→
GC = ~0

練習 1.30
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~cとする．

AD : DB = 1 : 2であるから
−→
AD =

1

3

−→
AB =

1

3
~b

BE : EC = 3 : 1であるから
−→
AE =

−→
AB+ 3

−→
AC

3 + 1
=

~b+ 3~c

4

Fは線分CDの中点であるから

−→
AF =

−→
AC+

−→
AD

2
=

1

2

(
~c+

1

3
~b

)
=

~b+ 3~c

6

よって
−→
AF =

2

3

−→
AE

したがって，3点A，F，Eは一直線上にある．
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練習 1.31 AP : PD = s : (1− s) とすると
−→
OP=(1− s)

−→
OA+ s

−→
OD

=(1− s)~a+
1

3
s~b

BP : PC = t : (1− t) とすると
−→
OP= t

−→
OC+ (1− t)

−→
OB

=
3

5
t~a+ (1− t)~b

　

~a
~b

O

A B

P

D

C

3

2
2

1

1− t

t
s

1− s

−→
OPの~a，~b を用いた表し方は 1通りであるから

1− s =
3

5
t,

1

3
s = 1− t

これを解くと s =
1

2
, t =

5

6
←−→OP を表す式のどちらかに代入する．

したがって
−→
OP =

1

2
~a +

1

6
~b

別解 4OADと直線BCについてメネラウスの定理を適用すると

OC

CA
·AP
PD
·DB
BO

= 1 ゆえに
3

2
·AP
PD
·2
3
= 1 すなわち AP : PD = 1 : 1

点 Pは線分ADの中点である．
−→
OA = ~a，

−→
OD =

1

3
~bより

−→
OP =

−→
OA+

−→
OD

2
=

1

2

(
~a+

1

3
~b

)
=

1

2
~a +

1

6
~b

別解
−→
OP = x

−→
OA+ y

−→
OBとおく．

−→
OB = 3

−→
ODであるから

−→
OP = x

−→
OA+ 3y

−→
OD

点 Pは直線AD上にあるから x+ 3y = 1 · · · 1©

−→
OA =

5

3

−→
OCであるから

−→
OP =

5

3
x
−→
OC+ y

−→
OB

点 Pは直線BC上にあるから
5

3
x+ y = 1 · · · 2©

1©， 2©を解くと x =
1

2
, y =

1

6
よって

−→
OP =

1

2

−→
OA+

1

6

−→
OB =

1

2
~a +

1

6
~b
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練習 1.32 平行四辺形ABCDにおいて，

−→
AB = ~b,

−→
AD = ~d

とすると

−→
AC = ~b+ ~d,

−→
DB = ~b− ~d

　

-�
�
�
�
�
�7

�
�
�
�
�
�

������������*A
A
A
A
A
AU

A B

CD

~b

~d

AB = AD ならば，|~b| = |~d| であるから
−→
AC·
−→
DB = (~b+ ~d)·(~b− ~d)

= |~b|2 − |~d|2 = 0

よって
−→
AC·
−→
DB = 0

したがって，
−→
AC⊥

−→
DB となるから，AC⊥DB である． 証終

練習 1.33 点A(2,−1)を通り，~d = (−4, 3)に平行な直線の媒介変数表示は{
x = 2 − 4t

y = −1 + 3t

また，媒介変数を消去した式は

3(x− 2)− (−4)(y + 1) = 0 すなわち 3x + 4y − 2 = 0

練習 1.34 s+ t =
1

2
から 2s+ 2t = 1 ← 右辺が 1 になるように変形する．

また
−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB

= 2s

(
1

2

−→
OA

)
+ 2t

(
1

2

−→
OB

)
ここで，2s = s′，2t = t′ とおくと

−→
OP = s′

(
1

2

−→
OA

)
+ t′

(
1

2

−→
OB

)
,

s′ + t′ = 1, s′ = 0, t′ = 0

　
O

A B

A′ B′
P

よって，
1

2

−→
OA =

−−→
OA′，

1

2

−→
OB =

−−→
OB′ となる点A′, B′をとると，

点 Pの存在範囲は線分A′B′である．
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練習 1.35 (42ページの関係式 (1.2)を利用する)

(1) 0 5 s+ t 5 2, s = 0, t = 0より，s′ =
s

2
, t′ =

t

2
とおくと

−→
OP = s′(2

−→
OA) + t′(2

−→
OB), 0 5 s′ + t′ 5 1, s′ = 0, t′ = 0

よって，2
−→
OA =

−−→
OA′, 2

−→
OB =

−−→
OB′となる点A′, B′ をとると，点Pの

存在範囲は4OA′B′の周および内部である．

(2) 0 5 s+ t 5 1

2
, s = 0, t = 0より，s′ = 2s, t′ = 2tとおくと

−→
OP = s′

(
1

2

−→
OA

)
+ t′

(
1

2

−→
OB

)
, 0 5 s′ + t′ 5 1, s′ = 0, t′ = 0

よって，
1

2

−→
OA =

−−→
OA′,

1

2

−→
OB =

−−→
OB′となる点A′, B′ をとると，点Pの

存在範囲は4OA′B′の周および内部である．

別解 (1) s+ t = kとおくと 0 5 k 5 2

［1］k = 0のとき，s = 0, t = 0であるから，点 Pは点Oに一致する．

［2］0 < k 5 2のとき，s+ t = k から
s

k
+

t

k
= 1

また
−→
OP = s

−→
OA+ t

−→
OB =

s

k
(k
−→
OA) +

t

k
(k
−→
OB)

ここで，
s

k
= s′,

t

k
= t′とおくと

−→
OP = s′(k

−→
OA) + t′(k

−→
OB), s′ + t′ = 1, s′ = 0, t′ = 0

k
−→
OA =

−−→
OAk，k

−→
OB =

−−→
OBk となる点Ak, Bkをとると，点 Pの存在

範囲は線分AkBkである． ← (ここまでが固定された k の値)

0 < k 5 2の範囲で kが変わるとき，線分AkBkの点は，点Oを除く
4OA2B2の周および内部を動く．

［1］,［2］より，2
−→
OA =

−−→
OA′, 2

−→
OB =

−−→
OB′となる点A′, B′をとると，

点Pの存在範囲は4OA′B′の周および内部である．

(2) (1)と同様．

練習 1.36 (1) 1(x− 3) + 2(y − 4) = 0 すなわち x + 2y − 11 = 0

(2) 3(x+ 1)− 4(y − 2) = 0 すなわち 3x − 4y + 11 = 0

練習 1.37 (1) 中心の位置ベクトル~a，半径 3

(2)

∣∣∣∣∣~p− ~a

2

∣∣∣∣∣ = 2より 中心の位置ベクトル
~a

2
，半径 2

練習 1.38 OP⊥APより
−→
OP·
−→
AP = 0 すなわち ~p·(~p− ~a) = 0
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問題 1.7
−→
OA = ~a，

−→
OC = ~c とする．

−→
DE=

−→
OE−

−→
OD

=
2

3
~c− 2

3
~a

=
2

3
(~c− ~a)

−→
DF=

−→
OF−

−→
OD =

1

3

−→
OB−

−→
OD

=
1

3
(~a+~c)− 2

3
~a =

1

3
(~c− ~a)

　

2 1O A

BC

F

~a

~c

2

1 2

1

D

E

よって
−→
DE = 2

−→
DF

したがって，3点D，F，Eは一直線上にある． 証終

問題 1.8 BP : PC = s : (1− s) とすると
−→
OP=(1− s)

−→
OB+ s

−→
OC

=(1− s)~b+
2

5
s~a · · · 1©

DP : PE = t : (1− t) とすると
−→
OP=(1− t)

−→
OD+ t

−→
OE

=
1

4
(1− t)~b+

t

2
(~a+~b)

=
t

2
~a+

(
t

4
+

1

4

)
~b · · · 2©

　
1

3

2

3

O

A B

C

P

D

E

1−s

s

t

1−t

~a 6= ~0，~b 6= ~0で，~aと~bは平行でないから，
−→
OPの~a，~b を用いた

表し方は 1通りである．

1©， 2©から 2

5
s =

t

2
, 1− s =

t

4
+

1

4

これを解くと s =
5

8
, t =

1

2
← 1©, 2© のどちらかに代入する．

よって
−→
OP =

1

4
~a +

3

8
~b
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別解
−→
OP = x

−→
OA+ y

−→
OB とおく．

−→
OA =

5

2

−→
OC であるから

−→
OP =

5

2
x
−→
OC+ y

−→
OB

点 Pは直線BC上にあるから

5

2
x+ y = 1 · · · 1©

　
1

3

2

3

O

A B

C

P

D

E

また，
−→
OA+

−→
OB = 2

−→
OE，

−→
OB = 4

−→
ODであるから

−→
OP = x(

−→
OA+

−→
OB) + (y − x)

−→
OB

= 2x
−→
OE + 4(y − x)

−→
OD

点 Pは直線 ED上にあるから

2x+ 4(y − x) = 1 すなわち − 2x+ 4y = 1 · · · 2©

1©， 2©を解くと x =
1

4
，y =

3

8
よって

−→
OP =

1

4

−→
OA+

3

8

−→
OB =

1

4
~a +

3

8
~b

別解 辺AB上にOF//DEとなる点 Fをとると

AF : FE : EB = 2 : 1 : 3

BOの延長線上に DO : OQ = 1 : 2となる点

Qをとり，直線 AQと BCの交点をMとする．

4AOQと直線 BMについてメネラウスの定理

を適用すると

QM

MA
·AC
CO
·OB

BQ
= 1 ゆえに QM = MA

　

1

3

2

2

3

O

A B

C

P

D

EF

Q

M

12 3

したがって
QA

OF
=

3

2
,

QM

QA
=

1

2
,

DP

QM
=

1

2
ゆえに

DP

OF
=

3

8

−→
OF =

2~a+~b

3
であるから

−→
OP =

−→
OD+

−→
DP =

−→
OD+

3

8

−→
OF =

1

4
~b+

3

8
·2
~a+~b

3
=

1

4
~a +

3

8
~b
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問題 1.9 2直線 2x+ 4y + 1 = 0，x− 3y − 7 = 0の法線ベクトルの 1つをそれぞれ

~a = (2, 4), ~b = (1,−3)

とおき，これらのベクトルのなす角を θとすると

cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
2·1 + 4·(−3)√

22 + 42
√

12 + (−3)2
=

−10
2
√
5·
√
10

= − 1√
2

したがって θ = 135◦

鋭角 αは，θの外角であるから α = 180◦ − 135◦ = 45◦

別解 与えれた 2直線は，x+ 2y +
1

2
= 0, − x+ 3y + 7 = 0とかくこともできる．

これらの法線ベクトル ~n1 = (1, 2)，~n2 = (−1, 3)のなす角を ϕとおくと

cosϕ =
~n1·~n1

|~n1||~n2|
=

1√
2
ゆえに ϕ = 45◦

よって，求める鋭角 αは α = ϕ = 45◦

問題 1.10
−→
AP⊥

−→
CAより，

−→
AP·
−→
CA = 0であるから

(
−→
CP−

−→
CA)·

−→
CA = 0 ゆえに

−→
CP·
−→
CA = |

−→
CA|2

|
−→
CA| = rであるから (~p−~c)·(~a−~c) = r2
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問題 1.11 (1) t = 0のとき，
−→
AB = (−50, 0)とし，船Aの速度を ~v1 = (0, 20)，船 Bの

速度を~v2 = (10
√
2, 10

√
2) とすると，t時間後の船Aから見た船Bの相対

的位置
−→
ABは

−→
AB = (−50, 0) + t(~v2 − ~v1)

= (−50 + 10
√
2 t, (10

√
2− 20)t)

船 Aから見て船 Bが南東方向に見えるとき，
−→
ABはベクトル (1,−1)と平

行であるから

−(−50 + 10
√
2 t)− (10

√
2− 20)t = 0 整理すると 2(

√
2− 1)t = 5

これを解いて t =
5

2
(
√
2 + 1) (時間後)

(2) 船Bは北東に向かって等速度で運航しているから，その速度を~v2 = (k, k)

とおくと，t時間後の船Aから見た船Bの相対的位置
−→
ABは

−→
AB = (−50, 0) + t(~v2 − ~v1)

= (−50, 0) + t(k, k − 20) = (−50 + kt, (k − 20)t)

衝突する，すなわち，
−→
AB = ~0となるとき

−50 + kt = 0, (k − 20)t = 0 これを解いて t =
5

2
, k = 20

~v2 = (20, 20)より，船Bの速さは |~v2| = 20
√
2 (km/h)

章末 1.1 (1)
−→
EC=

1

2

−→
AC

=
1

2
(~b+ ~d) =

1

2
~b+

1

2
~d

　

A B

CD

~b

~d E

(2)
−→
BE=

1

2

−→
BD

=
1

2
(
−→
AD−

−→
AB) =

1

2
(~d−~b) = −1

2
~b+

1

2
~d

(3)
−→
EA = −

−→
EC = −1

2
~b− 1

2
~d
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章末 1.2 (1) ~a，~bのなす角を θとすると

~a·~b= |~a||~b| cos θ
=1× 2× cos θ = 2 cos θ

−1 5 cos θ 5 1 であるから

−2 5 2 cos θ 5 2

すなわち −2 5 ~a·~b 5 2

したがって，~a·~b の最大値は 2，最小値は−2

(2) |~a−~b|2= |~a|2 − 2~a·~b+ |~b|2

=12 − 2~a·~b+ 22 = 5− 2~a·~b

(1)より −2 5 ~a·~b 5 2 であるから

1 5 |~a−~b|2 5 9

|~a−~b| = 0 より 1 5 |~a−~b| 5 3

よって，|~a−~b|の最大値は 3，最小値は 1

|~a| = 1, |~b| = 2

章末 1.3 ~a = (2, x)，~b = (x+ 1, 3)より

2~a+~b = 2(2, x) + (x+ 1, 3) = (x+ 5, 2x+ 3),

~a− 2~b = (2, x)− 2(x+ 1, 3) = (−2x, x− 6)

(1) 2~a+~b 6= ~0，~a− 2~b 6= ~0のとき，これらの 2つのベクトルが垂直であるから

(x+ 5)(−2x) + (2x+ 3)(x− 6) = 0

2~a+~b = ~0 または ~a− 2~b = ~0 のときも上式は成立する．

したがって −19x− 18 = 0 これを解いて x = −
18

19

(2) 2~a+~b 6= ~0，~a− 2~b 6= ~0のとき，これらの 2つのベクトルが平行であるから

(x+ 5)(x− 6)− (2x+ 3)(−2x) = 0

2~a+~b = ~0 または ~a− 2~b = ~0 のときも上式は成立する．

整理すると x2 + x− 6 = 0 これを解いて x = −3, 2
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章末 1.4 (1) Gは4ABCの重心であるから

−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

3

よって
−→
OH =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC = 3

−→
OG

したがって，3点O，G，Hは一直線上にある．

(2) Oは4ABCの外心であるから |
−→
OA| = |

−→
OB| = |

−→
OC|

−→
CH·
−→
AB = (

−→
OH−

−→
OC)·(

−→
OB−

−→
OA)

= (
−→
OB+

−→
OA)·(

−→
OB−

−→
OA) = |

−→
OB|2 − |

−→
OA|2 = 0,

−→
AH·
−→
BC = (

−→
OH−

−→
OA)·(

−→
OC−

−→
OB)

= (
−→
OC+

−→
OB)·(

−→
OC−

−→
OB) = |

−→
OC|2 − |

−→
OB|2 = 0,

−→
BH·
−→
CA = (

−→
OH−

−→
OB)·(

−→
OA−

−→
OC)

= (
−→
OA+

−→
OC)·(

−→
OA−

−→
OC) = |

−→
OA|2 − |

−→
OC|2 = 0

したがって CH⊥AB, AH⊥BC, BH⊥CA
よって Hは4ABCの垂心である． 証終

長崎大学 2020年 4番� �
平面上に4ABCがある．点Oを4ABCの外心とし，外接円の半径をRとする．
また，点Hは

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC =

−→
OHを満たす点とする．

ただし，点Hは 3点A，B，Cと異なる点であるとする．−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，以下の問いに答えよ．

(1)
−→
AHと

−→
CHをそれぞれ~a，~b，~cを用いて表し，AH⊥BC，CH⊥ABであること

を示せ．

(2) 線分OHの中点をPとし，4ABCの各辺AB，BC，CAの中点を，それぞれ
L，M，Nとする．このとき，

−→
PL，

−−→
PM，

−→
PNをそれぞれ~a，~b，~cを用いて表

し，Pは4LMNの外心になることを示せ．

(3) 線分AHの中点をDとするとき，Pは線分DMの中点になることを示せ．

(4) 頂点Aから直線BCに垂線を下ろし，直線BCとの交点をEとするとき，E

は4LMNの外接円の周上にあることを示せ．� �
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解答 (1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC，

−→
OH = ~a+~b+~cより

−→
AH =

−→
OH−

−→
OA

= (~a+~b+~c)− ~a = ~b +~c
−→
CH =

−→
OH−

−→
OC

= (~a+~b+~c)−~c = ~a +~b

　 A

B CE M

NL

D

H

S

P

O

上式および |~a| = |~b| = |~c| = Rより

−→
AH·
−→
BC = (~b+~c)(~c−~b) = |~c|2 − |~b|2 = R2 −R2 = 0

−→
CH·
−→
AB = (~a+~b)(~b− ~a) = |~b|2 − |~a|2 = R2 −R2 = 0

よって AH⊥BC，CH⊥AB

補足 同様の計算により，
−→
BH·
−→
AC = 0となる．これと (1)の結果より，Hが4ABC

の垂心であることがわかる．また，4ABCの重心をGとすると

−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

3
=

~a+~b+~c

3
=

1

3

−→
OH

4ABCの重心Gは外心Oと垂心Hを 1 : 2に内分する点である．3点O，
G，Hは同一直線 (オイラー線)上にある．

(2) L，M，NはAB，BC，CAの中点であるから

−→
OL =

1

2
(~a+~b),

−−→
OM =

1

2
(~b+~c),

−→
ON =

1

2
(~c+ ~a)

点 PはOHの中点であるから
−→
OP =

1

2

−→
OH =

1

2
(~a+~b+~c)

−→
PL =

−→
OL−

−→
OP =

1

2
(~a+~b)− 1

2
(~a+~b+~c) = −

1

2
~c

−−→
PM =

−−→
OM−

−→
OP =

1

2
(~b+~c)− 1

2
(~a+~b+~c) = −

1

2
~a

−→
PN =

−→
ON−

−→
OP =

1

2
(~c+ ~a)− 1

2
(~a+~b+~c) = −

1

2
~b

|~a| = |~b| = |~c| = Rより，|
−→
PL| = |

−−→
PM| = |

−→
PN| = 1

2
Rである．

よって，点 Pは4LMNの外心である．
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(3) 点Dは線分AHの中点であるから

−→
OD =

1

2

−→
OA+

1

2

−→
OH =

1

2
~a+

1

2
(~a+~b+~c) = ~a+

1

2
~b+

1

2
~c

線分DMの中点は

1

2

−→
OD+

1

2

−−→
OM =

1

2

(
~a+

1

2
~b+

1

2
~c

)
+

1

2

(
1

2
~b+

1

2
~c

)
=

1

2
(~a+~b+~c) =

−→
OP

よって，Pは線分DMの中点である．

(4) 4LMNの外接円を Sとすると，(3)の結果から，DMは Sの直径である．
∠DEMは直角であるから，Eは外接円 S上の点である．

補足 Eと同様に，頂点Bから直線CAに垂直に引いた直線とCAとの交点，頂
点 Cから直線 ABに垂直に引いた直線と ABとの交点も S上にある．ま
た，Dと同様に，線分BHの中点，線分CHの中点も S上にある．これら
9点が S上にあるから，九点円 (オイラー円)と呼ばれている．Sの中心P

もオイラー線上にある．4ABCの外心O，重心G，垂心Hを含めて次の
比に内分される．

OG : GP : PH = 2 : 1 : 3

Sの半径は，4ABCの外接円の
1

2
である．

9点円についてまとめると，次のようになる．

9点円 (オイラー円)� �
4ABC の外接円の半径 R に対して，

OHの中点 Pを中心とする半径
R

2
の円

をSとする．4ABCの垂心Hから辺BC，

CA，ABにそれぞれ垂線HL1，HL2，HL3

を引く．また，辺 BC，CA，ABの中点

をそれぞれM1，M2，M3とし，さらに，

HA，HB，HCの中点をそれぞれN1，N2，

N3とする．

　 A

B C

H

L1

L2

L3

M1

M2M3

N1

N2
N3O

P

S

これら 9点Li, Mi, Ni(i = 1, 2, 3)は，S上にあり，この円を 9点円 (オイラー円)

という．� �
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章末 1.5 (1)
−→
AP = k

−→
AE とする．

−→
AE=

~b+ 3~c

3 + 1
=

1

4
~b+

3

4
~c

よって
−→
AP= k

−→
AE

=
1

4
k~b+

3

4
k~c

CP : PD = t : (1− t) とする．
−→
AP= t

−→
AD+ (1− t)

−→
AC

=
1

3
t~b+ (1− t)~c

　

~c~b

A

CB

P

D

F

3

2
2

1

E3 1

−→
APの~b，~c を用いた表し方は 1通りであるから

1

4
k =

1

3
t,

3

4
k = 1− t これを解くと k =

2

3
, t =

1

2

したがって
−→
AP =

1

6
~b+

1

2
~c

別解
−→
AP = k

−→
AE = k

(
1

4

−→
AB +

3

4

−→
AC

)
= k

(
1

4
·3
−→
AD+

3

4

−→
AC

)
=

3

4
k
−→
AD+

3

4
k
−→
AC

点 PはCD上にあるから
3

4
k +

3

4
k = 1 ゆえに k =

2

3

よって
−→
AP =

2

3

(
1

4

−→
AB +

3

4

−→
AC

)
=

1

6

−→
AB+

1

2

−→
AC =

1

6
~b +

1

2
~c

別解 4AECおよび直線BFについて，メネラウスの定理を適用すると

AP

PE
·EB
BC
·CF
FA

= 1 ゆえに
AP

PE
·3
4
·2
3
= 1 すなわち

AP

PE
= 2

よって
−→
AP =

2

3

−→
AE =

2

3
·
~b+ 3~c

4
=

1

6
~b +

1

2
~c

(2)
−→
BP=

−→
AP−

−→
AB =

(
1

6
~b+

1

2
~c

)
−~b =

−5~b+ 3~c

6

−→
BF=

−→
AF−

−→
AB =

3

5
~c−~b =

−5~b+ 3~c

5

よって
−→
BP =

5

6

−→
BF したがって，3点B，P，Fは一直線上にある．
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章末 1.6
−→
OP = m

−→
OA+ n

−→
OBについて

−→
OB = 2

−→
ODであるから

−→
OP = m

−→
OA+ 2n

−→
OD

点 Pは直線AD上にあるから

m+ 2n = 1 · · · 1©

−→
OA =

3

2

−→
OCであるから

−→
OP =

3

2
m
−→
OC+ n

−→
OB

点 Pは直線BC上にあるから

3

2
m+ n = 1 · · · 2©

　

2

1
C

D

O

A B

P

1©， 2©を解くと m =
1

2
, n =

1

4
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章末 1.7 (1)
−→
BP =

−→
AP−

−→
AB，

−→
CP =

−→
AP−

−→
AC を与式に代入すると

3
−→
AP + 4(

−→
AP−

−→
AB) + 5(

−→
AP−

−→
AC) = ~0

12
−→
AP = 4

−→
AB + 5

−→
AC

ゆえに
−→
AP=

1

12
(4
−→
AB+ 5

−→
AC)

=
3

4
× 4
−→
AB + 5

−→
AC

9
よって，BCを 5 : 4に内分する点をDとすると

−→
AP =

3

4

−→
AD

ゆえに，点 Pは線分ADを 3 : 1に内分する点である．

(2) 4ABCの面積を Sとすると

4PBC =
PD

AD
4ABC =

1

4
S

4PCA =
AP

AD
4ACD =

AP

AD
·DC
BC
4ABC =

3

4
·4
9
S =

1

3
S

4PAB =
AP

AD
4ABD =

AP

AD
·BD
BC
4ABC =

3

4
·5
9
S =

5

12
S

よって 4PBC : 4PCA : 4PAB =
1

4
S :

1

3
S :

5

12
S = 3 : 4 : 5

A

B C

P

D5 4

3

1
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章末 1.8
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c とすると

−−→
AM =

~b+~c

2
,

−−→
BM =

1

2

−→
BC =

~c−~b

2

　 A

B CM

~b ~c

よって

2(AM2 + BM2) = 2(|
−−→
AM|2 + |

−−→
BM|2)

= 2

(
1

4
|~b+~c|2 + 1

4
|~c−~b|2

)
=

1

2
{(~b+~c)·(~b+~c) + (~c−~b)·(~c−~b)}

=
1

2
(|~b|2 + 2~b·~c+ |~c|2 + |~c|2 − 2~c·~b+ |~b|2)

= |~b|2 + |~c|2 = AB2 +AC2

したがって AB2 +AC2 = 2(AM2 + BM2) 証終

別証
−→
AB =

−−→
AM+

−−→
MB，

−→
AC =

−−→
AM−

−−→
MBより

|
−→
AB|2 + |

−→
AC|2 = |

−−→
AM+

−−→
MB|2 + |

−−→
AM−

−−→
MB|

= (|
−−→
AM|2 + 2

−−→
AM·
−−→
MB+ |

−−→
MB|2)

+ (|
−−→
AM|2 − 2

−−→
AM·
−−→
MB+ |

−−→
MB|2)

= 2(|
−−→
AM|2 + |

−−→
MB|2)

よって AB2 +AC2 = 2(AM2 + BM2) 証終
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章末 1.9 (1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b とする．

−−→
OM=

−→
OA+

−→
OC

2
=

1

2

(
~a+

2

3
~b

)
=

1

2
~a+

1

3
~b

であるから
−→
OD= k

−−→
OM =

1

2
k~a+

1

3
k~b

　

2

1
~a ~b

O

A B

C

D

M

ここで，点Dは直線AB上にあるから

1

2
k +

1

3
k = 1 これを解いて k =

6

5

(2) (1)より

−→
OD=

6

5

−−→
OM =

3

5
~a+

2

5
~b =

3
−→
OA+ 2

−→
OB

5

=
3
−→
OA+ 2

−→
OB

2 + 3

よって，点Dは線分ABを 2 : 3に内分する点である．

したがって AD : DB = 2 : 3

別解 4ABCと直線ODについてメネラウスの定理を適用すると

AD

DB
·BO
OC
·CM
MA

= 1 ゆえに
AD

DB
·3
2
·1
1
= 1

よって AD : DB = 2 : 3

補足 4ODBと直線ACについてメネラウスの定理を適用すると

OM

MD
·DA
AB
·BC
CO

= 1 ゆえに
OM

MD
·2
5
·1
2
= 1

したがって OM : MD = 5 : 1 よって k =
OD

OM
=

6

5
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章末 1.10 (1)
−→
OP = s

−→
OA+ t(2

−→
OB), s+ t = 1, s = 0, t = 0より，

2
−→
OB =

−−→
OB′とおくと，点 Pの存在範囲は線分AB′である．

(2)
−→
OP = 3s

(
1

3

−→
OA

)
+ 2t

(
1

2

−→
OB

)
, 0 5 3s+ 2t 5 1, s = 0, t = 0より，

1

3

−→
OA =

−−→
OA′，

1

2

−→
OB =

−−→
OB′とおくと，点 Pの存在範囲は，4OA′B′の周

および内部である．

補足 3s = s′, 2t = t′とおいて

−→
OP = s′

−−→
OA′ + t′

−−→
OB′, 0 5 s′ + t′ 5 1, s′ = 0, t′ = 0

とすると，上の結果が (1.2)に適用されていることがわかる．

章末 1.11 (1) ~n = (3, 4)および直線 3x+ 4y − 1 = 0より，直線上の点 P(~p)は

~n·~p− 1 = 0

を満たす．~a =
−→
OA = (1, 2)とする．

−→
AH = k~nより

−→
OH =

−→
OA+

−→
AH = ~a+ k~n

Hは直線上の点であるから

~n·(~a+ k~n)− 1 = 0 ゆえに ~n·~a+ k|~n|2 − 1 = 0

したがって 3·1 + 4·2 + k(32 + 42)− 1 = 0 これを解いて k = −
2

5
別解 H(x1, y1)とすると，Hは直線 3x+ 4y − 1 = 0上にあるから

3x1 + 4y1 − 1 = 0 (∗)

~n = (3, 4)，
−→
AH = k~nより

(x1 − 1, y1 − 2) = k(3, 4) ゆえに x1 = 3k + 1, y1 = 4k + 2 (∗∗)

(∗∗)を (∗)に代入すると

3(3k + 1) + 4(4k + 2)− 1 = 0 これを解いて k = −
2

5

(2) 線分AHの長さは，
−→
AH = k~nより

AH = |
−→
AH| = |k||~n| =

∣∣∣∣−2

5

∣∣∣∣√32 + 42 = 2
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章末 1.12 (1) (~p+ ~a)·(~p− ~a) = 0より

|~p|2 − |~a|2 = 0 ゆえに |~p| = |~a|

よって，点 Pの全体は原点Oを中心とする半径OAの円．

(2) |~p+ ~a| = |~p− ~a|より

|~p+ ~a|2 = |~p− ~a|2 整理すると ~a·~p = 0

よって，点 Pの全体は原点Oを通り，線分OAに垂直な直線．

練習 2.1 (1) (−1, 3, 2) (2) (1,−3, 2) (3) (−1,−3, 2) (4) (−1,−3,−2)

練習 2.2 (1) OP =
√
22 + 32 + 62 =

√
49 = 7

(2) OQ =
√
32 + (−4)2 + 52 =

√
50 = 5

√
2

練習 2.3
−→
AEに等しいベクトルは，

−→
BF，

−→
CG，

−→
DH

−→
ADの逆ベクトルは，

−→
HE，

−→
GF，

−→
CB

練習 2.4 (1)
−→
AB +

−→
FG =

−→
AB +

−→
BC =

−→
AC よって，�は C

(2)
−→
AD−

−→
EF =

−→
AD−

−→
AB =

−→
BD よって，�は B

練習 2.5 (1)
−→
EC =

−→
EF +

−→
FG +

−→
GC = ~a+~b+ (−~c) = ~a +~b −~c

(2)
−→
BH =

−→
BA+

−→
AD+

−→
DH = −~a +~b +~c

(3)
−→
DF =

−→
DC+

−→
CB +

−→
BF = ~a+ (−~b) +~c = ~a −~b +~c

(4)
−→
HF =

−→
HG+

−→
GF = ~a+ (−~b) = ~a −~b

練習 2.6 ~a = ~b より 2 = x− 4，−1 = y + 2，−3 = −z + 1

これを解いて x = 6，y = −3，z = 4

練習 2.7 (1) |~a| =
√
(−1)2 + 22 + (−2)2 =

√
9 = 3

(2) |~b| =
√
(−5)2 + 32 + (−4)2 =

√
50 = 5

√
2
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練習 2.8 (1) ~a+~b=(1, 3,−2) + (4,−3, 0) = (1 + 4, 3− 3,−2 + 0)

= (5, 0,−2)

(2) ~a−~b=(1, 3,−2)− (4,−3, 0) = (1− 4, 3 + 3,−2− 0)

= (−3, 6,−2)

(3) 2~a+ 3~b=2(1, 3,−2) + 3(4,−3, 0)

= (2 + 12, 6− 9,−4 + 0) = (14,−3,−4)

(4) −3(~a− 2~b)=−3(1, 3,−2) + 6(4,−3, 0)

= (−3 + 24,−9− 18, 6 + 0) = (21,−27, 6)

練習 2.9 (1)
−→
AB = (3− 2,−1− 1, 5− 4) = (1,−2, 1)

|
−→
AB| =

√
12 + (−2)2 + 12 =

√
6

(2)
−→
AB = (1− 3,−4− 0, 2− (−2)) = (−2,−4, 4)

|
−→
AB| =

√
(−2)2 + (−4)2 + 42 =

√
36 = 6

練習 2.10 (1) 内積は ~a·~b = 2× (−3) + (−3)× 1 + 1× 2 = −7

また |~a| =
√

22 + (−3)2 + 12 =
√
14

|~b| =
√
(−3)2 + 12 + 22 =

√
14

よって cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
−7√
14
√
14

= −1

2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 120◦

(2) 内積は ~a·~b = 2× (−2) + 4× 1 + 3× 0 = 0

よって cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
0

|~a||~b|
= 0

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 90◦

練習 2.11
−→
BA = (6− 5, 7− 5,−8− (−6)) = (1, 2,−2)
−→
BC = (6− 5, 4− 5,−2− (−6)) = (1,−1, 4)

よって
−→
BA·−→BC = 1× 1 + 2× (−1) + (−2)× 4 = −9

また |
−→
BA| =

√
12 + 22 + (−2)2 =

√
9 = 3

|
−→
BC| =

√
12 + (−1)2 + 42 =

√
18 = 3

√
2

したがって cos∠ABC =

−→
BA·
−→
BC

|
−→
BA||
−→
BC|

=
−9

3× 3
√
2
= − 1√

2

0◦ 5 ∠ABC 5 180◦ であるから ∠ABC = 135◦
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練習 2.12 ~p = (x, y, z)とする．

~a⊥~pより ~a·~p = 0であるから 2x− z = 0 · · · 1©
~b⊥~pより ~b·~p = 0であるから x+ 3y − 2z = 0 · · · 2©
|~p|2 = 6であるから x2 + y2 + z2 = 6 · · · 3©
1©, 2©から，y, zを xで表すと y = x, z = 2x

これらを 3©に代入すると

x2 + x2 + 4x2 = 6 これを解いて x = ±1

x = 1のとき y = 1, z = 2

x = −1のとき y = −1, z = −2

よって ~p = (1, 1, 2), (−1,−1,−2)

補足 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3)に垂直なベクトルを
~n = (x, y, z)とおくと，~a·~n = 0，~b·~n = 0より{

a1x+ a2y + a3z = 0

b1x+ b2y + b3z = 0

上の 2式から zを消去すると (a3b1 − a1b3)x− (a2b3 − a3b2)y = 0 · · · 1©

上の 2式から xを消去すると (a1b2 − a2b1)y − (a3b1 − a1b3)z = 0 · · · 2©

x = a2b3 − a3b2, y = a3b1 − a1b3, z = a1b2 − a2b1とすると， 1©， 2©を満たす．
したがって

~n = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

とすると，~a⊥~n, ~b⊥~nである．

この~a = (a1, a2, a3)と~b = (b1, b2, b3)の 2つのベクトルに垂直なベクトルを
~aと~bの外積といい

~a×~b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

と定義する．
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外積

定義式

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc を用いて，次式を計算すると

a1

∣∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣∣+ a2

∣∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣
=a1(a2b3 − a3b2) + a2(a3b1 − a1b3) + a3(a1b2 − a2b1)

=a1a1b3 − a3a1b2 + a2a3b1 − a1a2b3 + a3a1b2 − a2a3b1 = 0

同様に

b1

∣∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣∣+ b2

∣∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣∣+ b3

∣∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣
=b1(a2b3 − a3b2) + b2(a3b1 − a1b3) + b3(a1b2 − a2b1)

=a2b3b1 − a3b1b2 + a3b1b2 − a1b2b3 + a1a2b3 − a2b3b1 = 0

2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，ベクトル( ∣∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣
)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~a = (a1, a2, a3)と~b = (b1, b2, b3)の
外積 (ベクトル積)と言い，~a ×~bで表し，その成分は

~a ×~b=

( ∣∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣
)

= (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) (4.1)

であるから，~b× ~a = −~a×~bが成り立つ．実際

~a×~b =

( ∣∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣
)

= (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1),

~b× ~a =

( ∣∣∣∣∣ b2 b3
a2 a3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ b3 b1
a3 a1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ b1 b2
a1 a2

∣∣∣∣∣
)

= (b2a3 − b3a2, b3a1 − b1a3, b1a2 − b2a1) = −~a×~b
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特に，~a//~bのとき，実数 kを用いて~b = k~a とかけるから

(b1, b2, b3) = k(a1, a2, a3) = (ka1, ka2, ka3)

このとき

~a×~b =

( ∣∣∣∣∣ a2 a3
ka2 ka3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a3 a1
ka3 ka1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ a1 a2
ka1 ka2

∣∣∣∣∣
)

= (0, 0, 0)

また，外積~a×~bの大きさについて

|~a×~b|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2)(b1

2 + b2
2 + b3

2)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

= |~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

であるから，~a×~bの大きさは，~a，~bの張る平行四辺形の面積に等しい．

平行四辺形・三角形の面積� �
~a，~bの張る平行四辺形の面積は |~a ×~b| =

√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

O，A(~a)，B(~b)を頂点とする三角形の面積は

1

2
|~a ×~b| =

1

2

√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2� �

~a×~bと~cのなす角を θ (0 5 θ 5 π)とすると

(~a×~b)·~c = |~a×~b||~c| cos θ

絶対値をとると

|(~a×~b)·~c| = |~a×~b||~c|| cos θ|

　

~a

~b

~c

~a×~b

θh
|~a×~b|

~a，~b，~cの張る平行六面体について，~a，~bの張る平面を底面とすると，|~c|| cos θ|は，
その高さ hであるから，この平行六面体の体積 V1は

V1 = |(~a ×~b)·~c|
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとすると

四面体OABCの体積 V は V =
1

6
|(~a ×~b)·~c|

また，対称性により，|(~a×~b)·~c| = |(~b×~c)·~a| = |(~c× ~a)·~b| が成り立つ．
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熊大理系 2018年 1番� �
tを実数とする。空間の 4点A(1, 5, 0)，B(4, 2, 0)，C(t, 2t, t− 1)，D(1, 6, 1)

について，∠BACが直角であるとき，以下の問いに答えよ。

(1) tの値を求めよ。

(2) DからA，B，Cを通る平面に垂線を下ろし，A，B，Cを通る平面との交点
をHとする。

−→
HDを求めよ。

(3) 四面体ABCDの体積を求めよ。� �
解答 (1) A(1, 5, 0)，B(4, 2, 0)，C(t, 2t, t− 1)より

−→
AB = (3,−3, 0),

−→
AC = (t− 1, 2t− 5, t− 1)

∠BAC = 90◦のとき，
−→
AB·
−→
AC = 0であるから

3(t− 1)− 3(2t− 5) + 0(t− 1) = 0 これを解いて t = 4

(2) (1)の結果から
−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)

−→
AD = (1, 6, 1)− (1, 5, 0) = (0, 1, 1)

−→
ABと

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを

~n = (1, 1,−2)

とおくと，
−→
HD = k~nであるから (kは実数)，

−→
AD =

−→
AH+

−→
HDより

−→
AD =

−→
AH+ k~n

~n⊥
−→
AHであるから ~n·

−→
AD = k|~n|2

したがって −1 = 6k ゆえに k = −1

6

よって
−→
HD = −1

6
~n =

(
−
1

6
,−

1

6
,
1

3

)
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別解 (1)の結果から
−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)

~e1 =

−→
AB

|
−→
AB|
，~e2 =

−→
AC

|
−→
AC|

とおくと，~e1⊥~e2であるから

−→
HD =

−→
AD− (

−→
AD·~e1)~e1 − (

−→
AD·~e2)~e2

=
−→
AD− (

−→
AD·
−→
AB)

|
−→
AB|2

−→
AB− (

−→
AD·
−→
AC)

|
−→
AC|2

−→
AC

−→
AD = (1, 6, 1)− (1, 5, 0) = (0, 1, 1)より

−→
AD·
−→
AB = −3，

−→
AD·
−→
AC = 6

また，|
−→
AB|2 = 18，|

−→
AC|2 = 27であるから

−→
HD = (0, 1, 1) +

1

6
(3,−3, 0)− 2

9
(3, 3, 3) =

(
−1

6
,−1

6
,
1

3

)
(3) よって，求める四面体ABCDの体積は

1

3
4ABC·|

−→
HD| = 1

3
·1
2
|
−→
AB||
−→
AC||
−→
HD|

=
1

6
·3
√
2·3
√
3· 1√

6
=

3

2

別解 Dから平面ABCに下ろした垂線の長さを h，~e =
~n

|~n|
とおくと

h = |
−→
AD·~e| = 1√

6

よって，求める四面体ABCDの体積は

1

3
4ABC·h =

1

3
·1
2
|
−→
AB||
−→
AC|h =

3

2
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補足 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，

ベクトル
(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積と言い，
~a ×~bで表す 4 ．本題において，

−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)より

−→
AB×

−→
AC = (−9,−9, 18)

四面体ABCDの体積を V とすると

V =
1

6
|(
−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

であるから，
−→
AD = (0, 1, 1)より

V =
1

6
|9| = 3

2

熊大文系 2020年 4番� �
k，s，tを実数とする。座標空間に原点O，A(1,−1, 1)，B(0, 1, 1)，C(−1, 0, k)
の 4点をとる。

−→
OD = (1− s)

−→
OAで定まる点をD，

−→
OE = t

−→
OB + (1− t)

−→
OCで定

まる点を Eとし，
−→
OP =

−→
DEにより定まる点を Pとする。以下の問いに答えよ。

(1) 点 Pの座標を k，s，tを用いて表せ。

(2) 点 Pが 0 5 s 5 1，0 5 t 5 1を満たしながら動くとき，点 Pが動いてでき
る平行四辺形を P (k)とし，その面積を S(k)とする。kが実数全体を動くと
き，S(k)の最小値と，そのときの kの値を求めよ。

(3) (2)で求めた kに対し，平行四辺形P (k)を底面とし，点Oを頂点とする四角
錐の体積を求めよ。� �

4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf (p.10を参照)
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解答 (1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと

−→
OD = (1− s)~a,

−→
OE = t~b+ (1− t)~c

したがって
−→
OP =

−→
DE =

−→
OE−

−→
OD

= {t~b+ (1− t)~c} − (1− s)~a

= −~a+~c+ s~a+ t(~b−~c) · · · (∗)

−~a+~c = (−2, 1, k − 1)，~b−~c = (1, 1, 1− k)であるから

−→
OP = (−2, 1, k − 1) + s(1,−1, 1) + t(1, 1, 1− k)

= (−2 + s+ t, 1− s+ t, k − 1 + s+ t(1− k))

よって P(−2 + s + t, 1 − s + t, k − 1 + s + t(1 − k))

(2) ~d = ~b−~cとおくと，(∗)において 0 5 s 5 1，0 5 t 5 1より，
−→
OPの描く

図形は，2つのベクトル

~a = (1,−1, 1), ~d = (1, 1, 1− k)

によって張られる平行四辺形であるから，その面積 S(k)は

S(k) =

√
|~a|2|~d|2 − (~a·~d)2

このとき |~a|2 = 12 + (−1)2 + 12 = 3

|~d|2 = 12 + 12 + (1− k)2 = k2 − 2k + 3

~a·~d = 1·1 + (−1)·1 + 1(1− k) = 1− k

したがって S(k) =
√
3(k2 − 2k + 3)− (1− k)2

=
√
2(k − 1)2 + 6

よって，S(k)は，k = 1のとき，最小値
√
6をとる．

別解 ~aと~dのベクトル積 (外積)は ~a× ~d = (k − 2, k, 2)

ゆえに S(k) = |~a× ~d| =
√
(k − 2)2 + k2 + 4 =

√
2(k − 1)2 + 6

注意 ベクトル積 (外積)は，高校数学の範囲外であるが，熊大入試では利用で
きる．2018年度の熊大入試において，四面体の体積についてベクトル積
を用いた受験生の解答があったが，間違いではなかったため，減点される
ことはなかったそうである (熊大入試連絡会)．
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(3) k = 1より，平行四辺形 P (1)は，次の 2つのベクトルに平行である．

~a = (1,−1, 1), ~d = (1, 1, 0)

これらに垂直な単位ベクトルの 1つは (外積と平行なベクトル)

~e =
1√
6
(−1, 1, 2)

(∗)より，P (1)上の 1点C(~c)をもとに (s = 1, t = 0)，点Oから P (1)を
含む平面に垂線OHを引くと，~c = (−1, 0, 1)より

~c·~e = 1√
6
{−1·(−1) + 0·1 + 1·2} = 3√

6
,

OH = |~c·~e| = 3√
6

求める四角錐の体積は
1

3
S(1)·OH =

1

3

√
6· 3√

6
= 1

補足 右の図において

~c·~e = |~c||~e| cos θ = |~c| cos θ,

OH = |~c|| cos θ|

ゆえに OH = |~c·~e|

　

O

C

H
θ

P (1)

~e

~c

例えば，P (1)上の位置ベクトル−~a+~c = (−2, 1, 0)でもよい．

(−~a+~c)·~e = 1√
6
{−2·(−1) + 1·1 + 0·2} = 3√

6

別解 ~f = −~a+~cとおくと (~d = ~b−~c)，(∗)は
−→
OP = ~f + s~a+ t~d (0 5 s 5 1, 0 5 t 5 1)

P (1)の頂点を P0(~f)，P1(~f + ~a)，P2(~f + ~d)，P3(~f + ~a+ ~d) とおくと

−−→
P0O = −~f,

−−−→
P0P1 = ~a,

−−−→
P0P2 = ~d

四面体OP0P1P2の体積 V は，~a×~d = (−1, 1, 2)，−~f = (2,−1, 0)より

V =
1

6

∣∣∣(~a× ~d)·(−~f)
∣∣∣ = 1

6
|(−1)·2 + 1·(−1) + 2·0| = 1

2

よって，求める体積は 2V = 2× 1

2
= 1
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練習 2.13 4BCDの重心Gの位置ベクトル~gを~b，~c，~dで表すと

~g =
~b+~c+ ~d

3

Pは線分AGを 3 : 1に内分する点であるから

~p =
~a+ 3~g

3 + 1
=

~a+ 3~g

4

3~g = ~b+~c+ ~d より ~p =
~a +~b +~c + ~d

4

練習 2.14 証明
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとする．

−−→
OM =

1

2
(
−→
OD+

−→
OE) =

1

2

(
~a

2
+
~b+~c

2

)
=

~a+~b+~c

4

また，Gは4ABCの重心であるから

−→
OG =

~a+~b+~c

3

よって
−−→
OM =

3

4

−→
OG

したがって，3点O，G，Pは一直線上にある． 証終

練習 2.15
−→
CP = (x− 2,−1, 2)，

−→
CA = (−3,−2, 0)，

−→
CB = (0,−6, 4) に対して，

−→
CP = s

−→
CA+ t

−→
CBとなる実数 s，tがあるから

(x− 2,−1, 2) = s(−3,−2, 0) + t(0,−6, 4)

すなわち (x− 2,−1, 2) = (−3s,−2s− 6t, 4t)

よって x− 2 = −3s · · · 1©
−1 = −2s− 6t · · · 2©
2 = 4t · · · 3©

2©， 3©を解くと s = −1, t =
1

2
1©に代入して x− 2 = −3·(−1) よって x = 5

別解
−→
CA×

−→
CB =

( ∣∣∣∣∣ −2 0

−6 4

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 0 −34 0

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ −3 −20 −6

∣∣∣∣∣
)

= (−8, 12, 18)

(
−→
CA×

−→
CB)⊥

−→
CPより，(

−→
CA×

−→
CB)·

−→
CP = 0であるから

−8(x− 2) + 12·(−1) + 18·2 = 0 これを解いて x = 5
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練習 2.16 Oに関する位置ベクトルを考え，A(~a)，B(~b)，

C(~c) とする．Pは平面ABC上にあるから
−→
CP = s

−→
CA+ t

−→
CB

とおくと
−→
OP=

−→
OC+

−→
CP

=
−→
OC+ s

−→
CA+ t

−→
CB

=~c+ s(~a−~c) + t(~b−~c)

= s~a+ t~b+ (1− s− t)~c

　

R

P

M

Q

O

A

B

C

1

2

また，Pは直線OR上にあるから，OR : OP = 1 : k とおくと

−→
OP = k

−→
OR = k

(−−→
OM+

−→
OQ

2

)
=

1

2
k
−−→
OM+

1

2
k
−→
OQ · · · 1©

ここで

−−→
OM =

1

2

−→
OA =

1

2
~a，
−→
OQ =

2
−→
OB+

−→
OC

1 + 2
=

2

3
~b+

1

3
~c

であるから， 1©に代入して

−→
OP =

1

2
k

(
1

2
~a

)
+

1

2
k

(
2

3
~b+

1

3
~c

)
=

1

4
k~a+

1

3
k~b+

1

6
k~c

−→
OPの~a，~b，~cを用いた表し方はただ 1通りであるから

s =
1

4
k，t =

1

3
k，1− s− t =

1

6
k

これを解くと，k =
4

3
であるから

−→
OP =

1

3
~a +

4

9
~b +

2

9
~c

別解 4AQMと直線OPについて，メネラウスの定理を適用すると

AP

PQ
·QR

RM
·MO

OA
= 1 ゆえに

AP

PQ
·1
1
·1
2
= 1

AP : PQ = 2 : 1であるから

−→
OP =

1
−→
OA+ 2

−→
OQ

2 + 1
=

1

3

(
~a+ 2·2

~b+~c

3

)
=

1

3
~a +

4

9
~b +

2

9
~c
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練習 2.17 証明
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c，

−→
AD = ~d とすると

−→
AG =

1

3
(~b+~c+ ~d)

−→
BC = ~c−~b

であるから

　
A

B

C

D

~b
~c

~d

G

−→
AG·
−→
BC =

1

3
(~b+~c+ ~d)·(~c−~b)

=
1

3
(|~c|2 − |~b|2) + 1

3
(~d·~c− ~d·~b) · · · 1©

正四面体ABCDにおいては，~dと~c，~dと~bのなす角は，ともに 60◦であるから

~d·~c = |~d||~c| cos 60◦,
~d·~b = |~d||~b| cos 60◦

|~b| = |~c| = |~d| であるから |~c|2 = |~b|2，~d·~c = ~d·~b

よって， 1©により
−→
AG·
−→
BC = 0 であり，

−→
AG⊥

−→
BC となる．

したがって AG⊥BC 証終

練習 2.18 (1) AB =
√
(4− 1)2 + (−3− 3)2 + {1− (−2)}2 =

√
54 = 3

√
6

(2)

(
1 + 4

2
,
3 + (−3)

2
,
−2 + 1

2

)
より

(
5

2
, 0,−

1

2

)
(3)

(
1× 1 + 2× 4

2 + 1
,
1× 3 + 2× (−3)

2 + 1
,
1× (−2) + 2× 1

2 + 1

)
より (3,−1, 0)

(4)

(
−1× 1 + 2× 4

2− 1
,
−1× 3 + 2× (−3)

2− 1
,
−1× (−2) + 2× 1

2− 1

)
より

(7,−9, 4)

練習 2.19 4ABCの重心をGとすると
−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

3
よって，点Gの座標は(

2 + 1 + 3

3
,
−1 + 3 + 1

3
,
4 + 0 + 2

3

)
すなわち (2, 1, 2)

練習 2.20 (1) z = 3

(2) x = 1

(3) y = 2
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練習 2.21 (1) x2 + y2 + z2 = 32 すなわち x2 + y2 + z2 = 9

(2) (x− 1)2 + (y − 2)2 + {z − (−3)}2 = 42

すなわち (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z + 3)2 = 16

(3) 線分ABの長さは

AB =
√
(2− 0)2 + (4− 4)2 + (5− 1)2 =

√
20

よって，求める球面の方程式は

x2 + (y − 4)2 + (z − 1)2 = (
√
20)2

すなわち x2 + (y − 4)2 + (z − 1)2 = 20

別解 求める球面の方程式は，半径を rとすると

x2 + (y − 4)2 + (z − 1)2 = r2 · · · 1©

この球面が点B(2, 4, 5)を通るから

22 + (4− 4)2 + (5− 1)2 = r2

よって r2 = 20

したがって，求める球面の方程式は， 1©より

x2 + (y − 4)2 + (z − 1)2 = 20

(4) 球面の中心をCとすると，Cは線分ABの中点であるから，その座標は(
2 + (−2)

2
,
0 + 6

2
,
−3 + 1

2

)
すなわち (0, 3, − 1)

また，球面の半径を rとすると

r = CA =
√
(2− 0)2 + (0− 3)2 + (−3 + 1)2 =

√
17

よって，球面の方程式は x2 + (y − 3)2 + (z + 1)2 = 17

別解 球面上に P(x, y, z)をとると

−→
AP = (x− 2. y, z + 3),

−→
BP = (x+ 2, y − 6, z − 1)

Pが 2点A，Bを除く球面上の点であるとき，
−→
AP⊥

−→
BPであるから

(x− 2)(x+ 2) + y(y − 6) + (z + 3)(z − 1) = 0

上式は，Pが 2点A，Bのときも成立する．

したがって x2 + y2 + z2 − 6y + 2z − 7 = 0

よって x2 + (y − 3)2 + (z + 1)2 = 17
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練習 2.22 球面の方程式で，x = 0 とすると

(0− 4)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2 = 52 すなわち (y + 2)2 + (z − 3)2 = 32

この方程式は，yz平面上では円を表す．

その中心の座標は (0,−2, 3)，半径は 3である．

演習 2.1 求める平面の方程式は

2(x− 3)− (y − 1) + 4(z + 1) = 0 すなわち 2x − y + 4z − 1 = 0

熊大文系 2022年 1番� �
座標空間の 6点

A(2, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 1)

D

(
3,−1, 5

6

)
, E

(
8, 4,−1

3

)
, F

(
5, 3,

1

2

)
について，以下の問いに答えよ。

(1) 3点A，B，Cは一直線にないこと，および 3点D，E，Fは一直線上にない
ことを示せ。

(2) 3点A，B，Cを通る平面と，3点D，E，Fを通る平面の交わりとして得ら
れる直線を `とする。`上の点を 1つと，`と平行なベクトルを 1つ求めよ。� �

解答 (1) A(2, 0, 0)，B(0, 3, 0)，C(0, 0, 1)より
−→
AB = (−2, 3, 0),

−→
AC = (−2, 0, 1)

−→
ABと

−→
ACの x成分が等しく，y成分および z成分が異なる．

したがって，3点A，B，Cは一直線上にない．

D

(
3,−1, 5

6

)
，E

(
8, 4,−1

3

)
，F

(
5, 3,

1

2

)
より

−→
DE =

(
5, 5,−7

6

)
,
−→
DF =

(
2, 4,−1

3

)
これから

1

5

−→
DE =

(
1, 1,− 7

30

)
，

1

2

−→
DF =

(
1, 2,−1

6

)
1

5

−→
DEと

1

2

−→
DFの x成分が等しく，y成分および z成分が異なる．

したがって，3点D，E，Fは一直線上にない．
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(2)
−→
AB = (−2, 3, 0)，

−→
AC = (−2, 0, 1)より

−→
AB×

−→
AC =

( ∣∣∣∣∣ 3 0

0 1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 0 −21 −2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ −2 3

−2 0

∣∣∣∣∣
)

= (3, 2, 6)

−→
DE = (5, 5,−7

6
)，
−→
DF = (2, 4,−1

3
)より

−→
DE×

−→
DF =

( ∣∣∣∣∣ 5 −7
6

4 −1
3

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ −7

6
5

−1
3

2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ 5 5

2 4

∣∣∣∣∣
)

=
1

3
(9,−2, 30)

−→
ABおよび

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを ~u = (3, 2, 6)とし，

−→
DEおよび

−→
DFに垂直なベクトルの 1つを~v = (9,−2, 30)とする．

平面ABC上の点 P(x, y, z)について，~u·
−→
AP = 0であるから

3(x− 2) + 2y + 6z = 0 ゆえに 3x+ 2y + 6z = 6 · · · 1©

平面DEF上の点Q(x, y, z)について，~v·
−→
DQ = 0であるから

9(x− 3)− 2(y + 1) + 30

(
z − 5

6

)
= 0

整理すると 9x− 2y + 30z = 54 · · · 2©

1©， 2©から yを消去すると x = −3z + 5 · · · 3©

3©を 1©に代入すると z =
2

3
y + 3 · · · 4©

y = 3tとおくと， 3©， 4©より x = −6t− 4，z = 2t+ 3

したがって ` : (x, y, z) = (−4, 0, 3) + t(−6, 3, 2)

よって，`は点 (−4, 0, 3)を通り，ベクトル (−6, 3, 2)に平行．

問題 2.1 s~a+ t~b+ u~c= s(1,−2, 3) + t(−2, 1, 0) + u(2,−3, 1)

= (s− 2t+ 2u,−2s+ t− 3u, 3s+ u)

~p = (−1, 5, 0) であるから

s− 2t+ 2u = −1，−2s+ t− 3u = 5，3s+ u = 0

これを解くと s = 1，t = −2，u = −3
したがって ~p = ~a − 2~b − 3~c
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問題 2.2 ~a·~b = 5·1 + (−2 + t)·0 + (1 + 2t)·0 = 5

また |~a| =
√

52 + (−2 + t)2 + (1 + 2t)2 =
√
30 + 5t2，|~b| = 1

~a·~b = |~a||~b| cos 45◦より 5 =
√
30 + 5t2 × 1× 1√

2

両辺を平方すると 25 =
30 + 5t2

2
ゆえに t2 = 4 よって t = ±2

問題 2.3 証明 点Gは4ABCの重心であるから

−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

3

線分DMを 2 : 1に内分する点をG′とすると

−−→
OG′ =

−→
OD+ 2

−−→
OM

2 + 1
−→
OD =

−→
OA+

−→
OB，

−−→
OM =

1

2

−→
OC であるから

　

C Q

P

D

AO

B

R
G

M

−−→
OG′ =

(−→
OA+

−→
OB
)
+ 2× 1

2

−→
OC

3
=

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

3

よって
−−→
OG′ =

−→
OG

点G′と点Gは一致するから，点Gは線分DMを 2 : 1に内分する． 証終

問題 2.4 Pは yz平面上の点であるから，P(0, y, z)とおく．

条件より OP = AP = BP

OP = AP すなわち OP2 = AP2 より

02 + y2 + z2 = (0− 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2

整理して 2y + z − 3 = 0 · · · 1©

OP = BP すなわち OP2 = BP2 より

02 + y2 + z2 = {0− (−1)}2 + (y − 0)2 + (z − 1)2

整理して z = 1 · · · 2©

1©， 2©より y = 1，z = 1

よって，点 Pの座標は (0, 1, 1)
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問題 2.5 (1) AB⊥OP

(2)
−→
OP =

−→
OA+ t

−→
ABとおくと (tは実数)，

−→
AB·
−→
OP = 0より

−→
AB·(

−→
OA+ t

−→
AB) = 0 ゆえに

−→
AB·
−→
OA+ t|

−→
AB|2 = 0

−→
OA = (4, 0, 5)，

−→
AB = (−4, 2,−4)より

−36 + 36t = 0 ゆえに t = 1

したがって
−→
OP = ~OA+

−→
AB =

−→
OB = (0, 2, 1) よって (0, 2, 1)

章末 2.1
−−→
MN =

−−→
MA+

−→
AB +

−→
BN

−−→
MN =

−−→
MD+

−→
DC+

−→
CN

辺々を加えると

2
−−→
MN =

(−−→
MA+

−−→
MD

)
+
(−→
AB +

−→
DC
)

+
(−→
BN +

−→
CN
)

−−→
MA+

−−→
MD = ~0，

−→
BN+

−→
CN = ~0 であるから

2
−−→
MN =

−→
AB +

−→
DC

　 A

B

C

D

M

N

すなわち
−−→
MN =

1

2

−→
AB +

1

2

−→
DC

したがって s =
1

2
，t =

1

2

章末 2.2
−→
AD =

−→
BC が成り立てばよいから

(−4− 1, 2− 2, 3− 1) = (x− 5, y − 5, z − (−1))

よって −5 = x− 5，0 = y − 5，2 = z + 1

これを解いて x = 0，y = 5，z = 1

章末 2.3 ~p=~a+ t~b = (1, 3,−2) + t(1,−2, 0)

= (1 + t, 3− 2t,−2)

~b⊥~p より ~b·~p = 0

よって 1× (1 + t) + (−2)× (3− 2t) + 0× (−2) = 0

これを解いて t = 1

このとき，~p = (2, 1,−2) であるから

|~p| =
√
22 + 12 + (−2)2 =

√
9 = 3
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章末 2.4 (1)
−→
OB= (2, 2, 0)
−→
CF=

−→
OF−

−→
OC = (2, 2, 2)− (0, 2, 0)

= (2, 0, 2)

(2) (1)より
−→
OB·
−→
CF = 2× 2 + 2× 0 + 0× 2 = 4

(3) |−→OB| =
√
22 + 22 + 02 =

√
8 = 2

√
2

|
−→
CF| =

√
22 + 02 + 22 =

√
8 = 2

√
2

(2)より
−→
OB·
−→
CF = 4 である．

−→
OBと

−→
CFのなす角を θとすると

cos θ =

−→
OB·
−→
CF

|
−→
OB||

−→
CF|

=
4

2
√
2× 2

√
2
=

1

2

0◦ 5 θ 5 180◦ であるから θ = 60◦

章末 2.5 (1) ~e1 = (1, 0, 0)，~e2 = (0, 1, 0)，~e3 = (0, 0, 1)

|~e1| = |~e2| = |~e3| = 1

|~a| =
√
(−1)2 + (

√
2)2 + 12 =

√
4 = 2

よって cosα =
~a·~e1
|~a||~e1|

=
−1
2× 1

= −
1

2

cos β =
~a·~e2
|~a||~e2|

=

√
2

2× 1
=

√
2

2

cos γ =
~a·~e3
|~a||~e3|

=
1

2× 1
=

1

2

(2) cosα = −1

2
，cos β =

√
2

2
，cos γ =

1

2
より

α = 120◦，β = 45◦，γ = 60◦

章末 2.6 (1) P(x, 0, 0)とおくと，AP2 = BP2 より

(x− 1)2 + (−2)2 + (−2)2 = (x− 2)2 + (−3)2 + (−4)2

x = 10 より，点 Pの座標は (10, 0, 0)

(2)

(
1 + 2 + 10

3
,
2 + 3 + 0

3
,
2 + 4 + 0

3

)
より

(
13

3
,
5

3
, 2

)
章末 2.7 球面の方程式で，z = 3 とすると

(x− 2)2 + (y + 3)2 + (3− 4)2 = 52

すなわち (x− 2)2 + (y + 3)2 = 24，z = 3

よって，この円の中心の座標は (2,−3, 3)，半径は
√
24 = 2

√
6 である．
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章末 2.8
−→
AB//

−→
AC であるから

−→
AB = k

−→
AC となる実数 kがあるから

(4− a, b+ 1,−12) = k(5− a, 6,−18)

よって 4− a= k(5− a) · · · 1©
b+ 1=6k · · · 2©
−12=−18k · · · 3©

3©より k =
2

3

1©， 2©に k =
2

3
を代入して

4− a =
2

3
(5− a)，b+ 1 = 6× 2

3

これを解いて a = 2，b = 3

章末 2.9 (1)
−→
OA = (−1,−2, 1)，

−→
OB = (2, 2, 0) より

|
−→
OA| =

√
(−1)2 + (−2)2 + 12 =

√
6

|
−→
OB| =

√
22 + 22 + 02 =

√
8 = 2

√
2

−→
OA·
−→
OB = −1× 2 + (−2)× 2 + 1× 0 = −6

よって cos∠AOB =

−→
OA·
−→
OB

|
−→
OA||

−→
OB|

=
−6√

6× 2
√
2
= −
√
3

2

0◦ 5 ∠AOB 5 180◦ であるから ∠AOB = 150◦

(2) 4OABの面積 Sは

S =
1

2
×OA×OB× sin∠AOB

=
1

2
×
√
6× 2

√
2× sin 150◦

= 2
√
3× 1

2
=

√
3
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章末 2.10 (1)
−→
BP⊥

−→
HQ より

−→
BP·
−→
HQ = 0

(2)
−→
AP =

−→
AB +

−→
BP

−→
AQ =

−→
AH+

−→
HQ =

−→
AE +

−→
EH +

−→
HQ

よって

E

F

B
C

D

G
H

A

Q

P

−→
AP·−→AQ = (

−→
AB+

−→
BP)·(−→AE +

−→
EH +

−→
HQ)

=
−→
AB·
−→
AE +

−→
AB·
−→
EH +

−→
AB·
−→
HQ

+
−→
BP·
−→
AE +

−→
BP·
−→
EH +

−→
BP·
−→
HQ

= 0 + 0 + 2|
−→
HQ| cos 0◦ + 2|

−→
BP| cos 0◦ + 0 + 0

= 2|
−→
BP| + 2|

−→
HQ|

(3) |
−→
BP|の最大値は Pが Fに一致するときで |

−→
BP| = 2

|
−→
HQ|の最大値はQがGに一致するときで |

−→
HQ| = 2

このとき
−→
AP·
−→
AQ は最大となり，最大値は
−→
AP·
−→
AQ = 2× 2 + 2× 2 = 8

章末 2.11
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~c，

−→
AD = ~d とする．

AC⊥BD より −→
AC·−→BD = 0

すなわち ~c·(~d−~b) = 0 · · · 1©
AD2 + BC2= |~d|2 + |~c−~b|2

= |~d|2 + |~c|2 − 2~c·~b+ |~b|2

AB2 + CD2= |~b|2 + |~d−~c|2

= |~b|2 + |~d|2 − 2~d·~c+ |~c|2

　 A

B D

C

~b

~c

~d

ここで， 1©より ~c·~b = ~c·~d

よって AD2 + BC2 = AB2 + CD2

したがって

AC⊥BD ならば AD2 + BC2 = AB2 + CD2
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章末 2.12
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c とする．

−→
OG=

~a+~b+~c

3

−−→
OM=

1

2
~b，

−→
ON =

1

2
~c

Pは平面AMN上にあるから
−→
AP = s

−−→
AM+ t

−→
AN

とおくと

　
O

A

B

C
M

N
P

G

−→
OP =

−→
OA+

−→
AP

=
−→
OA+ s

−−→
AM+ t

−→
AN

= ~a+ s

(
1

2
~b− ~a

)
+ t

(
1

2
~c− ~a

)
= (1− s− t)~a+

1

2
s~b+

1

2
t~c

また，Pは線分OG上にあるから，OG : OP = 1 : k とおくと

−→
OP = k

−→
OG =

1

3
k~a+

1

3
k~b+

1

3
k~c

−→
OPの~a，~b，~cを用いた表し方は 1通りであるから

1− s− t =
1

3
k，

1

2
s =

1

3
k，

1

2
t =

1

3
k

これを解くと，k =
3

5
であるから

OG : OP = 1 :
3

5
= 5 : 3

別解
−→
OB = 2

−−→
OM，

−→
OC = 2

−→
ONであるから

−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC

3
=

5

3
·
−→
OA+ 2

−−→
OM+ 2

−→
ON

5
=

5

3

−→
OP

よって OG : OP = 5 : 3
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練習 3.1 　

O

y

x

P(3− 2i)

Q(−1 + i)

R(4)

S(−i)

練習 3.2 z = a+ bi, − z = −(a− bi) = −a+ biより，虚軸に関して対称．

練習 3.3 (1) z = a+ bi, z = a− biより 2a = z + z, 2bi = z − z

よって a =
1

2
(z + z), b =

1

2i
(z − z)

(2) 1 zが実数 ⇐⇒ b =
1

2i
(z − z) = 0 ⇐⇒ z = z

2 zが純虚数 ⇐⇒ a =
1

2
(z + z) = 0, b =

1

2i
(z − z) 6= 0

⇐⇒ z = −z, z 6= z

⇐⇒ z = −z, − z 6= z

⇐⇒ z = −z, z 6= 0

練習 3.4 (1) |3− 2i| =
√

32 + (−2)2 =
√
13

(2) | − 2 + 4i| =
√

(−2)2 + 42 =
√
20 = 2

√
5

(3) | − 5| =
√
(−5)2 + 02 = 5

(4) |3i| =
√
02 + 32 = 3

練習 3.5 | − z| = |z|，|z| = |z|より | − z| = |z| = |z|

練習 3.6 　

O

y

x

α β

α + β

α− β
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練習 3.7 (1) AB = |(1 + 6i)− (2 + 3i)| = | − 1 + 3i| =
√
(−1)2 + 32 =

√
10

(2) CD = |(1− 2i)− (3− 4i)| = | − 2 + 2i| =
√

(−2)2 + 22 = 2
√
2

練習 3.8 β = kαとなる実数 kがある．

1 + yi = k(3− 6i) から 1 + yi = 3k − 6ki

y, 3k,−6kは実数であるから 1 = 3k, y = −6k

k =
1

3
であるから y = −6·1

3
= −2

練習 3.9 α + β = −iの両辺の共役複素数を考えると

α+ β = − i すなわち α + β = i

練習 3.10 |α| = 1のとき，|α|2 = 1 であるから

αα = 1 すなわち α =
1

α
,

1

α
= α

ここで α2 +
1

α2
= α2 +

(
1

α2

)
= (α)2 +

(
1

α

)2

=
1

α2
+ α2

よって，α2 +
1

α2
= α2 +

1

α2
であるから，α2 +

1

α2
は実数である． 証終

別解 例題 3.2の結論を利用すると，α+
1

α
が実数であるから

α2 +
1

α2
=

(
α+

1

α

)2

− 2

は実数である．

補足 |α| = 1のとき，α +
1

α
，α2 +

1

α2
が実数であるから，漸化式

αn+2 +
1

αn+2
=

(
α +

1

α

)(
αn+1 +

1

αn+1

)
−
(
αn +

1

αn

)

により，nが自然数のとき，αn +
1

αn
は実数である．

一般に，α + β，αβが実数のとき，α2 + β2は実数であるから，漸化式

αn+2 + βn+2 = (α + β)(αn+1 + βn+1)− αβ(αn + βn)

により，nが自然数のとき，αn + βnは実数である．
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深化 3.1 |α| = 1のとき，|α|2 = 1 であるから

αα = 1 すなわち
1

α
= α

よって，α +
1

α
= α+ α であるから，α +

1

α
は実数である． 証終

練習 3.11 (1)
√
3 + i = 2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
(2) 2 + 2i = 2

√
2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
(3) 1−

√
3 i = 2

{
cos

(
−
π

3

)
+ i sin

(
−
π

3

)}
(4) −i = cos

(
−
π

2

)
+ i sin

(
−
π

2

)
練習 3.12 −zの偏角の 1つは θ + πであり，| − z| = |z| = rであるから

−z = r{cos(θ + π) + i sin(θ + π)}

別解 z = r(cos θ + i sin θ)，−1 = cos π + i sin πを次頁の公式に適用すると

−z = z(−1) = r(cos θ + i sin θ)(cos π + i sinπ)

= r{cos(θ + π) + i sin(θ + π)}

練習 3.13 αβ = 2
√
2·2
{
cos
(π
4
+

π

6

)
+ i sin

(π
4
+

π

6

)}
= 4

√
2

(
cos

5

12
π + i sin

5

12
π

)
α

β
=

2
√
2

2

{
cos
(π
4
− π

6

)
+ i sin

(π
4
− π

6

)}
=

√
2

(
cos

π

12
+ i sin

π

12

)
練習 3.14 (1) |αβ| = |α||β| = 2× 3 = 6

(2) |α3| = |α|3 = 23 = 8

(3)

∣∣∣∣αβ
∣∣∣∣ = |α||β| = 2

3

(4)

∣∣∣∣ βα2

∣∣∣∣ = |β||α|2 =
3

22
=

3

4
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練習 3.15 (1) 1 +
√
3 = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
よって，点 (1+

√
3 i)zは，点 zを原点を中心として

π

3
だけ回転し，原点か

らの距離を 2倍した点である．

(2) −1 + i =
√
2

(
cos

3

4
π + i sin

3

4
π

)
よって，点 (−1+ i)zは，点 zを原点を中心として

3

4
πだけ回転し，原点か

らの距離を
√
2倍にした点である．

(3) 2i = 2
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
よって，点 2izは，点 zを原点を中心として

π

2
だけ回転し，原点からの距

離を 2倍した点である．

練習 3.16 (1)
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
z =

(√
3

2
+

1

2
i

)
(4− 2i)

= (2
√
3 + 1) + (−

√
3 + 2)i

(2)

(
cos

2

3
π + i sin

2

3
π

)
z =

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
(4− 2i)

= (−2 +
√
3) + (1 + 2

√
3)i

(3)
{
cos
(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

)}
z = −i(4− 2i)

= −2 − 4i

(4)
{
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}
z =

(
1

2
−
√
3

2
i

)
(4− 2i)

= (2 −
√
3) − (1 + 2

√
3)i

練習 3.17 点 βは，点 αを原点を中心に
π

3
または−π

3
だけ回転した点であるから

β =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
α

=

(
1

2
+

√
3

2
i

)
(2 + 2i) = (1−

√
3 ) + (1 +

√
3 )i

または

β =
{
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}
α

=

(
1

2
−
√
3

2
i

)
(2 + 2i) = (1 +

√
3 ) + (1−

√
3 )i

よって β = (1 −
√
3 ) + (1 +

√
3 )i または β = (1 +

√
3 ) + (1 −

√
3 )i

227



練習 3.18 (1) 1 +
√
3 i = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
であるから

(1 +
√
3 i)5 = 25

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)5
= 32

(
cos

5

3
π + i sin

5

3
π

)
= 32

(
1

2
−
√
3

2

)
= 16 − 16

√
3 i

(2) 1 + i =
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
であるから

(1 + i)8 = (
√
2)8
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)8
= 16(cos 2π + i sin 2π) = 16

(3) 1−
√
3 i = 2

{
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}
であるから

(1−
√
3 i)6 = 2−6

{
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}−6
=

1

64
(cos 2π + i sin 2π) =

1

64

深化 3.2 二項定理を用いて，例題 3.5を計算すると

(
√
3− i)6 = (

√
3)6 + 6C1(

√
3)5(−i) + 6C2(

√
3)4(−i)2

+ 6C3(
√
3)3(−i)3 + 6C4(

√
3)2(−i)4 + 6C5(

√
3)(−i)5 + (−i)6

= 27− 54
√
3 i− 135 + 60

√
3 i+ 45− 6

√
3 i− 1

= −64

練習 3.19 1の 8乗根は

zk = cos
2k

8
π + i sin

2k

8
π = cos

k

4
π + i sin

k

4
π (k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

すなわち

z0 = 1, z1 =
1√
2
+

1√
2
i, z2 = i, z3 = −

1√
2
+

1√
2
i,

z4 = −1, z5 = −
1√
2
− 1√

2
i, z6 = −i, z7 =

1√
2
− 1√

2
i

よって，1の 8乗根は ±1, ± i, ±
1
√
2
±

1
√
2
i (複号任意)
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練習 3.20 (1) 極形式を
z = r(cos θ + i sin θ) (∗)

とすると
z2 = r2(cos 2θ + i sin 2θ)

また，iを極形式で表すと

i = cos
π

2
+ i sin

π

2

よって，方程式は

r2(cos 2θ + i sin 2θ) = cos
π

2
+ i sin

π

2

両辺の絶対値と偏角を比較すると

r2 = 1, 2θ =
π

2
+ 2kπ (kは整数)

r > 0および 0 5 θ < 2πにより

r = 1, θ =
π

4
+ kπ (k = 0, 1) (∗∗)

(∗∗)を (∗)に代入して，zk = zとおくと

zk = cos
(π
4
+ kπ

)
+ i sin

(π
4
+ kπ

)
(k = 0, 1)

したがって

z0 =
1√
2
+

1√
2
i, z1 = −

1√
2
− 1√

2
i

O

y

x1−1

1

−1

z0

z1

π
4

5
4
π

よって，求める方程式の解は

z = ±
(

1
√
2
+

1
√
2
i

)
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(2) 極形式を
z = r(cos θ + i sin θ) (∗)

とすると
z4 = r4(cos 4θ + i sin 4θ)

また，−4を極形式で表すと

−4 = 4(cos π + i sin π)

よって，方程式は

r4(cos 4θ + i sin 4θ) = 4(cos π + i sin π)

両辺の絶対値と偏角を比較すると

r4 = 4, 4θ = π + 2kπ (kは整数)

r > 0および 0 5 θ < 2πにより

r =
√
2, θ =

π

4
+

kπ

2
(k = 0, 1, 2, 3) (∗∗)

(∗∗)を (∗)に代入して，zk = zとおくと

zk =
√
2

{
cos

(
π

4
+

kπ

2

)
+ i sin

(
π

4
+

kπ

2

)}
(k = 0, 1, 2, 3)

したがって

z0 = 1 + i, z1 = −1 + i, z2 = −1− i, z3 = 1− i

O

y

x
√
2−

√
2

√
2

−
√
2

z0

z2

z1

z3

π
4

よって，求める方程式の解は

z = ±1 ± i (複号任意)
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(3) 極形式を
z = r(cos θ + i sin θ) (∗)

とすると
z2 = r2(cos 2θ + i sin 2θ)

また，1 +
√
3 iを極形式で表すと

1 +
√
3 i = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
よって，方程式は

r2(cos 2θ + i sin 2θ) = 2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
両辺の絶対値と偏角を比較すると

r2 = 2, 2θ =
π

3
+ 2kπ (kは整数)

r > 0および 0 5 θ < 2πにより

r =
√
2, θ =

π

6
+ kπ (k = 0, 1) (∗∗)

(∗∗)を (∗)に代入して，zk = zとおくと

zk =
√
2
{
cos
(π
6
+ kπ

)
+ i sin

(π
6
+ kπ

)}
(k = 0, 1)

したがって

z0 =

√
6

2
+

√
2

2
i, z1 = −

√
6

2
−
√
2

2
i

O

y

x
√
2−

√
2

√
2

−
√
2

z0

z1

π
6

7
6
π

よって，求める方程式の解は

z = ±
(√

6

2
+

√
2

2
i

)
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練習 3.21 (1)
2(1 + 5i) + 1(7− i)

1 + 2
=

9 + 9i

3
= 3 + 3i

(2)
(1 + 5i) + (7− i)

2
=

8 + 4i

2
= 4 + 2i

(3)
−2(1 + 5i) + 3(7− i)

3− 2
= 19 − 13i

練習 3.22 辺BCの中点をMとすると，Mを表す複素数は

β + γ

2

Gは中線AMを 2 : 1に内分するから

δ =

α + 2

(
β + γ

2

)
2 + 1

=
α+ β + γ

3

練習 3.23 (1) 原点を中心とする半径 2の円

(2) 点 1 + iを中心とする半径 1の円

(3) 2点A(2)，B(4i)を結ぶ線分ABの垂直二等分線

練習 3.24 方程式の両辺を 2乗すると 4|z − 3|2 = |z|2

よって 4(z − 3)(z − 3) = zz

すなわち 4(z − 3)(z − 3) = zz

左辺を展開して整理すると zz − 4z − 4z + 12 = 0

式を変形すると (z − 4)(z − 4) = 4

すなわち (z − 4)(z − 4) = 4

よって |z − 4|2 = 22 したがって |z − 4| = 2

これは，点 4を中心とする半径 2の円である．

練習 3.25 zは等式 |z| = 1を満たす．

w = i(z − 2)より z =
w + 2i

i
であるから

|z| =
∣∣∣∣w + 2i

i

∣∣∣∣ = |w + 2i|
|i|

= |w + 2i| よって |w + 2i| = 1

したがって，点wは点−2iを中心とする半径 1の円を描く．
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練習 3.26 γ − α =
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
(β − α)であるから

γ =
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
{(5 + 3i)− (1 + i)}+ (1 + i)

=

(√
3

2
+

1

2
i

)
(4 + 2i) + (1 + i)

= 2
√
3 + (

√
3 + 3)i

練習 3.27 α = 1− i，β = 2 + i，γ = 2iとすると

γ − α

β − α
=
−1 + 3i

1 + 2i
=

(−1 + 3i)(1− 2i)

(1 + 2i)(1− 2i)
= 1 + i

=
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
よって θ = arg

γ − α

β − α
=

π

4

練習 3.28
(x+ 3i)− (−1 + i)

(3− i)− (−1 + i)
=

(x+ 1) + 2i

4− 2i
=
{(x+ 1) + 2i}(4 + 2i)

(4− 2i)(4 + 2i)

=
2x+ (x+ 5)i

10
· · · 1©

(1) 2直線AB，ACが垂直に交わるのは， 1©が純虚数のときであるから

2x = 0 かつ x+ 5 6= 0 よって x = 0

(2) 3点A，B，Cが一直線上にあるのは， 1©が実数のときであるから

x+ 5 = 0 よって x = −5

練習 3.29 (1) 等式から γ − α = i(β − α) よって
γ − α

β − α
= i

(2) (1)より，

∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 であるから

|γ − α| = |β − α| よって AC = AB

また，
γ − α

β − α
は純虚数であるから，2直線AB，ACは垂直に交わり

∠A =
π

2

よって，4ABCは図のような直角二等辺三角形で

∠B =
π

4
, ∠C =

π

4

　

A

B

C
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演習 3.1 α = −1 + i，β = 1− i，γ = −
√
3−
√
3 iとおくと

γ − α

β − α
=

(−
√
3−
√
3 i)− (−1 + i)

(1− i)− (−1 + i)
=

1−
√
3− (1 +

√
3)i

2(1− i)

=
{1−

√
3− (1 +

√
3)i}(1 + i)

2(1− i)(1 + i)
=

2− 2
√
3 i

4

=
1

2
−
√
3

2
i = cos

(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)
∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = |γ − α|
|β − α|

= 1，arg
γ − α

β − α
= −π

3
より

AC = AB, ∠CAB =
π

3

また AB = |β − α| = 2|1− i| = 2
√

12 + (−1)2 = 2
√
2

よって，4ABCは一辺の長さが 2
√
2の正三角形である．

問題 3.1 (1) 2z + z = 1 + iより

2z + z = 1 + i よって 2z + z = 1 − i

(2) 2z + z = 1 + iおよび 2z + z = 1− iから z を消去すると

2(2z + z)− (2z + z) = 2(1 + i)− (1− i)

ゆえに 3z = 1 + 3i よって z =
1

3
+ i

問題 3.2 z = αβ + αβとおくと z = αβ + αβ = αβ + αβ = z

よって，αβ + αβは実数である．

別解 αβ = αβ であるから，αβ + αβ は実数である．

問題 3.3 z = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
iより z + 1 =

3

2
+

√
3

2
i

|z + 1| =

√√√√(3

2

)2

+

(√
3

2

)2

=
√
3であるから

z + 1 =
√
3

(√
3

2
+

1

2
i

)
=

√
3

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
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問題 3.4 z = 2 + iとする．点 zを原点を中心として
π

6
だけ回転した点を表す複素数は

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
z =

(√
3

2
+

1

2
i

)
(2 + i)

=

(√
3− 1

2

)
+

(√
3

2
+ 1

)
i

よって，点Qの座標は

(
√
3 −

1

2
,

√
3

2
+ 1

)

問題 3.5 zは絶対値が 1，偏角が
π

6
であるから z = cos

π

6
+ i sin

pi

6

z8 + 1

z4
= z4 +

1

z4

=
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)4
+
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)−4
=

(
cos

2

3
π + i sin

2

3
π

)
+

{
cos

(
−2

3
π

)
+ i sin

(
−2

3
π

)}
=

(
cos

2

3
π + i sin

2

3
π

)
+

(
cos

2

3
π − i sin

2

3
π

)
= 2 cos

2

3
π = 2×

(
−1

2

)
= −1

問題 3.6 1の n乗根 zk (k = 0, 1, 2, · · · , n− 1)について

zk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
=

(
cos

2π

n
+ i sin

2π

n

)k

= αk

よって，1の n乗根は，1, α, α2, · · · , αn−1で与えられる．
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問題 3.7 極形式を
z = r(cos θ + i sin θ) (∗)

とすると
z4 = r4(cos 4θ + i sin 4θ)

また，8(−1 +
√
3 i)を極形式で表すと

8(−1 +
√
3 i) = 16

(
−1

2
+

√
3

2
i

)

= 16

(
cos

2

3
π + i sin

2

3
π

)
よって，方程式は

r4(cos 4θ + i sin 4θ) = 16

(
cos

2

3
π + i sin

2

3
π

)
両辺の絶対値と偏角を比較すると

r4 = 16, 4θ =
2

3
π + 2kπ (kは整数)

r > 0および 0 5 θ < 2πにより

r = 2, θ =
π

6
+

kπ

2
(k = 0, 1, 2, 3) (∗∗)

(∗∗)を (∗)に代入して，zk = zとおくと

zk = 2

{
cos

(
π

6
+

kπ

2

)
+ i sin

(
π

6
+

kπ

2

)}
(k = 0, 1, 2, 3)

したがって

z0 =
√
3 + i, z1 = −1 +

√
3 i, z2 = −

√
3− i, z3 = 1−

√
3 i

よって，求める方程式の解は

z = ±(
√
3 + i), ± (1 −

√
3 i)
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問題 3.8 w = zより z = w

これを |z − i| = 1に代入すると |w − i| = 1

|w + i| = 1 すなわち |w + i| = 1

よって，点wは点−iを中心とする半径 1の円を描く．

問題 3.9 α = 2 + i，β = 6− i，γ = 4 + yiとする．

∠A =
π

2
となるのは，

γ − α

β − α
が純虚数のときである．

γ − α

β − α
=

(4 + yi)− (2 + i)

(6− i)− (2 + i)
=

2 + (y − 1)i

4− 2i

=
{2 + (y − 1)i}(2 + i)

2(2− i)(2 + i)
=

(5− y) + 2yi

10

したがって 5− y = 0 かつ 2y 6= 0

よって，求める実数 yの値は y = 5

問題 3.10 (1) 2点B(β)，C(γ)の中点がM(0)であるから

β + γ

2
= 0 よって γ = −β

(2) A(α)，B(β)，C(−β)より

AB2 +AC2 = |β − α|2 + | − β − α|2 = |β − α|2 + |β + α|2

= (β − α)(β − α) + (β + α)(β + α)

= (|α|2 + |β|2 − αβ − αβ) + (|α|2 + |β|2 + αβ + αβ)

= 2(|α|2 + |β|2) = 2(AM2 + BM2)
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章末 3.1 (1) 1 +
√
3 i = 2

(
1

2
+

√
3

2
i

)
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
1− i =

√
2

(
1√
2
− 1√

2
i

)
=
√
2
{
cos
(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)}
したがって

(1 +
√
3 i)6 = 26(cos 2π + i sin 2π) = 64

(1− i)6 = (
√
2)6
{
cos

(
−3

2
π

)
+ i sin

(
−3

2
π

)}
= 8i

よって

(
1 +
√
3 i

1− i

)6

=
(1 +

√
3 i)6

(1− i)6
=

64

8i
=

8

i
= −8i

(2)

√
3 + i

2
= cos

π

6
+ i sin

π

6
,

√
3− i

2
= cos

(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)
したがって(√

3 + i

2

)8

+

(√
3− i

2

)8

=
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)8
+
{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}8

= cos
4

3
π + i sin

4

3
π + cos

(
−4

3
π

)
+ i sin

(
−4

3
π

)
= 2 cos

4

3
π = 2·

(
−1

2

)
= −1

よって


(√

3 + i

2

)8

+

(√
3− i

2

)8


2

= (−1)2 = 1

章末 3.2 α = 1 + i，β = −2− 3i，γ = 5− 2iとする．

(1)
γ − α

β − α
=

4− 3i

−3− 4i
= −(4− 3i)(3− 4i)

(3 + 4i)(3− 4i)
= i = cos

π

2
+ i sin

π

2

arg
γ − α

β − α
=

π

2
より ∠A =

π

2

(2) (1)の結果から，4ABCの外接円の中心 δは，辺BCの中点であるから

δ =
β + γ

2
=

(−2− 3i) + (5− 2i)

2
=

3

2
−

5

2
i
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章末 3.3 点 βを点 αを中心として
π

3
または−π

3
だけ回転した点が点 γである．

γ − α =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
(β − α)のとき

γ =
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
{(5 + 3i)− (1 + i)}+ (1 + i)

=

(
1

2
+

√
3

2
i

)
(4 + 2i) + (1 + i)

= (3−
√
3) + (2 + 2

√
3)i

γ − α =
{
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}
(β − α)のとき

γ =
{
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}
{(5 + 3i)− (1 + i)}+ (1 + i)

=

(
1

2
−
√
3

2
i

)
(4 + 2i) + (1 + i)

= (3 +
√
3) + (2− 2

√
3)i

よって γ = (3 ∓
√
3) + (2 ± 2

√
3)i (複号同順)

章末 3.4 (1) α 6= 0であるから，等式の両辺を α2で割ると

4− 2β

α
+

β2

α2
= 0 ゆえに

(
β

α

)2

− 2

(
β

α

)
+ 4 = 0

したがって
β

α
= 1±

√
3 i = 2

(
1

2
±
√
3

2
i

)

−π < arg
β

α
5 πであるから arg

β

α
= ±π

3

よって
β

α
= 2(cos θ + i sin θ), θ = ±

π

3

(2) O(0)，A(α)，B(β)とすると，(1)の結果から

OB = 2OA, ∠AOB =
π

3

4OABは，∠OAB =
π

2
の直角三角形である．

よって，3つの角の大きさは
π

3
,
π

2
,
π

6

　

11

22

O A

B

π
3
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章末 3.5 (1) 等式から (γ − α)2 + (β − α)2 = 0

α 6= βより，β − α 6= 0であるから
(
γ − α

β − α

)2

= −1

よって
γ − α

β − α
= ±i

(2) (1)の結果から

∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = | ± i| = 1

|γ − α| = |β − α| すなわち AC = AB

また，
γ − α

β − α
は純虚数であるから ∠A =

π

2

よって，4ABCは∠A =
π

2
の直角二等辺三角形．

章末 3.6 (1) zは |z| = |z − α|を満たすから

|z|2 = |z − α|2 ゆえに zz = (z − α)(z − α)

これを整理すると αz + αz = |α|2

よって，αz + αzの値は一定である．

(2) α = 1 +
√
3 iについて |α|2 = 12 + (

√
3)2 = 4

よって αz + αz = 4

章末 3.7 |w| = 2であるから∣∣∣∣z − 4

z + 2

∣∣∣∣ = 2 すなわち |z − 4| = 2|z + 2|

両辺を 2乗すると |z − 4|2 = 4|z + 2|2

(z − 4)(z − 4) = 4(z + 2)(z + 2)

展開して整理すると zz + 4z + 4z = 0

(z + 4)(z + 4) = 42 ゆえに |z + 4|2 = 42

したがって |z + 4| = 4

よって，点 zは点−4を中心とする半径 4の円を描く．
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練習 4.1 (1) y2 = 4·2·x であるから (2) y2 = 4·(−1)·x であるから
焦点 (2, 0)，準線 x = −2 焦点 (−1, 0)，準線 x = 1

O

y

x2
−2

O

y

x1−1

(3) y2 = 4·1
4
·x であるから

焦点
(
1

4
, 0

)
，準線 x = −

1

4

O

y

x

−1
4

1
4

練習 4.2 焦点が点 F(−2, 0)で，準線が

直線 x = 2 である放物線

の方程式は

y2 = 4·(−2)·x

すなわち y2 = −8x

　

O

y

x2−2
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練習 4.3 (1) x2 = 4·1·y であるから (2) x2 = 4·
(
−1

8

)
y であるから

焦点 (0, 1)，準線 y = −1 焦点
(
0,−1

8

)
，準線 y = 1

8

O

y

x

1

−1

O

y

x

1
8

−1
8

練習 4.4 (1) 焦点は (4, 0)，(−4, 0) (2) 焦点は (2
√
2, 0)，(−2

√
2, 0)

長軸の長さは 2·5 = 10 長軸の長さは 2·3 = 6

短軸の長さは 2·3 = 6 短軸の長さは 2·1 = 2

O

y

x5−5 4−4

3

−3

O

y

x2
√
2−2

√
2 3−3

1

−1

(3)
x2

42
+ y2 = 1 より

焦点は (
√
15, 0)，(−

√
15, 0)

長軸の長さは 2·4 = 8

短軸の長さは 2·1 = 2

　

O

y

x

√
15−

√
15

1

−1
4−4

練習 4.5 焦点からの距離の和について，2a = 4 であるから

a = 2， a2 = 4

また，焦点の座標について，
√
a2 − b2 =

√
3 であるから

b2 = a2 − 3 = 4− 3 = 1

よって，求める楕円の方程式は
x2

4
+ y2 = 1
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練習 4.6 (1) 焦点 (0,
√
5)，(0,−

√
5)，

長軸の長さ 2·3 = 6，

短軸の長さ 2·2 = 4

(2) 焦点 (0, 2
√
6)，(0,−2

√
6)，

長軸の長さ 2·5 = 10，

短軸の長さ 2·1 = 2

(1) (2)

O

y

x

√
5

−
√
5

3

−3

2−2
O

y

x1−1

−5

5

2
√
6

−2
√
6

深化 4.1 C1 : x
2 = 4pyはC2 : y

2 = 4pxにおいて，xと yを入れ替えたものであるから，
C2の焦点 (p, 0)と準線 x = −pをそれぞれ直線 y = xに関して対称移動したも
の，すなわち，C1の焦点 (0, p)，準線 y = −pである．
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練習 4.7 (1) 円上の点Q(s, t)が移る点を P(x, y)とすると

x = s，y =
2

3
t

すなわち s = x，t =
3

2
y

s2 + t2 = 32 であるから

x2 +

(
3

2
y

)2

= 32 すなわち
x2

32
+

y2

22
= 1

よって，円 x2 + y2 = 32は，楕円
x2

9
+

y2

4
= 1 になる．

(2) 円上の点Q(s, t)が移る点を P(x, y)とすると

x = s，y =
4

3
t

すなわち s = x，t =
3

4
y

s2 + t2 = 32 であるから

x2 +

(
3

4
y

)2

= 32 すなわち
x2

32
+

y2

42
= 1

よって，円 x2 + y2 = 32は，楕円
x2

9
+

y2

16
= 1 になる．

練習 4.8 Aの座標を (s, 0)，Bの座標を (0, t)とすると，AB = 7 から

s2 + t2 = 72 · · · 1©

Pの座標を (x, y)とすると，Pは線分ABを 3 : 4に内分するから

x =
4

7
s，y =

3

7
t

よって s =
7

4
x，t =

7

3
y

これらを 1©に代入すると(
7

4
x

)2

+

(
7

3
y

)2

= 72 すなわち
x2

42
+

y2

32
= 1

したがって，点 Pの軌跡は，楕円
x2

16
+

y2

9
= 1 である．
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練習 4.9 (1) 焦点 (
√
41, 0)，(−

√
41, 0) (2) 焦点 (

√
5, 0)，(−

√
5, 0)

頂点 (5, 0)，(−5, 0) 頂点 (1, 0)，(−1, 0)

漸近線 y =
4

5
x, y = −

4

5
x 漸近線 y = 2x, y = −2x

O

y

x5−5

4

−4

√
41−

√
41 O

y

x1−1
√
5−

√
5

2

−2

(3)
x2

32
− y2 = 1 より

焦点 (
√
10, 0)，(−

√
10, 0)

頂点 (3, 0)，(−3, 0)

漸近線 y =
1

3
x，y = −1

3
x

　

O

y

x3−3

1

−1

√
10−

√
10

練習 4.10 求める方程式は
x2

a2
− y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0)とおける．

焦点からの距離の差について，2a = 8であるから

a = 4, a2 = 16

焦点の座標について，
√
a2 + b2 = 5であるから

b2 = 52 − a2 = 25− 16 = 9

よって，求める双曲線の方程式は

x2

16
−

y2

9
= 1
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練習 4.11 求める方程式は
x2

a2
− y2

a2
= 1 (a > 0)とおける．

焦点の座標について，
√
a2 + a2 = 2であるから

2a2 = 4 ゆえに a2 = 2

よって，求める双曲線の方程式は

x2

2
−

y2

2
= 1

練習 4.12 (1) 焦点 (0,
√
13)，(0,−

√
13) (2) 焦点 (0,

√
41)，(0,−

√
41)

頂点 (0, 2)，(0,−2) 頂点 (0, 5)，(0,−5)

漸近線 y =
2

3
x, y = −

2

3
x 漸近線 y =

5

4
x, y = −

5

4
x

O

y

x3−3

2

−2

√
13

−
√
13

O

y

x4−4

5

−5

√
41

−
√
41

練習 4.13 移動後の楕円の方程式は
(x − 3)2

4
+ (y + 2)2 = 1

また，楕円
x2

4
+ y2 = 1 の焦点は，2点 (

√
3, 0)，(−

√
3, 0)であるから，

移動後の楕円の焦点の座標は (
√
3 + 3,−2)，(−

√
3 + 3,−2)

練習 4.14 移動後の放物線の方程式は (y − 2)2 = 4(x + 1)

放物線 y2 = 4x の焦点は (1, 0)であるから，

移動後の放物線の焦点の座標は (0, 2)
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練習 4.15 (1) この方程式を変形すると (x+ 3)2 + 4(y − 1)2 = 4

すなわち
(x+ 3)2

4
+ (y − 1)2 = 1

よって，楕円
x2

4
+ y2 = 1 を x軸方向に−3，y軸方向に 1だけ平行移

動した楕円を表す．

(2) この方程式を変形すると (y + 4)2 = 16(x+ 1)

よって，放物線 y2 = 16x を x軸方向に−1，y軸方向に−4だけ平行移
動した放物線を表す．

(3) この方程式を変形すると 4(x− 2)2 − 9(y + 2)2 = 36

すなわち
(x− 2)2

9
− (y + 2)2

4
= 1

よって，双曲線
x2

9
−

y2

4
= 1 を x軸方向に 2，y軸方向に−2だけ平行

移動した双曲線を表す．

練習 4.16 y = x+ k を x2 − 2y2 = 4 に代入して整理すると

x2 + 4kx+ 2k2 + 4 = 0

この xの 2次方程式の判別式をDとすると

D/4 = (2k)2 − 1·(2k2 + 4) = 2(k2 − 2)

よって k < −
√
2,

√
2 < k のとき 共有点は 2個

k = ±
√
2 のとき 共有点は 1個

−
√
2 < k <

√
2 のとき 共有点は 0個
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練習 4.17 点Cを通る接線は，y軸に平行ではないから，

その方程式は y = m(x− 4) とおくことがで

きる．これを放物線の式に代入すると

m2(x− 4)2 = −4x

整理すると

m2x2 − 4(2m2 − 1)x+ 16m2 = 0

この xの 2次方程式の判別式をDとすると

　

O

y

x
C

4

D/4 = {−2(2m2 − 1)}2 −m2·16m2

= 4(1− 4m2)

直線が放物線に接するのは，D = 0のときであるから

m = ±1

2

このとき，接点の x座標は x = −−4(2m
2 − 1)

2m2
=

2(2m2 − 1)

m2
= −4

よって，接線の方程式，接点の座標は

m =
1

2
のとき y =

1

2
(x − 4)，(−4,−4)

m = −1

2
のとき y = −

1

2
(x − 4)，(−4, 4)

演習 4.1 (1) 2y = 2·1·(x+ 1) より y = x + 1

(2)
3x

12
+

1·y
4

= 1 より y = −x + 4

練習 4.18 点 Pの座標を (x, y)とする．

Pから直線 x = 1に下した垂線を PHとすると PF : PH = 2 : 1

これより 2PH = PF すなわち 4PH2 = PF2

PH2 = (x− 1)2，PF2 = (x− 4)2 + y2を代入すると

4(x− 1)2 = (x− 4)2 + y2 すなわち 3x2 − y2 = 12

この方程式を変形すると
x2

4
− y2

12
= 1 · · · 1©

よって，点 Pは双曲線 1©上にある．

逆に，双曲線 1©上のすべての点 P(x, y)は，条件を満たす．

したがって，点 Pの軌跡は，双曲線
x2

4
− y2

12
= 1 である．
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問題 4.1 (1) 焦点 (2, 0)，頂点 (1, 0)の放物線である．

この放物線は，焦点 (1, 0)，頂点 (0, 0)の放物線 y2 = 4x を x軸方向に 1

だけ平行移動したものであるから，その方程式は

y2 = 4(x − 1)

(2) 2点 (3, 0)，(−3, 0)を焦点とし，焦点からの距離の和が 10である楕円 C

の方程式を，
x2

a2
+

y2

b2
= 1とおく．2a = 10，

√
a2 − b2 = 3 より

a = 5, b2 = 16

よって，楕円Cの方程式は
x2

25
+

y2

16
= 1

これを，y軸方向に 1だけ平行移動して，求める楕円の方程式は

x2

25
+

(y − 1)2

16
= 1

(3) 焦点が x軸上にあるから，求める双曲線の方程式は

x2

a2
− y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0)

とおける．2点 (2, 0)，(−2, 0)が頂点であるから

a = 2, a2 = 4

焦点の座標について，
√
a2 + b2 = 3であるから

b2 = 32 − a2 = 9− 4 = 5

よって，求める双曲線の方程式は

x2

4
−

y2

5
= 1

問題 4.2 円上の点Q(s, t)が点 P(x, y)に移るとすると

x = 2s, y = t すなわち s =
1

2
x, t = y

これらを s2 + t2 = 16 に代入すると(
1

2
x

)2

+ y2 = 16 すなわち
x2

64
+

y2

16
= 1

よって，円 x2 + y2 = 16は，楕円
x2

64
+

y2

16
= 1になる．
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問題 4.3 方程式を変形すると

9(x2 + 2x) + 4(y2 − 2y)− 23 = 0

9{(x+ 1)2 − 12}+ 4{(y − 1)2 − 12} − 23 = 0

したがって 9(x+ 1)2 + 4(y − 1)2 = 36

すなわち
(x+ 1)2

4
+
(y − 1)2

9
= 1 · · · 1©

よって，この方程式は，楕円

x2

4
+

y2

9
= 1 · · · 2©

を x軸方向に−1，y軸方向に 1だけ平行移動
した楕円を表す．概形は右の図のようになる．
また，楕円 2©の焦点は，2点 (0,±

√
5)である

から，楕円 1©の焦点は，2点 (−1, 1 ±
√
5)

　

O

y

x

1

−1
1−3

4

−2

問題 4.4 4x2 − 9y2 = 36 · · · 1©
x+ y = k · · · 2©

1©と 2©から yを消去すると 4x2 − 9(k − x)2 = 36

整理すると 5x2 − 18kx+ 9k2 + 36 = 0 · · · (∗)

xの 2次方程式 (∗)の判別式をDとすると

D/4 = (−9k)2 − 5(9k2 + 36) = 36(k2 − 5)

よって， 1©と 2©の共有点の個数は次のようになる．

D > 0 すなわち k < −
√
5,

√
5 < k のとき 2個

D = 0 すなわち k = ±
√
5 のとき 1個

D < 0 すなわち −
√
5 < k <

√
5のとき 0個

1©と 2©が接するのはD = 0のときで，このとき 2次方程式 3© の解は

x = −−18k
2·5k

=
9k

5

このとき， 2©から y = −4k

5
したがって，求める接点の座標は

k = ±
√
5のとき

(
±
9
√
5

5
,∓

4
√
5

5

)
(複号同順)
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問題 4.5 点Cを通る接線は，x軸に垂直ではないから，

その方程式は

y = m(x− 3)

とおける．これを楕円の方程式に代入すると

2x2 +m2(x− 3)2 = 2

　

O

y

x
C

3

整理すると (m2 + 2)x2 − 6m2x+ 9m2 − 2 = 0

この xの 2次方程式の判別式をDとすると

D/4 = (−3m2)2 − (m2 + 2)(9m2 − 2) = −4(4m2 − 1)

直線が楕円に接するのはD = 0のときであるから m = ±1

2

このとき，接点の x座標は x = − −6m2

2(m2 + 2)
=

3m2

m2 + 2
=

1

3

よって，接線の方程式，接点の座標は

m =
1

2
のとき 接線 y =

1

2
(x − 3), 接点

(
1

3
,−

4

3

)
m = −1

2
のとき 接線 y = −

1

2
(x − 3), 接点

(
1

3
,
4

3

)
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問題 4.6 点 Pの座標を (x, y)，Pから直線 x = 3におろした垂線を PHとすると，

OP : PH = e : 1より

OP = ePH すなわち OP2 = e2PH2

OP2 = x2 + y2，PH2 = (x− 3)2を代入すると

x2 + y2 = e2(x− 3)2 ゆえに (1− e2)x2 + 6e2x+ y2 − 9e2 = 0 (∗)

(1) e =
1

2
を (∗)に代入して整理すると

3x2 + 6x+ 4y2 − 9 = 0 ゆえに 3(x+ 1)2 + 4y2 = 12

すなわち
(x+ 1)2

4
+

y2

3
= 1 · · · 1©

よって，点 Pは楕円 1©上にある．
逆に，楕円 1©上のすべての点 P(x, y)は，条件を満たす．

したがって，求める軌跡は，楕円
x2

4
+

y2

3
= 1を x軸方向に−1だけ平

行移動した楕円である．

(2) e = 1を (∗)に代入すると

y2 + 6x− 9 = 0 ゆえに y2 = −6
(
x− 3

2

)
· · · 2©

よって，点 Pは放物線 2©上にある．
逆に，放物線 2©上のすべての点 P(x, y)は，条件を満たす．

したがって，求める軌跡は，放物線 y2 = −6xを x軸方向に
3

2
だけ平行

移動した放物線である．

(3) e = 2を (∗)に代入すると

−3x2 + 24x+ y2 − 36 = 0 ゆえに − 3(x− 4)2 + y2 = −12

すなわち
(x− 4)2

4
− y2

12
= 1 · · · 3©

よって，点 Pは双曲線 3©上にある．
逆に，双曲線 3©上のすべての点 P(x, y)は，条件を満たす．

したがって，求める軌跡は，双曲線
x2

4
−

y2

12
= 1を x軸方向に 4だけ平

行移動した双曲線である．
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問題 4.7 (1) AB = kより，AC+ BC = 3− kであるから，点Cは，2点A，Bを焦点と
する楕円上の点である．この楕円の長軸の長さを 2a，短軸の長さを 2bと
すると

2a = 3− k,
√
a2 − b2 =

1

2
AB =

1

2
k

したがって a =
3− k

2
，b =

√
a2 −

(
k

2

)2

=

√
9− 6k

2

4ABCの面積が最大となるのは，点 Cが短軸上の頂点にあるときである
から

S(k) =
1

2
AB·b = 1

2
k·
√
9− 6k

2
=

1

4
k
√
9 − 6k

(2) (1)の結果から S(k)2 =
3

16
(−2k3 + 3k2)

f(k) = −2k3 + 3k2とおくと
(
0 < k <

3

2

)
f ′(k) = −6k2 + 6k = −6k(k − 1)

k (0) · · · 1 · · · (3
2
)

f ′(k) + 0 −
f(k) ↗ 1 ↘

S(k) =
1

4

√
3f(k)であるから，k = 1のとき，Sは最大値

√
3

4
をとる．

別解 S(k) =
1

4

√
3k2(3− 2k)

3正数 k, k, 3− 2kの相加平均・相乗平均の大小関係により

k + k + (3− 2k)

3
= 3
√

k·k·(3− 2k) ゆえに k2(3− 2k) 5 1

上式において，等号が成立するのは

k = 3− 2k すなわち k = 1

したがって S 5 S(1) =

√
3

4
よって，最大値

√
3

4

深化 4.2 t = x+ 2を y = t2 − tに代入して

y = (x+ 2)2 − (x+ 2) すなわち y = x2 + 3x+ 2

253



練習 4.19 (1) x = t+ 1から t = x− 1 これを y = t2 + 4tに代入して

y = (x− 1)2 + 4(x− 1) すなわち y = x2 + 2x− 3

よって y = (x + 1)2 − 4

(2) x = 2tから t =
1

2
x これを y = 2t− t2に代入して

y = 2·1
2
x−

(
1

2
x

)2

すなわち y = −1

4
x2 + x

よって y = −
1

4
(x − 2)2 + 1

(1) (2)

O

y

x
−1

−4
−3

1−3 O

y

x2 4

1

練習 4.20 放物線の方程式を変形すると y = −(x− 2t)2 + 4t2 + 2t

その頂点を P(x, y)とすると x = 2t，y = 4t2 + 2t

tを消去すると y = x2 + x

よって，頂点 Pが描く図形は，放物線 y = x2 + xである．

練習 4.21 (1) x = 2 cos θ, y = 2 sin θ (2) x =
√
2 cos θ, y =

√
2 sin θ

練習 4.22 (1) x = 3 cos θ, y = 2 sin θ (2) x = 4 cos θ, y = 5 sin θ

練習 4.23 x =
3

cos θ
，y = 2 tan θ とすると

x2

9
− y2

4
=

1

9

(
3

cos θ

)2

− 1

4
(2 tan θ)2 =

1− sin2 θ

cos2 θ
= 1

よって，点 P

(
3

cos θ
, 2 tan θ

)
は双曲線

x2

9
− y2

4
= 1 上を動く．

練習 4.24 x =
5

cos θ
, y = 4 tan θ
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練習 4.25 (1) sin θ =
y + 1

3
，cos θ =

x− 2

3
これらを sin2 θ + cos2 θ = 1 に代入すると

(y + 1)2

9
+

(x− 2)2

9
= 1

よって (x− 2)2 + (y + 1)2 = 9

これは，点 (2,−1)を中心とする半径 3の円を表す．

(2) sin θ =
y − 3

2
，cos θ =

x− 1

3

これらを sin2 θ + cos2 θ = 1 に代入すると

(y − 3)2

4
+

(x− 1)2

9
= 1

よって 楕円
(x − 1)2

9
+

(y − 3)2

4
= 1

練習 4.26 (1) x = 2
(π
3
− sin

π

3

)
=

2

3
π −
√
3， y = 2

(
1− cos

π

3

)
= 1

よって
(
2

3
π −

√
3, 1

)
(2) x = 2(π − sinπ) = 2π， y = 2(1− cosπ) = 4

よって (2π, 4)

(3) x = 2

(
3

2
π − sin

3

2
π

)
= 3π + 2， y = 2

(
1− cos

3

2
π

)
= 2

よって (3π + 2, 2)

(4) x = 2(2π − sin 2π) = 4π， y = 2(1− cos 2π) = 0

よって (4π, 0)

練習 4.27 (1) x = 2 cos
π

6
，y = 2 sin

π

6
より (

√
3, 1)

(2) x =
√
2 cos

π

4
，y =

√
2 sin

π

4
より (1, 1)

(3) x = 3 cosπ，y = 3 sin π より (−3, 0)

255



練習 4.28 (1) r =
√
22 + 22 =

√
8 = 2

√
2

cos θ =
2

2
√
2
=

1√
2
，sin θ =

2

2
√
2
=

1√
2
より θ =

π

4

よって
(
2
√
2,

π

4

)

(2) r =
√

(−1)2 + (
√
3)2 =

√
4 = 2

cos θ =
−1
2
，sin θ =

√
3

2
より θ =

2

3
π

よって
(
2,

2

3
π

)

(3) r =
√

(−
√
3)2 + (−1)2 =

√
4 = 2

cos θ = −
√
3

2
，sin θ = −1

2
より θ =

7

6
π

よって
(
2,

7

6
π

)

練習 4.29 r sin θ = 1 より r =
1

sin θ

練習 4.30 (1) (2)

π
6

O X

r
(
r, π

6

) O
X

θ

r

2

(r, θ)

練習 4.31 直線 `上の点Pの極座標を (r, θ)とすると

OPcos∠AOP = OA

ここで OP = r，OA = 2，

cos∠AOP = cos
(
θ − π

6

)
であるから，直線 `の極方程式は

r cos
(
θ − π

6

)
= 2

　

O X

A(2, π
6
)

2

P(r, θ)

r

π
6

θ
`
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練習 4.32 この曲線上の点 P(x, y)の極座標を (r, θ)とすると

x = r cos θ，y = r sin θ

これらを，x2 + 2y2 = 4 に代入すると r2 cos2 θ + 2r2 sin2 θ = 4

すなわち r2(cos2 θ + 2 sin2 θ) = 4

よって r2(1 + sin2 θ) = 4

練習 4.33 (1) 曲線上の点 P(r, θ)の直交座標を (x, y)とすると

x = r cos θ，y = r sin θ

r =
1

sin θ + cos θ
より r(sin θ + cos θ) = 1

すなわち r cos θ + r sin θ = 1

よって x + y = 1

(2) 曲線上の点 P(r, θ)の直交座標を (x, y)とする．

r 6= 0 のとき sin θ =
y

r

r = 2 sin θ に代入して r = 2·y
r

すなわち r2 = 2y

この式は，r = 0 のときも成り立つ．

さらに，r2 = x2 + y2 であるから x2 + y2 = 2y

したがって x2 + y2 − 2y = 0

練習 4.34 分母を払うと r + 2r cos θ = 1

r cos θ = x を代入すると r = 1− 2x

両辺を 2乗すると r2 = 1− 4x+ 4x2

r2 = x2 + y2 を代入すると x2 + y2 = 1− 4x+ 4x2

整理して 3x2 − y2 − 4x + 1 = 0

練習 4.35
OP

PH
=

1

2
より 2OP = PH

OP = r，PH = 2− r cos θ であるから

2r = 2− r cos θ

よって r =
2

2 + cos θ
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練習 4.36 (1) (2) (3)

(4) (5) (6)

(7)

練習 4.37 (1) (2) (3)

問題 4.8 (1) x+ y =
1

2

(
t+

1

t

)
+

1

2

(
t− 1

t

)
= t

x− y =
1

2

(
t+

1

t

)
− 1

2

(
t− 1

t

)
=

1

t

(2) x+ y = t，x− y =
1

t
から tを消去すると

(x+ y)(x− y) = t·1
t
すなわち x2 − y2 = 1

258



問題 4.9 (1) cos θ =
x+ 1

2
，sin θ =

y + 2

3
から

(x + 1)2

4
+

(y + 2)2

9
= 1

(2)
1

cos θ
= x− 2，tan θ =

y − 1

2
から

(x − 2)2 −
(y − 1)2

4
= 1

問題 4.10 極Oから直線に垂線OHを下ろす．求める直

線上の点 Pの極座標を (r, θ)とすると

OP sin∠OPH = OH

ここで OP = r, OH = 2

∠OPH =
π

6
− θ

よって，求める直線の極方程式は

r sin

(
π

6
− θ

)
= 2

　

O x
2

A(4, 0)

P(r, θ)

θ π
6

π
6
−θ

H

π
3

別解 極Oから直線に垂線OHを下ろす．

求める直線上の点 Pの極座標を (r, θ)とすると

OPcos∠HOP = OH

ここで OP = r, OH = 2, ∠HOP = θ +
π

3

よって，求める直線の極方程式は

r cos

(
θ +

π

3

)
= 2

問題 4.11 (1) r = 2(cos θ − 2 sin θ) の両辺に rを掛けて

r2 = 2r cos θ − 4r sin θ

よって x2 + y2 = 2x− 4y

したがって x2 + y2 − 2x + 4y = 0

(2) r2 sin θ cos θ = 1 より

r sin θ·r cos θ = 1

よって xy = 1
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問題 4.12 分母を払うと
√
2r − r cos θ = 1

r cos θ = xを代入すると
√
2r = x+ 1

両辺を 2乗すると 2r2 = x2 + 2x+ 1

r2 = x2 + y2を代入すると 2(x2 + y2) = x2 + 2x+ 1

整理して x2 + 2y2 − 2x− 1 = 0

この方程式を変形すると

(x− 1)2 + 2y2 = 2 すなわち
(x − 1)2

2
+ y2 = 1

よって，この曲線は楕円である．

補足 2次曲線の極方程式 r =
A

1 + e cos θ
(A, eは定数)の離心率が eである．

本題の極方程式から r =
1√
2
· 1

1− 1√
2
cos θ

上式より，離心率が
1√
2
であるから，楕円．

問題 4.13 点Pの軌跡が描く曲線がサイクロイドであるから，タイヤが角 θ だけ回転した
とき −→

OC = (2θ, 2),
−→
OP = (2(θ − sin θ), 2(1− cos θ))

Qは 2点C，Pの中点であるから

−→
OQ =

1

2
(
−→
OC+

−→
OP) = (2θ − sin θ, 2− cos θ)

よって，点Q(x, y)の媒介変数表示は次のようになる．

x = 2θ − sin θ, y = 2 − cos θ
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章末 4.1 (1) 方程式から y2 = −8x すなわち y2 = 4·(−2)x
焦点の座標は (−2, 0)

(2) 方程式から
x2

1

4

+
y2

1

16

= 1 すなわち
x2(
1

2

)2 +
y2(
1

4

)2 = 1

焦点の座標は

(√
1

4
− 1

16
, 0

)
，

(
−
√

1

4
− 1

16
, 0

)

すなわち

(√
3

4
, 0

)
，

(
−
√
3

4
, 0

)

(3) 方程式の両辺を 32で割って
x2

4
− y2

8
= 1

すなわち
x2

22
− y2

(2
√
2)2

= 1

焦点の座標は (
√
4 + 8, 0)，(−

√
4 + 8, 0)

すなわち (2
√
3, 0)，(−2

√
3, 0)

(1) (2) (3)

O

y

x−2

4

2

x = 2

F
O

y

x
FF′

1
2

−1
2

1
4

−1
4−

√
3
4

√
3
4

O

y

x
2−2

2
√
2

−2
√
2

FF′

2
√
3−2

√
3
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章末 4.2 (1) 頂点が原点，焦点が x軸上にあるから，方程式は y2 = 4px とおける．

点 (−1, 2)を通るから 4 = −4p
よって p = −1
したがって，放物線の方程式は y2 = −4x

(2) 長軸が x軸上，短軸が y軸上にあるから，求める楕円の方程式を

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b > 0)

とおくことができる．

長軸の長さが 4であるから

2a = 4 · · · 1©

点 (
√
2, 1)を通るから

2

a2
+

1

b2
= 1 · · · 2©

1©， 2©を解いて a = 2，b =
√
2

これは，a > bを満たす．

よって，楕円の方程式は
x2

4
+

y2

2
= 1

(3) 頂点の位置から中心は原点Oであり，求める双曲線の方程式を

x2

a2
− y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0)

とおくことができる．

頂点の座標が (1, 0)，(−1, 0)であるから

a = 1 · · · 1©

2直線 y = 2x，y = −2xを漸近線とするから
b

a
= 2 · · · 2©

1©， 2©を解いて a = 1，b = 2

よって，双曲線の方程式は x2 −
y2

4
= 1

262



章末 4.3 (1) 与えられた方程式を変形すると (x2 − 2x+ 1) + 4y2 = 4

すなわち 楕円
(x − 1)2

4
+ y2 = 1

よって，与えれた方程式は，楕円
x2

4
+ y2 = 1を x軸方向に 1だけ平行移

動した楕円を表す．

楕円
x2

4
+ y2 = 1の焦点は 2点 (

√
3, 0)，(−

√
3, 0) であるから，求める焦

点の座標は (
√
3 + 1, 0)，(−

√
3 + 1, 0)

(2) 与えられた方程式を変形すると y2 − 4y + 4 = 4(x+ 1)

すなわち 放物線 (y − 2)2 = 4(x + 1)

よって，与えられた方程式は，放物線 y2 = 4xを x軸方向に−1，y軸方向
に 2だけ平行移動した放物線を表す．

放物線 y2 = 4xの焦点は点 (1, 0)であるから，求める焦点の座標は

(1− 1, 0 + 2) すなわち (0, 2)

(3) 与えられた方程式を変形すると 9(x2 − 2x+ 1)− 4(y2 + 2y + 1) = 36

すなわち 双曲線
(x − 1)2

4
−

(y + 1)2

9
= 1

よって，与えられた方程式は，双曲線
x2

4
− y2

9
= 1 を x軸方向に 1，y軸方

向に−1だけ平行移動した双曲線を表す．

双曲線
x2

4
− y2

9
= 1の焦点は 2点 (

√
13, 0)，(−

√
13, 0)であるから，求め

る焦点の座標は (
√
13 + 1,−1)，(−

√
13 + 1,−1)

章末 4.4 (1) x = 2t2 + 4，y = t+ 3から tを消去すると x = 2(y − 3)2 + 4

よって 放物線 (y − 3)2 =
1

2
(x − 4)

(2) x = 2
√
t，y =

√
t− 2tから tを消去すると

y =
x

2
− 2

(x
2

)2
= −x2

2
+

x

2

ここで，
√
t = 0 から x = 0

よって 放物線の一部 y = −
x2

2
+

x

2
(x = 0)
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章末 4.5 ∠AOB=
π

3
− π

6

=
π

6

よって

4OAB =
1

2
·3·4 sin π

6
= 3

　

π
3 π

6

A

B

4

3

O X

章末 4.6 円上の点Pの極座標を (r, θ)とし，4OCPに

余弦定理を適用すると

r2 + r1
2 − 2rr1 cos(θ − θ1) = a2

この等式は，θ = θ1のときも成り立つ．

　

O X

P a
C

r

r1θ
θ1

章末 4.7 Pから直線 x = −1へ下ろした垂線を PHとすると，PH = PAであるから

|x+ 1| =
√

(x− 1)2 + y2

両辺を 2乗すると

(x+ 1)2 = (x− 1)2 + y2

整理すると y2 = 4x

よって，点 Pの軌跡は 放物線 y2 = 4x

章末 4.8
x2

6
− y2

3
= 1 から y2 =

1

2
x2 − 3

PF2 = (x− 3)2 + y2 = (x− 3)2 +
1

2
x2 − 3

=
3

2
x2 − 6x+ 6 =

3

2
(x2 − 4x+ 4)

=
3

2
(x− 2)2

また PH2 = |x− 2|2 = (x− 2)2

よって PF2 : PH2 =
3

2
: 1 = 3 : 2

したがって
PF

PH
=

√
3

√
2

(一定)

補足 e =
PF

PH
は，2次曲線の離心率を表し，e > 1であるから，双曲線である．
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章末 4.9 与えられた方程式を変形すると 4(x2 + 2x+ 1) + (y2 − 4y + 4) = 16

すなわち
(x+ 1)2

4
+

(y − 2)2

16
= 1

この楕円を，x軸方向に 1，y軸方向に−3だけ平行移動すると，移動後の楕円
の方程式は

{(x− 1) + 1}2

4
+
{(y + 3)− 2}2

16
= 1

すなわち
x2

4
+

(y + 1)2

16
= 1 · · · 1©

この楕円は，楕円
x2

4
+

y2

16
= 1 · · · 2©

を y軸方向に−1だけ平行移動したものである．

2©の楕円の焦点の座標は (0,
√
16− 4)，(0,−

√
16− 4)

すなわち (0, 2
√
3)，(0,−2

√
3)

よって， 1©の楕円の焦点の座標は

(0, 2
√
3 − 1)，(0,−2

√
3 − 1)
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章末 4.10 4x2 + y2 = 4 · · · 1©， y = −x+ k · · · 2©

とする． 2©を 1©に代入すると

4x2 + (−x+ k)2 = 4

展開して整理すると

5x2 − 2kx+ k2 − 4 = 0 · · · 3©

直線 2©が楕円 1©と異なる 2点で交わるから，2次方程式 3©の判別式をDと
すると

D > 0

したがって (−2k)2 − 4·5(k2 − 4) > 0

すなわち k2 − 5 < 0

これを解いて −
√
5 < k <

√
5 · · · 4©

ここで，点Q，Rの座標をそれぞれQ(x1, y1)，R(x2, y2) とおくと，

点 Pの座標は
(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
また，x1，x2は，2次方程式 3©の解であるから，解と係数の関係より

x1 + x2 =
2k

5
よって y1 + y2=(−x1 + k) + (−x2 + k)

=−(x1 + x2) + 2k =
8k

5

したがって，点 Pの座標は kを用いて，
(
k

5
,
4k

5

)
と表すことができる．

x =
k

5
，y =

4k

5
とおいて，kを消去すると

y = 4x

また， 4©から −
√
5

5
< x <

√
5

5

したがって，求める軌跡は

直線の一部 y = 4x

(
−
√
5

5
< x <

√
5

5

)
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章末 4.11 与えられた方程式を変形すると (x2 + 2tx+ t2) + (y2 − 4ty + 4t2) = t

すなわち (x+ t)2 + (y − 2t)2 = t

この方程式が円を表すための条件は t > 0 · · · 1©

このとき，中心の座標を (x, y)とすると

x = −t，y = 2t

これから tを消去すると y = −2x

ここで， 1©から −x > 0 すなわち x < 0

よって，求める軌跡は

直線の一部 y = −2x (x < 0)

章末 4.12 曲線上の点 Pの直交座標を (x, y)とすると

r2 = x2 + y2, cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 =
2x2

r2
− 1

これらを極方程式に代入すると

x2 + y2 = 2a2
(

2x2

x2 + y2
− 1

)
整理すると (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2)

O

y

x

√
2a−

√
2a
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2次曲線の離心率と極方程式

Oを通らない直線 `(準線)に，点 P(r, θ)から下ろした垂線を PHとするとき

e =
OP

PH

の値が一定であるような点 Pの軌跡は，2次曲線になる．
点 L(λ, 0)を通り，始線OXに垂直な直線を `とする．
右の図において，LとHは `上にあるから

r cos θ +
r

e
= λ

ゆえに r =
eλ

1 + e cos θ
· · · 1©

　

θ

P(r, θ)

O

r

r
e

λ X

L(λ, 0)

H

`

同様に，点 L(λ, π
2
)を通り，始線OXに平行な直線を `とする．

右の図において，LとHは `上にあるから

r sin θ +
r

e
= λ

ゆえに r =
eλ

1 + e sin θ
· · · 2©

　

θ

P(r, θ)

O

r

r
e

λ

X

L(λ, π
2
) H `

1©， 2©が点 Pの軌跡を表す極方程式である．
一般に，極方程式 r = −f(θ + π)と r = f(θ)は一致する．
したがって，λ < 0のとき，d = −λとおくと (d > 0)， 1©， 2©は，それぞれ次の
ように表すこともできる．

r =
eλ

1 + cos θ
= − e(−λ)

1− e cos(θ + π)
=

ed

1− e cos θ
· · · 1©′

r =
eλ

1 + sin θ
= − e(−λ)

1− e sin(θ + π)
=

ed

1− e sin θ
· · · 2©′
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極方程式 1©を直交座標 (x, y)に関する方程式で表すと

(1− e2)x2 + y2 + 2e2λx− e2λ2 = 0 · · · (∗)

(∗)は，e 6= 1のとき
(1− e2)2

e2λ2

(
x+

e2λ

1− e2

)2

+
1− e2

e2λ2
y2 = 1

i) 0 < e < 1のとき，
1

a
=

1− e2

e|λ|
，

1

b
=

√
1− e2

e|λ|
とおくと e =

√
a2 − b2

a

したがって，(∗)は λの符号によって，次のようになる．

λ > 0のとき
(x+ ea)2

a2
+

y2

b2
= 1，

中心 (−ea, 0)， 準線 x = −ea+ a

e

λ < 0のとき
(x− ea)2

a2
+

y2

b2
= 1，

中心 (ea, 0)， 準線 x = ea− a

e

ii) e = 1のとき，(∗)は y2 = −2λ
(
x− λ

2

)

iii) e > 1のとき，
1

a
=

e2 − 1

e|λ|
，

1

b
=

√
e2 − 1

e|λ|
とおくと e =

√
a2 + b2

a

したがって，(∗)は λの符号によって，次のようになる．

λ > 0のとき
(x− ea)2

a2
− y2

b2
= 1，

中心 (ea, 0)， 準線 x = ea− a

e

λ < 0のとき
(x+ ea)2

a2
− y2

b2
= 1，

中心 (−ea, 0)， 準線 x = −ea+ a

e

これらの表す曲線は，eのとる値によって，次のような 2次曲線に分類される．この
eの値を離心率という．

［1］ 0 < e < 1 のとき Oを焦点の 1つとする楕円

［2］ e = 1 のとき Oを焦点，`を準線とする放物線

［3］ e > 1 のとき Oを焦点の 1つとする双曲線
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同様に，極方程式 2©を直交座標 (x, y)に関する方程式で表すと

x2 + (1− e2)y2 + 2e2λx− e2λ2 = 0 · · · (∗∗)

(∗∗)は，e 6= 1のとき
1− e2

e2λ2
x2 +

(1− e2)2

e2λ2

(
y +

e2λ

1− e2

)2

= 1

i) 0 < e < 1のとき，
1

a
=

√
1− e2

e|λ|
，

1

b
=

1− e2

e|λ|
とおくと e =

√
b2 − a2

b

したがって，(∗∗)は λの符号によって，次のようになる．

λ > 0のとき
x2

a2
+

(y + ea)2

b2
= 1，

中心 (0,−ea)， 準線 y = −ea+ a

e

λ < 0のとき
x2

a2
+

(y − ea)2

b2
= 1，

中心 (0, ea)， 準線 y = ea− a

e

ii) e = 1のとき，(∗∗)は x2 = −2λ
(
y − λ

2

)

iii) e > 1のとき，
1

a
=

√
e2 − 1

e|λ|
，

1

b
=

e2 − 1

e|λ|
とおくと e =

√
a2 + b2

b

したがって，(∗∗)は λの符号によって，次のようになる．

λ > 0のとき −x2

a2
+

(y − ea)2

b2
= 1，

中心 (0, ea)， 準線 y = ea− a

e

λ < 0のとき −x2

a2
+

(y + ea)2

b2
= 1，

中心 (0,−ea)， 準線 y = −ea+ a

e

補足 (1)の楕円
x2

16
+

(y − 3)2

25
= 1の焦点は y軸上にあるから (準線は y軸に垂直)，

極方程式を次のようにおける．

r =
δ

1 + ε sin θ

(1)に示した図の 2点 P1

(
8, π

2

)
，P2

(
2, 3π

2

)
を通ることから

δ =
16

5
, ε = −3

5
ゆえに r =

16

5− 3 sin θ
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(∗)，(∗∗)で示した楕円と双曲線の中心，放物線の頂点を，原点に平行移動した 2

次曲線は，次のようになる．

［1］楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1

a > bのとき e =

√
a2 − b2

a
，焦点 (±ea, 0)，準線 x = ±a

e
(複号同順)

a < bのとき e =

√
b2 − a2

b
，焦点 (0, ± eb)，準線 y = ±b

e
(複号同順)

［2］放物線 y2 = −2λx

e = 1，焦点
(
−λ

2
, 0

)
，準線 x =

λ

2

放物線 x2 = −2λy

e = 1，焦点
(
0, −λ

2

)
，準線 y =

λ

2

［3］双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1

e =

√
a2 + b2

a
，焦点 (±ea, 0)，準線 x = ±a

e
(複号同順)

双曲線−x2

a2
+

y2

b2
= 1

e =

√
a2 + b2

b
，焦点 (0, ± eb)，準線 y = ±b

e
(複号同順)
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楕円C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1について (a > b)，

C上の点をP(x1, y1)，焦点をF(ea, 0)，

F′(−ea, 0)，CのPにおける接線を lと

する．F，F′から lにそれぞれ垂線FH，

F′H′を引くと，次が成り立つ．

FP = a− ex1

F′P = a+ ex1

∠FPH = ∠F′PH′

　

O

y

x

P(x1, y1)

ea−ea
FF′

x1

H

H′

a−a

b

−b

l

C

証明

FP2 = (x1 − ea)2 + y1
2 = x1

2 − 2eax1 + e2a2 + y1
2

= x1
2 − 2eax1 +

(
a2 − b2

a2

)
a2 +

b2

a2
(a2 − x1

2)

= a2 − 2eax1 +
a2 − b2

a2
x1

2

= a2 − 2eax1 + e2x1
2 = (a− ex1)

2

a > ex1であるから FP = a− ex1 同様にして F′P = a+ ex1

F(ea, 0)，F′(−ea, 0)から l :
x1

a2
x+

y1
b2
y − 1 = 0までの距離は，それぞれ

FH =

∣∣∣x1

a2
ea− 1

∣∣∣√(x1

a2

)2
+
(y1
b2

)2 =
a− ex1√

x1
2 +

(ay1
b

)2 =
FP√

x1
2 +

(ay1
b

)2
F′H′ =

∣∣∣x1

a2
(−ea)− 1

∣∣∣√(x1

a2

)2
+
(y1
b2

)2 =
a+ ex1√

x1
2 +

(ay1
b

)2 =
F′P√

x1
2 +

(ay1
b

)2
上の 2式から

FH

FP
=

F′H′

F′P
ゆえに ∠FPH = ∠F′PH′ 証終
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