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本書は，熊本大学医学部医学科受験者のための入試問題集です．本書には，平成
27年 (2015年)度から令和 6年 (2024年)度までの 2次試験前期日程の問題 (現行課
程)をすべて掲載しています．第 1章には問題を掲載し，第 2章には解答，第 3章に
は研究を付けています．
また，平成 9年 (1997年)から令和 5年 (2023年)までの一般前期試験問題および解
答については，年度ごとに次のサイトに掲載しています．

https://math4u.site/

本書の編集にあたり，以下の点に留意しました．

1. 解答は，図や解説を充実させ，自学自習ができるように配慮しました．

2. 本書は，電子文書 (PDF)での利用を想定し，ハイパーリンクを施しています．
Adobe Reader(高機能のPDFブラウザ [フリーソフト])などをご利用ください．
利用する際には，全画面表示 ( Ctrl +L)および描画領域に合わせる ( Ctrl +3)

と見やすくなります．ページスクロールには，( Ctrl +N， Ctrl +H)が利用で
き，リンク (ジャンプ)先から戻る ( Alt + N)，進む ( Alt + H)も利用できます．
なお，全画面表示を解除するには ESC．

4. 電子黒板を利用される場合は，電子黒板の PDFブラウザをご使用ください．
ファイルサイズに優れ，ハイパーリンク・拡縮・スワイプ・書き込みもスムー
ズに機能します．

3. 平成 13年 (2001年)度から平成 26年 (2014年)度までの一般前期試験問題をま
とめた『入試の軌跡　熊本大学　医医』を上記のサイトに掲載しています．

令和 6年 6月　西村　信一
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第 1 章 一般前期問題

数学の試験時間は 120分で，数学 I・II・III・A・Bの範囲から 4題出題さ
れ問題冊子 (A4で 4ページ)は，見開きで 1 , 2 が偶数ページ， 3 , 4

が奇数ページに配置されている．解答用紙は， 1 ～ 4 の番号が書かれ
た A3用紙 (4枚)と白紙 (計算用紙)がはさみ込まれている．なお，解答
用紙以外は持ち帰ることができる．
過去 10年間の出題傾向をみると，数学 IIIの微積分の出題率が高く，

2022年以外は毎年出題されている．数学Bの「ベクトル」からの出題も
多く，過去 10年間のうち 4回が「空間のベクトル」で，2回が「平面の
ベクトル」となっている．また過去 10年間で「複素数平面」の分野から
5回出題されていることにも注意したい．
出題分野は限られており，奇抜な出題もない．どの問題もよく目にす

るオーソドックスな難問ばかりである．典型的な発展問題を中心に学習
を重ねていくことが大切なようだ．
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2 第 1章 一般前期問題

出題分野

2015年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 III 微分法 4ABCの成立条件，cosCの値の範囲
2 標準 数学B 空間のベクトル 一直線上の 3点，垂直条件
3 標準 数学B 数列 数列の図形への応用

数学B 数列 漸化式を導き一般項を求める
4 標準 数学 III 極限 数列の極限

数学 III 積分法 定積分の計算

2016年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学B 空間のベクトル ベクトルの正四面体への応用

2 標準
数学 III 微分法の応用 最大値
数学 III 積分法の応用 面積，y軸の周りの回転体の体積

3 標準 数学 III 複素数平面 極形式，ド・モアブルの定理

4 標準
数学 III 微分法の応用 面積の最小値
数学 III 積分法の応用 3次関数のグラフと x軸で囲まれた面積

2017年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 II 三角関数 三角形の面積の最小値
2 標準 数学 III 　複素数平面　 正三角形の条件，2直線のなす角

3 標準
数学 III 微分法の応用 曲線と直線の共有点
数学 III 積分法の応用 曲線と直線で囲まれた部分の面積

4 やや難 数学 III 極限 分数の和の最大，極限値

2018年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学B 空間のベクトル 四面体の体積
2 やや難 数学A 確率 サイコロを移動させる確率
3 標準 数学 III 複素数平面 双曲線の偏角
4 標準 数学 III 積分法 定積分で表された関数の最大・最小

2019年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 III 積分法の応用 回転体の体積
2 標準 数学 II 図形と方程式 軌跡の方程式
3 標準 数学 III 積分法の応用 面積
4 標準 数学A 場合の数と確率 球を取り出す確率
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2020年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準 数学 III 積分法の応用 媒介変数による曲線，面積
2 標準 数学 III 複素平面 三角形の面積
3 標準 数学A 　整数の性質　 合同式
4 やや難 数学 III 積分法の応用 区分求積法

2021年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 やや難 数学B 空間のベクトル 位置ベクトル
2 標準 数学 III 複素平面 図形への応用
3 標準 数学 III 積分法の応用 回転体の体積
4 やや難 数学 III 積分法 はさみうちの原理

2022年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 やや易 数学B 空間のベクトル 位置ベクトル
2 標準 数学 III 極限 定積分で定義された数列の極限
3 標準 数学B 数列 定点から正弦曲線に引いた接点の点列
4 やや難 数学 II 式と証明 mn+ 2 = m+nCmを満たす整数 (m, n)

2023年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 やや易 数学A 場合の数と確率 確率漸化式
2 標準 数学B 平面上のベクトル 基本ベクトル

3 標準
数学 III 微分法の応用 最大値・最小値
数学 III 積分法の応用 図形の面積

4 標準 数学B 平面上のベクトル 図形への応用

2024年度
難易度 科　目 分　野 出　題　内　容

1 標準
数学A 場合の数と確率 反復試行の確率
数学 III 積分法 ベータ関数

2 標準 数学 II 三角関数 3倍角の図形への応用
3 やや難 数学 III 積分法 最大値・最小値
4 難 数学A 整数の性質 ユークリッドの互除法とその応用
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出題分野 (2015-2024)

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

数と式
I 2次関数
図形と計量 1

データの分析
式と証明 4

複素数と方程式
II 図形と方程式 2

三角関数 1 2

指数関数と対数関数
微分法と積分法
式と曲線
複素数平面 3 2 3 2 2

関数
III 極限 4 4 2

微分法とその応用 1 2·4 3

積分法 4 4 4 4 3 1·3
積分法の応用 2 3 1·3 1·4 3 3

場合の数と確率 2 4 1 1

A 整数の性質 3 4

図形の性質
平面上のベクトル 1 2·4

B 空間のベクトル 2 1 1 1

数列 3·4 3

確率分布と統計
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1.1 2015年度
1 4ABCの 3辺の長さをBC = a，AC = b，AB = cとし，条件

a+ b+ c = 1, 9ab = 1

が成り立つとする．以下の問いに答えよ。

(1) aの値の範囲を求めよ。

(2) θ = ∠Cとするとき，cos θの値の範囲を求めよ。

2 p，q，rを実数とする。空間内の 3点A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r)が
一直線上にあるとき，以下の問いに答えよ。ただし，Oを原点とする。 研

(1) pは 1でも−1でもないことを示せ。

(2) q，rを pを用いて表せ。

(3) p′，q′，r′を実数とし，空間内の3点をA′(1, p′, 0)，B′(q′, 1, 1)，C′(−1,−1, r′)

とする。ベクトル
−−→
OA′，

−−→
OB′，

−−→
OC′がいずれもベクトル

−→
ABに垂直である

とき，p′，q′，r′を pを用いて表せ。

(4) (3)における 3点A′，B′，C′は一直線上にないことを示せ。
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3 aと bを正の実数とする。4ABCにおいて，∠Bと∠Cは鋭角とする。点Aを
通り辺BCに直交する直線を引き，辺BCとの交点をX1とし，線分AX1の長
さを 1とする。また，BX1 = a，CX1 = bとする。各 n = 1, 2, 3, · · · に対して
以下の操作を行う。

辺BC上の点Xnを通り辺ACに平行な直線を引き，辺ABとの交点
をYnとする。また，点Ynを通り辺BCに平行な直線を引き，辺AC

との交点をZnとする。点Znを通り辺BCに直交する直線を引き，辺
BCとの交点をXn+1とする。

線分 ZnXn+1の長さを lnとするとき，以下の問いに答えよ。

(1) l1を a，bを用いて表せ。

(2) ln+1を ln，a，bを用いて表せ。

(3) b = 8aのとき，ln >
1

2
となる最小の奇数nを求めよ。必要ならば，3.169 <

log2 9 < 3.17を用いてもよい。

4 rを正の実数とする。数列 {an}を

an =

∫ nπ

0

e−rx| sin x| dx (n = 1, 2, 3, · · · )

と定めるとき，以下の問いに答えよ。

(1) an+1 − anを求めよ。

(2) {an}の一般項を求めよ。

(3) lim
n→∞

anを rを用いて表せ。

(4) (3)で求めた rの式を f(r)とおく。 lim
r→+0

rf(r)を求めよ。
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1.2 2016年度
1 4ABCと，Aを通り BCに平行な直線 lを考える。kを正の数とし，直線 l上

に点Pを
−→
AP = k

−→
BCとなるようにとる。また直線 l上に点Qを，線分PBと線

分QCが 1点で交わるようにとる。その交点をRとする。
−→
AB = ~b，

−→
AC = ~cと

おき，またmを
−→
AQ = m

−→
APにより定める。以下の問いに答えよ。

(1)
−→
ARを~b，~c，k，mを用いて表せ。

(2) |~b| = 1，|~c | = 2，cos∠BAC =
3

4
，m = −1 とする。

−→
BRと

−→
CRが直交す

るとき，kの値を求めよ。

2 x = 1で定義された関数

f(x) =
log x

x2

について，以下の問いに答えよ。 研

(1) x = 1における f(x)の最大値とそのときの xの値を求めよ。

(2) (1)で求めた xの値を aとする。曲線 y = f(x)と 2直線 y = 0，x = a で
囲まれた図形をDとする。Dの面積を求めよ。

(3) (2)の図形Dを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。
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3 0 < θ <
π

2
を満たす θに対して，α = 2(cos θ + i sin θ)とする。ただし，iは虚

数単位である。n = 1, 2, 3, · · · に対して

zn = αn − 2αn−1

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) θ =
π

3
とするとき，znを極形式で表せ。

(2) θ =
π

3
とするとき，

n∑
k=1

|zk| > 500となる最小の nを求めよ。

(3) z1000が実数となるような θの値の個数を求めよ。

4 a，bを実数とし，曲線C : y = x3 − 3ax2 + bxを考える。Cの接線の傾きの最
小値が−3であるとき，以下の問いに答えよ。

(1) bを aを用いて表せ。

(2) Cが x軸の正の部分，負の部分とそれぞれ 1点で交わるとする。このとき
aの値の範囲を求めよ。

(3) aが (2)で求めた範囲にあるとき，Cと x軸で囲まれた図形の面積の最小
値を求め，そのときの aの値を求めよ。



1.3. 2017年度 9

1.3 2017年度
1 半径 1の円に外接する4ABCについて，∠CAB = 2x，∠ABC = 2y，∠BCA =

2zとする。4ABCの面積を Sとするとき，以下の問いに答えよ。 研

(1) S =
1

tan x
+

1

tan y
+

1

tan z
が成り立つことを示せ。

(2) z =
π

6
のとき，Sの最小値とそのときの x，yを求めよ。

2 s > 0，t > 0とする。複素数平面上の α = −i，β = 2− 2i，γ = s+ ti を表す
点をそれぞれA，B，Cとする。さらに，点Dを直線ACに関して点Bと反対
側にとり，4ACDが正三角形になるようにする。点Dを表す複素数を zとす
るとき，以下の問いに答えよ。

(1) zを s，tを用いて表せ。

(2) α，β，γが等式 4(β−α)2 +(γ−α)2 − 2(β−α)(γ−α) = 0を満たすとき，
γと zをそれぞれ求めよ。

(3) (2)で求めたγとzに対して，直線ACと直線BDの交点をFとし，∠DFC =

θとする。このとき，cos θの値を求めよ。
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3 f(x) =
(x− 1)(x− 2)

x2
(x > 0)とする。座標平面上の曲線 y = f(x)をCとし，

点P(t, f(t)) (t > 0)における曲線Cの接線を `とする。以下の問いに答えよ。

(1) 接線 `と曲線Cが点P以外に共有点をもたないような tの最大値を求めよ。

(2) (1)で求めた tの値をaとする。実数kに対し，直線 `k : y = k(x−a)+f(a)

と曲線Cの共有点の個数を求めよ。 研

(3) (2)の直線 `kと曲線Cの共有点が 2個のとき，それら共有点の x座標のう

ち小さい方の値が
1

3
となるような kを求め，そのときの曲線Cと直線 `k

で囲まれた部分の面積を求めよ。

4 nは 2以上の自然数とする。1から 2nまでの自然数の順列 a1, a2, · · · , a2n に
対して，分数の和

a1
an+1

+
a2
an+2

+ · · ·+ an
a2n

· · · (∗)

を考える。1から 2nまでの自然数のすべての順列に対して (∗)がとり得る値の
最大値を Snとする。以下の問いに答えよ。

(1) S2を求めよ。

(2) Snを与える順列 a1, a2, · · · , a2nの例を 1つ挙げ，その理由を述べよ。

(3) lim
n→∞

Sn

n log n
を求めよ。
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1.4 2018年度
1 tを実数とする。空間の 4点A(1, 5, 0)，B(4, 2, 0)，C(t, 2t, t−1)，D(1, 6, 1)
について，以下の問いに答えよ。 研

(1) 4ABCが直角三角形になる tの値をすべて求めよ。

(2) A，B，C，Dが同一平面上にあるような tの値を求めよ。

(3) ∠BACが直角のとき，四面体ABCDの体積を求めよ。

2 m，nを整数とする。xy平面上の 4点 (m, n)，(m − 1, n)，(m − 1, n − 1)，
(m, n− 1)を頂点にもつ正方形をR(m,n)と表す。初めに 1辺の長さが 1のさい
ころがR(1,1)に 1の目を上に置かれている。1枚の硬貨を投げて表が出たらさ
いころを x軸方向に+1だけ転がして移し，裏が出たら y軸方向に+1だけ転
がして移す。以下の問いに答えよ。ただし，さいころの向かい合う面の目の数
の和は 7であるとする。

(1) 硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある確率を求めよ。

(2) 硬貨を 2回投げたあとにさいころの 6の目が上にあるという条件の下で，
硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある条件付き確率を求
めよ。

(3) 硬貨を 5回投げたとき，初めから 5回目の移動までにさいころの 6通りの
目がすべて上に現れる確率を求めよ。
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3 複素数平面上で |z + i| − |z− i| = 1をみたす点 zの全体をHとおく。以下の問
いに答えよ。ただし，複素数の偏角 θの範囲は 0 5 θ < 2πとする。

(1) Hの点 zに対して，zの偏角 θ1のとりうる値の範囲を求めよ。

(2) Hの点 zに対してw =
1

z
とする。wの絶対値 r2と偏角 θ2のとりうる値の

範囲をそれぞれ求めよ。 研

4 関数 f(x) =
√
3x2 + x3 (x = −3)について，以下の問いに答えよ。

(1) f(x)の極大値を求めよ。

(2) −3 5 x 5 0とするとき，F (x) =

∫ x+3

x

f(t) dtの最大値と最小値を求めよ。
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1.5 2019年度
1 座標平面上の曲線C1 : y = x2 + 2ax− 2a+ 1およびC2 : y = x3 + 1を考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 曲線C1と曲線C2の共有点がちょうど 2個になるような実数 aの値を求め
よ。ただし，a 6= 0とする。

(2) (1)で求めた aに対し，曲線C1と曲線C2で囲まれた部分を x軸の周りに
回転してできる立体の体積を求めよ。

2 座標平面上の直線 `を y = ax− a− 2，直線mを y = bx+3bとおく。直線 `と
直線mは互いに直交しながら座標平面上を動くとする。ただし，a，bは `とm

の条件を保ちながら実数値をとって変化するものとする。以下の問いに答えよ。

(1) 直線 `と直線mの交点 Pの軌跡を求めよ。

(2) 点 A(1,−2)，点 B(−3, 0)に対して，線分 APおよび線分 BPの長さを a

を用いて表せ。

(3) 4APBの面積が最大となるときの aの値を求めよ。
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3 座標平面上の曲線 y = x sin 3x+3x2
(
0 5 x 5 π

2

)
をCとする。曲線Cの接線

で原点を通るものを `とし，その接点の x座標を aとする。ただし，0 < a <
π

2
とする。以下の問いに答えよ。

(1) aの値を求めよ。

(2) 曲線Cと直線 `の共有点の座標をすべて求めよ。

(3) 曲線Cと直線 `で囲まれた部分の面積を求めよ。

4 赤球と白球の 2色の球を用いて行うゲームがあり，手元にある球全体に対する
赤球の比率が pであるとき，確率 p2でゲームに勝つものとする。nを 2以上の
整数とし，赤球，白球ともに n個入っている箱から n個の球を取り出してゲー
ムを行った。以下の問いに答えよ。

(1) kを 0以上 n以下の整数とする。取り出した n個の球のうち赤球が k個と

なる確率は
(nCk)

2

2nCn

となることを示せ。

(2) kを 1以上 n以下の整数とする。取り出した n個の球のうち赤球が k個

となり，さらにゲームに勝つ確率は
n

2(2n− 1)
·(n−1Ck−1)

2

2n−2Cn−1

であることを

示せ。

(3) ゲームに勝つ確率は
n

2(2n− 1)
であることを示せ。
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1.6 2020年度

1 xy平面上において，媒介変数 t

(
0 5 t 5 2

3
π

)
によって

{
x = sin t

y = 1− cos 3t

と表される曲線をCとする。以下の問いに答えよ。

(1) C上の点で x座標が最大になる点 Pと y座標が最大になる点Qの座標を
それぞれ求めよ。

(2) C上の点
(
1

2
, 1

)
における接線の方程式を求めよ。

(3) Cと x軸で囲まれた図形の面積を求めよ。

2 α，βを複素数とし，複素数平面上の点O(0)，A(α)，B(β)，C(|α|2)，D(αβ)を
考える．3点O，A，Bは三角形をなすとする。また，複素数 zに対し，Im(z)

によって zの虚部を表すことにする。以下の問いに答えよ。

(1) 4OABの面積を S1，4OCDの面積を S2とするとき，
S2

S1

を求めよ。

(2) 4OABの面積 S1は
1

2
|Im(αβ)|で与えられることを示せ。

(3) 実数 a，bに対し，複素数 zを z = a+ biで定める。1 5 a 5 2，1 5 b 5 3

のとき，3点O(0)，P(z)，Q

(
1

z

)
を頂点とする4OPQの面積の最大値と

最小値を求めよ。
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3 以下の問いに答えよ。

(1) xが自然数のとき，x2を 5で割ったときの余りは 0，1，4のいずれかであ
ることを示せ。

(2) x2 + 5y2 = 2z2を満たす自然数 x，y，zの組は存在しないことを示せ。

4 xy平面において，x，yがともに整数であるとき，点 (x, y)を格子点とよぶ。2

以上の整数 nに対し，

0 < x < n, 1 < 2y <
(
1 +

x

n

)n
をみたす格子点 (x, y)の個数を P (n)で表す。以下の問いに答えよ。

(1) 不等式

n−1∑
k=1

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
5 P (n) <

n−1∑
k=1

n log2

(
1 +

k

n

)
を示せ。

(2) 極限値 lim
n→∞

P (n)

n2
を求めよ。

(3) (2)で求めた極限値を Lとする。不等式

L− P (n)

n2
>

1

2n

を示せ。
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1.7 2021年度
1 空間の点Oを通らない平面 αをとる。α上の 3点A，B，Cは三角形をなすと

し，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく。kを 1より大きい定数とする。直線 `

は媒介変数 tを用いて

k

3
(~b+ 2~c) +

tk

3
(2~a−~b−~c)

と表せるとする。`上を点Xが動くとき，2点O，Xを通る直線と平面 α の交
点Yの軌跡をmとする。

(1) 4ABCの各辺とmとの交点の個数をそれぞれ求めよ。また，交点がある
場合，各交点 Zについて，

−→
OZを~a，~b，~cを用いてそれぞれ表せ。

(2) A，Bの中点をDとする。`を含み αに平行な平面を βとし，O，Dを通
る直線と平面 βの交点をEとする。点Oとm上の点Yを通る直線は 2点
E，Cを通る直線と交点をもつとし，その交点をFとする。このとき，

−→
OF

を~a，~b，~cおよび kを用いて表せ。

2 複素数wは実部，虚部ともに正であるとする。相異なる複素数 α，β，γは

{(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

を満たすとする。α，β，γを表す複素数平面上の点をそれぞれA，B，Cとする。

(1)
γ − α

β − α
の偏角 θ (0 5 θ < 2π) のとりうる範囲を求めよ。

(2) 4ABCが正三角形であるときのwの値を求めよ。

(3) 4ABCが正三角形であるとする。w = αかつ4ABCの重心が点
w2

2
であ

るとき，βと γの値を求めよ。
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3 媒介変数 tを用いて表された曲線 研

C : x =
1

2
(et + e−t), y =

1

2
(et − e−t)

を考える。

(1) 点Mの座標を (0, 1)とする。曲線C上の点Pに対して，MPを最小にす
る tの値 t0を求めよ。

(2) (1)の t0に対する曲線 C上の点をQとする。Qにおける Cの接線を `と
するとき，曲線Cと接線 `および x軸で囲まれた部分Dの面積を求めよ。

(3) (2)のDを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。

4 次の問いに答えよ。

(1) nを正の整数とするとき，定積分
∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。

(2) cを正の数とするとき， lim
n→∞

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx| dxを求めよ。
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1.8 2022年度
1 aを実数とし，座標空間の点P1(a, 0, 0)，P2(a+1, 0, 0)，Q(0, 1, 0)，R(0, 0, 3)
を考える。G1，G2をそれぞれ4P1QR，4P2QRの重心とする。以下の問いに
答えよ。

(1) P1，P2を通る直線と，G1，G2を通る直線は平行であることを示せ。

(2) 四角形 P1P2G2G1の面積を求めよ。

(3) 四角形 P1P2G2G1を底面とする四角錐Q-P1P2G2G1の体積を求めよ。

2 関数 f(x) =

√
1 + sin2 πx

2
について，以下の問いに答えよ。

(1) f(x) (0 5 x 5 1)の最大値を求めよ。

(2) 0 5 x 5 1において，f(x) =
√
2xとなることを示せ。

(3) 数列 {an}を

an =

∫ 1

0

{f(x)}n dx (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める。 lim
n→∞

n
√
anの値を求めよ。ただし， lim

n→∞

log(n+ 1)

n
= 0を用い

てよい。
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3 pを正の実数とする。曲線 y = sin x (x > 0)の接線で点 (−p, 0)を通るものをす
べて考え，それらの接点の x座標を小さい方から順に a1, a2, a3, · · · , an, · · ·
とする。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) n = 1, 2, 3, · · · に対して，tan an = an + pが成り立つことを示せ。

(2) n = 1, 2, 3, · · · に対して，an+1 − an > πが成り立つことを示せ。

(3) a1 =
π

3
のとき，n = 1, 2, 3, · · · に対して，tan an+1 > nπ +

√
3が成り立

つことを示せ。

4 以下の問いに答えよ。

(1) m 5 nであって，mn+ 2 = m+nCmを満たす正の整数の組 (m, n) を 1つ
求めよ。

(2) m 5 nであって，mn+2 = m+nCmを満たす正の整数の組 (m, n) は，(1)

で求めた組に限ることを示せ。
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1.9 2023年度
1 nを 3以上の自然数とする．1個のさいころを n回投げて，出た目の数の積を
とる。積が 60となる確率を pnとする。以下の問いに答えよ。

(1) p3を求めよ。

(2) n = 4のとき，pnを求めよ。

(3) n = 4とする．出た目の数の積がn回目にはじめて60となる確率を求めよ。

2 原点をOとする座標平面上に3点A，B，Cがある。
−→
OA = ~u，

−→
AB = ~v，

−→
BC = ~w

とおく。~e1 = (1, 0)，~e2 = (0, 1)とするとき，3つのベクトル ~u，~v，~wは
~u = −~e1,
~v·~e1 = 4, |~v| = 2

√
5, ~v·~e2 < 0,

~w·~e1 = 8, |~w| = 8
√
2, ~w·~e2 > 0

を満たすとする。ただし，|~x|はベクトル ~xの大きさを表し，~x·~yは 2つのベク
トル ~xと~yの内積を表す。以下の問いに答えよ。

(1) 3点A，B，Cの座標をそれぞれ求めよ。

(2) 3点A，B，Cを通る円の方程式を求めよ。

(3) 3点 A，B，Cを通る円の中心を Pとするとき，4ABCの面積と4ABP

の面積の比を求めよ。
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3 xy平面上に点 P(cos θ, sin θ)をとり，θが−π

2
5 θ 5 π

2
の範囲を動くとする．

点Aは y軸上の点で，y座標が負であり，AP = 2を満たす。点Qは
−→
AQ = 4

−→
AP

を満たす点とする。以下の問いに答えよ。

(1) 点Qの座標を θを用いて表せ。

(2) 点Qの x座標の最大値と最小値および y座標の最大値と最小値をそれぞ
れ求めよ。

(3) 点Qの軌跡と y軸で囲まれた図形の面積を求めよ。

4 平面上の 2つの円が直交するとは，2つの円が 2点で交わり，各交点において
2つの円の接線が互いに直交することである。以下の問いに答えよ。

(1) C1，C2は半径がそれぞれ r1，r2の円とする。C1の中心とC2の中心の間
の距離を dとする。C1とC2が直交するための必要十分条件を d，r1，r2
の関係式で表せ。

(2) p，r1，r2は p > r1 + r2，r1 > 0，r2 > 0を満たす実数とする。座標平面
上において，原点Oを中心とする半径 r1の円をC1，点 (p, 0)を中心とす
る半径 r2の円をC2とする。C1とC2のいずれにも直交する円の中心の軌
跡を求めよ。

(3) 互いに外部にある 3つの円の中心が一直線上にないとき，それら 3つの円
のいずれにも直交する円がただ 1つ存在することを示せ。
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1.10 2024年度
1 n個の袋A1, A2, · · · , Anがある。Ak(1 5 k 5 n)の中には白玉が k個，黒玉
が n− k個入っている。次の (操作)を考える．

(操作)� �
(操作 1) n個の袋から無作為に 1つの袋を選び，それをAとおく。
(操作 2) 次の試行を s回繰り返す。袋Aから無作為に玉を 1個取り出し，

玉の色を調べてから取り出した玉を袋Aに戻す。� �
以下の問いに答えよ。

(1) s = 2とする。(操作)を行うとき，白玉がちょうど 1回取り出される確率
を nを用いて表せ。

(2) s = 100とする。(操作 1)を行った結果，A = Ak であった。このとき，
(操作 2)で白玉がちょうど t回取り出される条件付き確率を p(t)とする。
n = 3kが成り立つとき，p(t)を最大にする tの値を求めよ．

(3) s = 10とする。(操作)を行うとき，白玉がちょうど 3回取り出される確率
を qnとする。このとき， lim

n→∞
qnを求めよ．

2 0 < θ <
π

3
とする。AB = 1，∠BAC = 3θである4ABCについて，辺BCの中

点をDとしたとき，∠BAD = 2θが成り立つとする。以下の問いに答えよ。

(1) AC = 2 cos θであることを示せ。

(2) BCを cos θを用いて表せ。

(3) BCの最大値とそのときの θの値を求めよ。
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3 kを実数とし，f(x) = sin2 x−cosx−1+kとおく。曲線y = f(x)

(
0 5 x 5 3π

2

)
をCとする。以下の問いに答えよ。

(1) 曲線Cとx軸の共有点の個数がkの値によってどのように変わるか調べよ。

(2) 曲線Cと x軸の共有点が 2個以上あるような kに対し，g(k)を

g(k) =

∫ p2

p1

f(x) sin x dx

と定める。ただし，p1，p2はそれぞれ，曲線 Cと x軸の共有点の x座標
のうち 1番小さいもの，2番目に小さいものとする。g(k)の最大値と最小
値を求めよ。

4 mを自然数とする。以下の問いに答えよ。

(1) k2 − `2 = 3mを満たす自然数の組 (k, `)の個数をmを用いて表せ。

(2)
√
x(x+ 3m)が整数となるような自然数 xで 3の倍数でないものをmを用

いて表せ。

(3)
√
x(x+ 3m)が整数となるような自然数 xの個数をmを用いて表せ。
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熊大入試の特徴として，計算力を要求する問題が目立つ．特に「微分法と積分法」
の分野の問題には煩雑な計算に陥る受験生も少なくないと思われる．
受験参考書等に次の公式が紹介されていることもあり，2016年 4番に出題された

y軸の周りの回転体の体積を，理系学部受験者の半数近く，医学部医学科受験者の 7

割が同公式を利用して，簡潔に解答している．熊大は公式の使用に関しては寛容で，
減点されないと聞く．

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および 2直線
x = a，x = bで囲まれた部分を y軸の周りに 1回転してできる立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
2018年 1番の空間ベクトルの問題を受験生の中には大学で学ぶ外積 (ベクトル積)

を使用して簡単に解答した受験もいたが，間違いではないということで減点はされ
なかったそうである．

25
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2.1 2015年度
1 (1) 三角形の成立条件により

a+ b > c, b+ c > a, c+ a > b

a+ b+ c = 1より，c = 1− a− bを上の 3式に代入すると

a+ b > 1− a− b, b+ (1− a− b) > a, (1− a− b) + a > b

したがって a+ b >
1

2
, a <

1

2
, b <

1

2

9ab = 1 より，b =
1

9a
であるから

a+
1

9a
>

1

2
· · · 1©, a <

1

2
· · · 2©,

1

9a
<

1

2
· · · 3©

ここで，a > 0 であるから，相加・相乗平均の関係により

a+
1

9a
= 2

√
a· 1
9a

=
2

3

ゆえに，a > 0について， 1©は成立する．

3©を解くと a >
2

9
よって，これと 2©から

2

9
< a <

1

2

(2) 余弦定理により cos θ =
a2 + b2 − c2

2ab

c = 1− a− b，ab =
1

9
，b =

1

9a
であるから

cos θ =
a2 + b2 − (1− a− b)2

2ab
=

2a+ 2b− 2ab− 1

2ab

=
2a+ 2b− 2·1

9
− 1

2·1
9

= 9(a+ b)− 11

2

= 9

(
a+

1

9a

)
− 11

2
= 9a+

1

a
− 11

2

ここで，f(a) = 9a+
1

a
− 11

2

(
2

9
< a <

1

2

)
とおくと

f ′(a) = 9− 1

a2

=
(3a+ 1)(3a− 1)

a2

a (2
9
) · · · 1

3
· · · (1

2
)

f ′(a) − 0 +

f(a) (1) ↘ 1
2

↗ (1)

よって
1

2
5 cos θ < 1 �
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2 (1) A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r) より

−→
AB = (q − 1, 1− p, 1),

−→
AC = (−2,−1− p, r)

−→
AB//

−→
ACであるから，これらの z成分に注目すると

−→
AC = r

−→
AB ゆえに

{
−2 = r(q − 1) · · · 1©
−1− p = r(1− p) · · · 2©

1©より r 6= 0 · · · 3©

p = 1は， 2©を満たさない．

p = −1を 2©に代入すると，r = 0となり， 3©に反する．

よって p 6= ±1

(2)
−→
AB//

−→
AC であるから，これらの x成分，y成分により

(q − 1)(−1− p)− (1− p)·(−2) = 0 ゆえに q =
3 − p

p + 1

−→
BA//

−→
BC であるから，これらの y成分，z成分により

(p− 1)(r − 1)− (−1)(−2) = 0 ゆえに r =
p + 1

p − 1

(3) (2)の結果より，A(1, p, 0)，B

(
3− p

p+ 1
, 1, 1

)
であるから

(p+ 1)
−→
AB = (2− 2p, 1− p2, 1 + p)

−−→
OA′ = (1, p′, 0)は

−→
ABと垂直なので

2− 2p+ p′(1− p2) = 0 ゆえに p′ = −
2

p + 1

−−→
OB′ = (q′, 1, 1)は

−→
ABと垂直なので

q′(2− 2p) + 1− p2 + 1 + p = 0 ゆえに q′ = −
(p + 1)(p − 2)

2(p − 1)

−−→
OC′ = (−1,−1′, r′)は

−→
ABと垂直なので

−(2− 2p)− (1− p2) + r′(1 + p) = 0 ゆえに r′ = −
(p + 3)(p − 1)

p + 1
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(4) (3)の結果から A′
(
1,− 2

p+ 1
, 0

)
,

B′
(
−(p+ 1)(p− 2)

2(p− 1)
, 1, 1

)
,

C′
(
−1,−1,−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

)
したがって

−−→
A′B′ =

(
−p2 − p+ 4

2(p− 1)
,
p+ 3

p+ 1
, 1

)
−−→
A′C′ =

(
−2,

−p+ 1

p+ 1
,−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

)
−−→
A′B′//

−−→
A′C′ であるとき，これらの x成分，y成分から

−p2 − p+ 4

2(p− 1)
·−p+ 1

p+ 1
− p+ 3

p+ 1
·(−2) = 0

整理すると p2 + 5p+ 8 = 0 · · · (∗)

この方程式の判別式をDとすると

D = 52 − 4·1·8 = −7 < 0

したがって，方程式 (∗)は実数解をもたない．
よって，3点A′，B′，C′は一直線上にない． �
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3 (1) 座標平面上に点 A(0, 1)，B(−a, 0)，
C(b, 0)，Xn(xn, 0) (n = 1, 2, 3, · · · )を
とる．直線ABの方程式は

y =
1

a
x+ 1 · · · 1©

直線ACの方程式は

y = −1

b
x+ 1 · · · 2©

　

O

y

xXnXn+1

Yn Zn
ln

A 1

B C
−a b

直線XnYnは点 (xn, 0)を通り，傾き−1

b
の直線であるから

y = −1

b
(x− xn) · · · 3©

点Ynの y座標 lnは， 1©， 3©を解いて ln =
a+ xn

a+ b
· · · 4©

このとき，x1 = 0 であるから l1 =
a

a + b

(2) 点Znの y座標が lnであるから，その x座標は， 2©より

ln = −x

b
+ 1 これを解いて x = b(1− ln)

これが点Xn+1の x座標であるから xn+1 = b(1− ln)

したがって，上式および 4©から

ln+1 =
a+ xn+1

a+ b
=

a+ b(1− ln)

a+ b
= −

b

a + b
ln + 1

(3) b = 8a のとき，(1)，(2)の結果から ln+1 = −8

9
ln + 1，l1 =

1

9

この漸化式から ln =
9

17
+

8

17

(
−8

9

)n

ln >
1

2
のとき

9

17
+

8

17

(
−8

9

)n

>
1

2
ゆえに

(
−8

9

)n

> − 1

16

nは奇数であるから (−1)n
(
8

9

)n

> − 1

16
ゆえに

(
8

9

)n

<
1

16

したがって n >
4

log2 9− 3

このとき，3.169 < log2 9 < 3.17 より

23.5 · · · = 4

3.17− 3
<

4

log2 9− 3
<

4

3.169− 3
= 23.6 · · ·

よって，求める最小の奇数 nは n = 25 �
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4 (1) an+1 − an =

∫ (n+1)π

0

e−rx| sinx| dx−
∫ nπ

0

e−rx| sin x| dx

=

∫ (n+1)π

nπ

e−rx| sinx| dx

t = x− nπ とおくと
dx

dt
= 1，

x nπ −→ (n+ 1)π

t 0 −→ π

an+1 − an =

∫ π

0

e−r(nπ+t)| sin(t+ nπ)| dt

= e−rnπ

∫ π

0

e−rt sin t dt = e−rnπa1

= e−rnπ

[
− e−rt

r2 + 1
(r sin t+ cos t)

]π
0

=
e−rπ + 1

r2 + 1
e−nrπ

(2) a1 =

∫ π

0

e−rx| sinx| dx =

∫ π

0

e−rx sinx dx

= − 1

r2 + 1

[
e−rx(r sinx+ cos x)

]π
0

=
e−rπ + 1

r2 + 1

上式および (1)の結果より，an+1−an = e−nπa1 であるから，n = 2のとき
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = a1

n−1∑
k=1

e−rkπ

an = a1

n−1∑
k=0

e−rkπ = a1 ×
1− e−rnπ

1− e−rπ

=
e−rπ + 1

r2 + 1
× 1− e−rnπ

1− e−rπ
=

(1 + e−rπ)(1− e−rnπ)

(1 + r2)(1− e−rπ)

上式は，n = 1のときも成立するから

an =
(1 + e−rπ)(1 − e−rnπ)

(1 + r2)(1 − e−rπ)

(3) r > 0 より， lim
n→∞

e−rnπ = 0 であるから

lim
n→∞

an =
1 + e−rπ

(1 + r2)(1 − e−rπ)

(4) rf(r) =
r(1 + e−rπ)

(1 + r2)(1− e−rπ)
=

1 + e−rπ

(1 + r2)π
× −rπ

e−rπ − 1
であるから

lim
r→+0

rf(r) =
1 + 1

π
× 1 =

2

π

�
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2.2 2016年度
1 (1) BC : AP = 1 : k，AP : PQ = 1 : 1−m より BC : PQ = 1 : k(1−m)

4RBC 4RPQ より BR : PR = 1 : k(1−m)

A

B C

PQ

R
l

1

k(1−m)km

−→
AP = k

−→
BC = k(~c−~b) であるから

−→
AR =

k(1−m)
−→
AB +

−→
AP

1 + k(1−m)
=

k(1−m)~b+ k(~c−~b)

1 + k(1−m)
=

−km~b + k~c

1 + k(1 − m)

(2) m = −1より，
−→
AQ = −

−→
AP = −k(~c−~b) であるから

−→
BP =

−→
AP−

−→
AB = k(~c−~b)−~b = −(k + 1)~b+ k~c

−→
CQ =

−→
AQ−

−→
AC = −k(~c−~b)−~c = k~b− (k + 1)~c

A PQ

B C

R

l

−→
BR⊥

−→
CRのとき，

−→
BP⊥

−→
CQ より

−→
BP·

−→
CQ = 0であるから

{−(k + 1)~b+ k~c}·{k~b− (k + 1)~c} = 0

−k(k + 1)|~b|2 + {k2 + (k + 1)2}~b·~c− k(k + 1)|~c|2 = 0

|~b| = 1，|~c| = 2，~b·~c = |~b||~c| cos∠BAC = 1·2·3
4
=

3

2
であるから

−k(k + 1)·12 + {k2 + (k + 1)2}·3
2
− k(k + 1)·22 = 0

整理すると 4k2 + 4k − 3 = 0 ゆえに (2k − 1)(2k + 3) = 0

k > 0 であるから k =
1

2
�
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2 (1) f(x) =
log x

x2
を微分すると 研

f ′(x) = (log x)′
1

x2
+ log x

(
1

x2

)′

=
1

x
· 1
x2

+ log x

(
− 2

x3

)
=

1− 2 log x

x3

f ′(x) = 0とすると x =
√
e

f(x) =
log x

x2
(x = 1)の増減表は，次のようになる．

x 1 · · ·
√
e · · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 極大 ↘

よって，求める最大値は f(
√
e) =

1

2e
(2) 求める面積を Sとすると，(1)の結果から

S =

∫ √
e

1

log x

x2
dx = −

∫ √
e

1

(
1

x

)′

log x dx

= −
[
1

x
log x

]√e

1

+

∫ √
e

1

1

x
·1
x
dx

= −
[
1

x
(log x+ 1)

]√e

1

= 1 −
3

2
√
e

O

y

x√
e

1

2e
y = f(x)

1

(3) 求める立体の体積を V とすると

V = 2π

∫ √
e

1

x· log x
x2

dx = 2π

∫ √
e

1

(log x)(log x)′ dx = π

[
(log x)2

]√e

1

=
π

4

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
�
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3 (1) α = 2(cos θ + i sin θ) より

zn = αn − 2αn−1 = {2(cos θ + i sin θ)}n − 2{2(cos θ + i sin θ)}n−1

= 2n(cosnθ + i sinnθ)− 2n{cos(n− 1)θ + i sin(n− 1)θ}
= 2n{cosnθ − cos(n− 1)θ}+ 2ni{sinnθ − sin(n− 1)θ}

= −2n+1 sin
2n− 1

2
θ sin

θ

2
+ 2n+1i cos

2n− 1

2
θ sin

θ

2
· · · (∗)

θ =
π

3
であるから

zn = −2n+1 sin
2n− 1

6
π sin

π

6
+ 2n+1i cos

2n− 1

6
π sin

π

6

= −2n sin

(
n+ 1

3
π − π

2

)
+ 2ni cos

(
n+ 1

3
π − π

2

)
= 2n

(
cos

n + 1

3
π + i sin

n + 1

3
π

)

補足 zn = −2n sin
2n− 1

6
π + 2ni cos

2n− 1

6
π = 2ni

(
cos

2n− 1

6
π + i sin

2n− 1

6
π

)
= 2n

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)(
cos

2n− 1

6
π + i sin

2n− 1

6
π

)
= 2n

(
cos

n+ 1

3
π + i sin

n+ 1

3
π

)
別解 zn = αn − 2αn−1 = αn−1(α− 2) · · · 1©

α− 2 = 2(cos θ + i sin θ)− 2 = 2(cos θ − 1 + i sin θ)

= 4

(
− sin2 θ

2
+ i sin

θ

2
cos

θ

2

)
= 4i sin

θ

2

(
i sin

θ

2
+ cos

θ

2

)
= 4 sin

θ

2

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
= 4 sin

θ

2

(
cos

θ + π

2
+ i sin

θ + π

2

)
上式および 1©から

zn = 2n−1 {cos(n− 1)θ + i sin(n− 1)} ·4 sin θ

2

(
cos

θ + π

2
+ i sin

θ + π

2

)
= 2n+1 sin

θ

2

(
cos

(2n− 1)θ + π

2
+ i sin

(2n− 1)θ + π

2

)

これに θ =
π

3
を代入すると zn = 2n

(
cos

n+ 1

3
π + i sin

n+ 1

3
π

)
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(2) (1)の結果より，|zk| = 2kであるから
n∑

k=1

|zk| =
n∑

k=1

2k =
2(2n − 1)

2− 1
= 2(2n − 1)

n∑
k=1

|zk| > 500のとき 2(2n − 1) > 500 ゆえに 2n > 251

これを満たす最小の整数 nは 8

(3) (∗)より z1000 = −21001 sin
1999

2
θ sin

θ

2
+ 21001i cos

1999

2
θ sin

θ

2
z1000が実数であるとき，自然数 jを用いて

1999

2
θ =

2j − 1

2
π ゆえに θ =

2j − 1

1999
π

このとき，0 < θ <
π

2
であるから 1 5 j 5 500

よって，求める θの個数は 500 (個) �

4 (1) y = x3 − 3ax2 + bxを微分すると

y′ = 3x2 − 6ax+ b = 3(x− a)2 − 3a2 + b

y′の最小値が−3であるから

−3a2 + b = −3 よって b = 3a2 − 3

(2) y = x(x2 − 3ax+ b) より，このグラフの x軸
の負の部分，正の部分で交わる点の x座標を
それぞれ α，βとすると (α < 0 < β)，α，β

は 2次方程式 x2 − 3ax+ b = 0の解であるか
ら，解と係数の関係により

α + β = 3a, αβ = b · · · (∗)

このとき，b < 0であるから，(1)の結果から

3a2 − 3 < 0 よって −1 < a < 1

　

O

y

xα β

(3) (∗)から，y = x3 − (α + β)x2 + αβx．図形の面積を Sとすると

S =

∫ 0

α

{x3 − (α + β)x2 + αβx}dx−
∫ β

0

{x3 − (α + β)x2 + αβx}dx

=

[
1

4
x4 − 1

3
(α + β)x3 +

1

2
αβx2

]0
α

−
[
1

4
x4 − 1

3
(α + β)x3 +

1

2
αβx2

]β
0

=
1

12
(α4 + β4)− 1

6
αβ(α2 + β2)
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ここで，(1)の結果および (∗)に注意して

αβ = b = 3a2 − 3

α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = (3a)2 − 2(3a2 − 3) = 3a2 + 6

α4 + β4 = (α2 + β2)2 − 2(αβ)2

= (3a2 + 6)2 − 2(3a2 − 3)2 = −9a4 + 72a2 + 18

したがって

S =
1

12
(−9a4 + 72a2 + 18)− 1

6
(3a2 − 3)(3a2 + 6)

= −9

4
a4 +

9

2
a2 +

9

2
dS

da
= −9a3 + 9a = −9a(a+ 1)(a− 1)

Sの増減表は次のようになる．

a −1 · · · 0 · · · 1
dS
da

− 0 +

極小
S ↘ ↗9

2

a = 0のとき，Sは最小値
9

2
をとる． �
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2.3 2017年度
1 (1) 右の図のように4ABCの内心を Iとし，この内

接円と 3辺 BC，CA，ABとの接点をそれぞれ
D，E，Fとする．4AEIについて 研

tanx =
EI

AE
ゆえに AE =

1

tanx

AE = AFであるから

4AEI = 4AFI =
1

2
· 1

tanx
·1 =

1

2 tanx

　 A

B CD

EF

I

x x

y
y

z
z

1

同様に 4BDI = 4BFI =
1

2 tan y
， 4CDI = 4CEI =

1

2 tan z

Sはこれらの三角形の面積の和であるから

S = 2

(
1

2 tan x
+

1

2 tan y
+

1

2 tan z

)
=

1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan z

(2) 2x+ 2y + 2z = πより，z =
π

6
のとき，x+ y =

π

3
· · · 1© であるから

S =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan π
6

=
cos x

sin x
+

cos y

sin y
+
√
3

=
cosx sin y + sin x cos y

sin x sin y
+
√
3 =

2 sin(x+ y)

cos(x− y)− cos(x+ y)
+
√
3

=

√
3

cos(x− y)− 1
2

+
√
3

1©より，0 < x, y <
π

3
であるから

Sは x = y =
π

6
のとき，最小値 3

√
3

�
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2 (1) 点Dは直線ACに関して点Bと反対側にあり，4ACDが正三角形である
から

z = α +
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
(γ − α) = −i+

(
1

2
+

√
3

2
i

)
{s+ (t+ 1)i}

=
s −

√
3(t + 1)

2
+

√
3s + t − 1

2
i

(2) 4(β − α)2 + (γ − α)2 − 2(β − α)(γ − α) = 0より(
γ − α

β − α

)2

− 2

(
γ − α

β − α

)
+ 4 = 0

2点A，Bの位置関係に注意してこれを解くと
γ − α

β − α
= 1 +

√
3i = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
w = cos

π

3
+ i sin

π

3
とおくと，

γ − α

β − α
= 2w，

z − α

γ − α
= wより

γ − α = 2w(β − α) = (1 +
√
3i)(2− i) = 2 +

√
3 + (−1 + 2

√
3)i

z − α = 2w2(β − α) = (−1 +
√
3i)(2− i) = −2 +

√
3 + (1 + 2

√
3)i

α = −iより γ = 2 +
√
3 + (−2 + 2

√
3)i

z = −2 +
√
3 + 2

√
3i

(3) (2)の結果から

z − β

γ − α
=

z − α− (β − α)

γ − α

=
2w2(β − α)− (β − α)

2w(β − α)

=
2w2 − 1

2w
=

1

2

(
2w − 1

w

)
=

1

2

{
2

(
1

2
+

√
3

2
i

)
−

(
1

2
−

√
3

2
i

)}
=

1

4
(1 + 3

√
3i)

　

O

y

x

C(γ)

D(z)

B(β)

F θ

A(α)

上の図から，θ = arg
z − β

γ − α
であるから

cos θ =
1√

12 + (3
√
3)2

=
1

2
√
7
=

√
7

14

�
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3 (1) f(x) =
(x− 1)(x− 2)

x2
= 1− 3

x
+

2

x2
より

f ′(x) =
3

x2
− 4

x3
=

3x− 4

x3
,

f ′′(x) = − 6

x3
+

12

x4
= −6(x− 2)

x4
,

lim
x→∞

f(x) = 1

f(x)の増減表 (x > 0)および y = f(x)のグラフは，次のようになる．

x (0) · · · 4
3

· · · 2 · · ·
f ′(x) − 0 + + +

f ′′(x) + + + 0 −
極小 変曲点

f(x) −1
8

0

O

y

x

1

1 2

y = f(x)4
3

曲線C : y = f(x)上の点 P(t, f(t)) (t > 0)における接線 `が点 P以外に
共有点をもたない tの値は

0 < t 5 4

3
, t = 2

よって，求める tの最大値は t = 2

(2) (1)の結果から，変曲点 (2, 0)における接線の傾きは f ′(2) =
1

4
研

直線 lk : y = k(x− 2)と曲線Cの共有点の個数は，(1)のグラフから

k 5 0のとき 2個

0 < k <
1

4
のとき 3個

1

4
5 kのとき 1個
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(3) f

(
1

3

)
= 10

kは 2点
(
1

3
, 10

)
，(2, 0)を結ぶ直線の傾きで

あるから

k =
0− 10

2− 1
3

= −6

求める面積は，右の図の斜線部分で，その面
積を Sとすると

　

O

y

x2
`k

C

1
3

10

1

S =

∫ 2

1
3

{
−6(x− 2)−

(
1− 3

x
+

2

x2

)}
dx

=

[
−3(x− 2)2 − x+ 3 log x+

2

x

]2
1
3

=
5

3
+ 3 log 6

�

4 (1) S2は分母が 1と 2の組合せについて調べればよいので

4

1
+

3

2
=

11

2
,

3

1
+

4

2
= 5 よって S2 =

11

2

(2) 1から 2nまでの自然数を分母と分子にもつ分数で最大のものは
2n

1

2から2n−1までの自然数を分母と分子にもつ分数で最大のものは
2n− 1

2
順次この法則によりできる分数の和

2n

1
+

2n− 1

2
+ · · ·+ n+ 1

n

が Snである．この法則に従わない部分和

c

a
+

d

b
(a < b < c < d)

をもつ Snが存在すると仮定すると(
d

a
+

c

b

)
−
(
c

a
+

d

b

)
=

(b− a)(d− c)

ab
> 0

すなわち
c

a
+

d

b
<

d

a
+

c

b

これは，Snであることに反する．よって

Sn =
2n

1
+

2n− 1

2
+ · · ·+ n+ 1

n
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となり，求める順列の例の 1つは

a1 = 2n, a2 = 2n − 1, · · · , an = n + 1,

an+1 = 1, an+2 = 2, · · · , a2n = n

(3) (2)の結果から，Sn =
n∑

k=1

2n+ 1− k

k
であるから

Sn

n log n
=

1

n log n

n∑
k=1

2n+ 1− k

k

=
1

n log n

n∑
k=1

(
2n+ 1

k
− 1

)

=
1

log n

(
−1 +

2n+ 1

n

n∑
k=1

1

k

)
· · · 1©

ここで，自然数 kについて，
1

k
>

∫ k+1

k

dx

x
であるから

n∑
k=1

1

k
>

n∑
k=1

∫ k+1

k

dx

x
=

∫ n+1

1

dx

x
= log(n+ 1) > log n

次に，2以上の自然数 kについて，
1

k
<

∫ k

k−1

dx

x
であるから

n∑
k=1

1

k
= 1 +

n∑
k=2

1

k
< 1 +

n∑
k=2

∫ k

k−1

dx

x
= 1 +

∫ n

1

dx

x
= log n+ 1

上の 2式から log n <

n∑
k=1

1

k
< log n+ 1 · · · 2©

1©， 2©から
1

log n

(
−1 +

2n+ 1

n
log n

)
<

Sn

n log n
<

1

log n

{
−1 +

2n+ 1

n
(log n+ 1)

}
− 1

log n
+ 2 +

1

n
<

Sn

n log n
< − 1

log n
+

(
2 +

1

n

)(
1 +

1

log n

)
はさみうちの原理により

lim
n→∞

Sn

n log n
= 2

補足 2©はオイラーの定数 γに関係している．

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− log n

)
; 0.5772156649 · · ·

は無理数であるかどうかさえ分かっていない． �
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2.4 2018年度
1 (1) A(1, 5, 0)，B(4, 2, 0)，C(t, 2t, t− 1)より 研

−→
AB = (3,−3, 0),

−→
AC = (t− 1, 2t− 5, t− 1),
−→
BC = (t− 4, 2t− 2, t− 1)

(i) ∠BAC = 90◦のとき，
−→
AB·

−→
AC = 0であるから

3(t− 1)− 3(2t− 5) + 0(t− 1) = 0 これを解いて t = 4

(ii) ∠ABC = 90◦のとき，
−→
AB·

−→
BC = 0であるから

3(t− 4)− 3(2t− 2) + 0(t− 1) = 0 これを解いて t = −2

(iii) ∠ACB = 90◦のとき，
−→
AC·

−→
BC = 0であるから

(t− 1)(t− 4) + (2t− 5)(2t− 2) + (t− 1)2 = 0

整理すると 2t2 − 7t+ 5 = 0 これを解いて t = 1,
5

2

(i)～(iii)から t = 4,−2, 1,
5

2

(2) ~b =
1

3

−→
AB，~d =

−→
ADとおくと ~b = (1,−1, 0)，~d = (0, 1, 1)

A，B，C，Dが同一平面上にあるとき，定数 x，yを用いて
−→
AC = x~b+ y~d

ゆえに (t− 1, 2t− 5, t− 1) = x(1,−1, 0) + y(0, 1, 1)

= (x,−x+ y, y)

したがって (∗)


t− 1 = x

2t− 5 = −x+ y

t− 1 = y

(∗)の第 1，第 3式から x = y これを第 2式に代入すると

2t− 5 = 0 よって t =
5

2

別解 ~b，~dに垂直なベクトルの 1つは ~n = (1, 1,−1)

~n⊥
−→
ACであるから，~n·

−→
AC = 0より

1(t− 1) + 1(2t− 5)− 1(t− 1) = 0 これを解いて t =
5

2
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(3) (1)(i)より，t = 4であるから C(4, 8, 3) ゆえに
−→
AC = (3, 3, 3)

−→
AB = (3,−3, 0)と

−→
AC = (3, 3, 3)に垂直な単位ベクトルの 1つを

~e =
1√
6
(1, 1,−2)

とおく．
−→
AD = (0, 1, 1)であるから，Dから平面ABCに下ろした垂線の

長さを hとすると

h = |
−→
AD·~e| = 1√

6

よって，求める四面体ABCDの体積は

1

3
4ABC·h =

1

3
·1
2
|
−→
AB||

−→
AC|h

=
1

6
·3
√
2·3

√
3· 1√

6
=

3

2

補足 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，

ベクトル
(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積と言い，
~a ×~bで表す．本題において，

−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)より

−→
AB×

−→
AC = (−9,−9, 18)

四面体ABCDの体積を V とすると

V =
1

6
|(
−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

であるから，
−→
AD = (0, 1, 1)より

V =
1

6
|9| = 3

2

� �
ベクトル積 (外積)は高校数学の範囲外であるが，ベクトル積 (外積)を
使って解答した受験生もいたが，減点されることはなかった．熊大は
公式の利用に関しては寛容である．� �

�
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2 (1) さいころがR(m,n)からR(m+i,n+j)の位置に移る確率を P(i,j)とすると

P(i,j) = i+jCi

(
1

2

)i+j

=
i+jCi

2i+j
· · · (∗)

である (i, jは 0以上の整数)．

R(1,1)からR(3,4)に移る確率であるから，(∗)に i = 2，j = 3を代入して

P(2,3) =
5C2

25
=

10

32
=

5

16

(2) 事象A，Bを，次のように定める

A : 硬貨を 2回投げたあとにさいころの 6の目が上にある．

B : 硬貨を 5回投げたあとにさいころがR(3,4)の位置にある．

P (A)は，R(1,1)からR(3,1)またはR(1,3)の位置に移る確率であるから，(∗)
により

P (A) = P(2,0) + P(0,2) =
2C2

22
+

2C0

22
=

1

4
+

1

4
=

1

2

P (A∩B)は，R(1,1)からR(3,1)またはR(1,3)の位置を通って，R(3,4)の位置
に移る確率であるから

P (A ∩B) = P(2,0)P(0,3) + P(0,2)P(2,1)

=
2C2

22
·3C0

23
+

2C0

22
·3C2

23

=
1

4
·1
8
+

1

4
·3
8
=

1

8

よって，求める条件付き確率は

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

1
8
1
2

=
1

4



44 第 2章 一般前期解答

(3) 1枚の硬貨を投げて表，裏が出る事象をそれぞれX，Y とする．5回目の
移動までにさいころの 6通りの目がすべて出るには，最初の 3回目までに
Xと Y が少なくとも 1回ずつ起こる．最初の 3回で 1回目がXであるの
は，次の (i)～(iii)である．

(i) 最初の 3回がX, X, Y の順に起こるとき，さいころの展開図により，
4, 5回目はX, Xの順に起こる．

O

y

x1

1
X X

(ii) 最初の 3回がX, Y, Xの順に起こるとき，さいころの展開図により，
4, 5回目はX, Y または Y, Xの順に起こる．

O

y

x1

1
X

Y

O

y

x1

1

XY

(iii) 最初の 3回がX, Y, Y の順に起こるとき，さいころの展開図により，
4, 5回目はX, Y または Y, Xの順に起こる．

O

y

x1

1

X

Y

O

y

x1

1

XY

(i)～(iii)より，1回目がXであるのは，5通りである．また，1回目が Y

であるのは，(i)～(iii)の展開図を直線 y = xに関して対称移動したもので

あるから，5通りである．このとき，X，Y が起こる確率はともに
1

2
であ

るから，求める確率は

(5 + 5)

(
1

2

)5

=
5

16
�
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3 (1) z = x+ yiとおき (x, yは実数)，これを |z + i| − |z − i| = 1に代入すると

|x+ (y + 1)i| − |x+ (y − 1)i| = 1√
x2 + (y + 1)2 =

√
x2 + (y − 1)2 + 1

両辺を 2乗すると

x2 + (y + 1)2 = x2 + (y − 1)2 + 2
√

x2 + (y − 1)2 + 1

4y − 1 = 2
√
x2 + (y − 1)2

上式から 4y − 1 = 0であり，再び両辺を 2乗すると

(4y − 1)2 = 4{x2 + (y − 1)2}
−4x2 + 12y2 = 3

ゆえに −x2

3
4

+
y2

1
4

= 1

(
y = 1

2

)
したがって，Hの概形は次のようになる．

O

y

x

y = x√
3y = − x√

3

1
2

H

上の概形から，zの偏角 θ1のとりうる値の範囲は
π

6
< θ1 <

5

6
π

(2) (1)で求めた概形から |z| = 1

2
， r2 =

1

|z|
であるから 0 < r2 5 2

また，θ2 = − arg zであるから，0 5 θ < 2πに注意して 研

−5

6
π + 2π < θ2 < −π

6
+ 2π すなわち

7

6
π < θ2 <

11

6
π

�
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4 (1) f(x) =
√
3x2 + x3 (x = −3)より f ′(x) =

3x(x+ 2)

2
√
3x2 + x3

したがって f(x)の増減表は次のようになる．

x −3 · · · −2 · · · 0 · · ·
f ′(x) + 0 − +

極大 極小f(x) 0 ↗ ↘ ↗2 0

増減表から，求める極大値は f(−2) = 2

(2) F (x) =

∫ x+3

x

f(t) dtより (−3 5 x 5 0)

F ′(x) = f(x+ 3)− f(x) =
{f(x+ 3)}2 − {f(x)}2

f(x+ 3) + f(x)

=
3(x+ 3)2 + (x+ 3)3 − (3x2 + x3)

f(x+ 3) + f(x)
=

9(x+ 3)(x+ 2)

f(x+ 3) + f(x)

f(x) = |x|
√
x+ 3であるから，F (x)の増減表は次のようになる．

x −3 · · · −2 · · · 0

F ′(x) − 0 +

F (x) ↘ 極小 ↗

−3 5 x 5 0に注意して，F (x)を求める．

F (x) =

∫ 0

x

f(t) dt+

∫ x+3

0

f(t) dt

=

∫ x

0

t
√
t+ 3 dt+

∫ x+3

0

t
√
t+ 3 dt · · · 1©

まず
∫ x

0

t
√
t+ 3 dt =

∫ x

0

{(t+ 3)
3
2 − 3

√
t+ 3} dt

=

[
2

5
(t+ 3)

5
2 − 2(t+ 3)

3
2

]x
0

=

[
2

5
(t− 2)(t+ 3)

3
2

]x
0

=
2

5
(x− 2)(x+ 3)

3
2 +

12

5

√
3 · · · 2©
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1©， 2©より

F (x) =
2

5
{(x− 2)(x+ 3)

3
2 + (x+ 1)(x+ 6)

3
2}+ 24

5

√
3

増減表の xの値から

F (−3) =
2

5
(−2·3

3
2 ) +

24

5

√
3 =

12

5

√
3

F (−2) =
2

5
(−4− 4

3
2 ) +

24

5

√
3 =

24

5
(
√
3− 1)

F (0) =
2

5
(−2·3

3
2 + 6

3
2 ) +

24

5

√
3 =

12

5
(
√
3 +

√
6)

よって 最大値 F (0) =
12

5
(
√
3 +

√
6)，

最小値 F (−2) =
24

5
(
√
3 − 1) �
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2.5 2019年度
1 (1) C1 : y = x2 + 2ax− 2a+ 1とC2 : y = x3 + 1から yを消去すると

x3 + 1 = x2 + 2ax− 2a+ 1 ゆえに (x− 1)(x2 − 2a) = 0 · · · (∗)

C1とC2の共有点がちょうど 2個のとき，方程式 (∗)の実数解は 2個ある．

a 6= 0より，x2 − 2a = 0は重解をもたないから，方程式 x2 − 2a = 0は
x = 1 を解にもつ．したがって

12 − 2a = 0 ゆえに a =
1

2

これを (∗)に代入すると (x− 1)2(x+ 1) = 0

これは，条件を満たすから a =
1

2

(2) (1)の結果から C1 : y = x2 + x

|x3 + 1|2 − |x2 + x|2

=(x3 + 1)2 − (x2 + x)2

=(x3 + x2 + x+ 1)(x3 − x2 − x+ 1)

=(x+ 1)2(x− 1)2(x2 + 1) = 0

したがって |x3 + 1| = |x2 + x|

　

O

y

x

2

1
−1

1

C1 C2

求める回転体の体積は，右の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転させた
ものであるから，その体積を V とすると

V

π
=

∫ 1

−1

(x3 + 1)2 dx−
∫ 1

0

(x2 + x)2 dx

=

∫ 1

−1

(x6 + 2x3 + 1) dx−
∫ 1

0

(x4 + 2x3 + x2) dx

= 2

∫ 1

0

(x6 + 1) dx−
∫ 1

0

(x4 + 2x3 + x2) dx

=

∫ 1

0

(2x6 − x4 − 2x3 − x2 + 2) dx

=

[
2

7
x7 − 1

5
x5 − 1

2
x4 − 1

3
x3 + 2x

]1
0

=
263

210

よって V =
263

210
π �
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2 (1) ` : y = ax− a− 2は y + 2 = a(x− 1)より，
点A(1,−2)を通り，傾き aの直線．

m : y = bx + 3bは y = b(x + 3)より，点
B(−3, 0)を通り，傾き bの直線．

`とmは直交するから，`とmの交点Pは，
線分ABを直径とする円周上を動く．
線分ABの中点をCとすると C(−1,−1)

CA =
√

(1 + 1)2 + (−2 + 1)2 =
√
5

　

O

y

x

A

B

1−3

` m

−1

−1

P

C

−2

求める点Pの軌跡は，2直線 `，mが x軸と垂直ではないことに注意して

(x + 1)2 + (y + 1)2 = 5, (x, y) 6= (1, 0), (−3,−2)

(2) `⊥mより，ab = −1であるから

` : ax− y − a− 2 = 0, m : x+ ay + 3 = 0

線分APの長さは，点A(1,−2)と直線mの距離であるから

AP =
|1 + a·(−2) + 3|√

12 + a2
=

2|a − 2|
√
a2 + 1

線分BPの長さは，点B(−3, 0)と直線 `の距離であるから

BP =
|a·(−3) + 0− a− 2|√

a2 + (−1)2
=

2|2a + 1|
√
a2 + 1

(3) 4APBの面積が最大となるとき，Pは線分 ABの垂直二等分線上にある
から，AP = BPより

2|a− 2|√
a2 + 1

=
2|2a+ 1|√
a2 + 1

ゆえに |a− 2| = |2a+ 1|

これを解いて a =
1

3
,−3

別解 直線ABの傾きは，その偏角を θとすると tan θ = −1

2
4APBの面積が最大となるとき，`の傾き aは

a = tan(θ ± 45◦) =
tan θ ± tan 45◦

1∓ tan θ tan 45◦
=

−1
2
± 1

1± 1
2

=
−1± 2

2± 1
=

1

3
,−3

�
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3 (1) y = x sin 3x+ 3x2を微分すると y′ = sin 3x+ 3x cos 3x+ 6x

C上の x座標が aである点における接線の方程式は

y − (a sin 3a+ 3a2) = (sin 3a+ 3a cos 3a+ 6a)(x− a)

すなわち y = (sin 3a+ 3a cos 3a+ 6a)x− 3a2(1 + cos 3a) · · · 1©

これが原点を通るから −3a2(1 + cos 3a) = 0

0 < a <
π

2
より，0 < 3a <

3

2
πであるから

3a = π よって a =
π

3

(2) (1)の結果を 1©に代入することにより ` : y = πx

Cと `の共有点の x座標は

x sin 3x+ 3x2 = πx すなわち x(π − sin 3x− 3x) = 0 · · · (∗)

f(x) = π − sin 3x− 3x
(
0 5 x 5 π

2

)
とおくと

f ′(x) = −3 cos 3x− 3 = −3(1 + cos 3x) 5 0

したがって，f(x)は単調減少であり，

f(0) = π > 0, f
(π
3

)
= 0, f

(π
2

)
= 1− π

2
< 0

であるから，方程式 (∗)の解は x = 0,
π

3

よって，求める共有点の座標は (0, 0),

(
π

3
,
π2

3

)
(3) (2)の結果から，0 5 x 5 π

3
において，x(π− sin 3x− 3x) = 0であるから，

求める面積を Sとすると

S =

∫ π
3

0

x(π − sin 3x− 3x) dx

= 3

∫ π
3

0

x
(π
3
− x
)
dx−

∫ π
3

0

x sin 3x dx

=
3

6

(π
3

)3
+

[
x

3
cos 3x− 1

9
sin 3x

]π
3

0

=
π3

54
−

π

9

�
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4 (1) 2n個の球から n個取り出すとき，n個の赤球から k個取り出し，n個の白
球から n− k個取り出す確率であるから

nCk·nCn−k

2nCn

=
(nCk)

2

2nCn

(2) 取り出したn個の球のうち赤球がk個取り出されるとき，勝つ確率は
(
k

n

)2

であるから，(1)の結果により

(nCk)
2

2nCn

(
k

n

)2

=
1

2nCn

(
k

n
·nCk

)2

· · · (∗)

がゲームに勝つ確率である．ここで

nCk =
n!

k!(n− k)!
=

n

k
· (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

n

k
·n−1Ck−1

2nCn =
(2n)!

n!n!
=

2n(2n− 1)

n2
· (2n− 2)!

(n− 1)!(n− 1)!
=

2(2n− 1)

n
·2n−2Cn−1

上の 2式をそれぞれ変形すると

k

n
·nCk = n−1Ck−1,

1

2nCn

=
n

2(2n− 1)
· 1

2n−2Cn−1

これらを (∗)に代入することにより

(∗) = n

2(2n− 1)
· 1

2n−2Cn−1

(n−1Ck−1)
2 =

n

2(2n− 1)
·(n−1Ck−1)

2

2n−2Cn−1

(3) n = 2および k = 1の整数について，

(1 + x)n−1(1 + x)n−1 = (1 + x)2n−2

上式の両辺の xn−1の係数を比較することにより
n∑

k=1

n−1Ck−1·n−1Cn−k = 2n−2Cn−1

すなわち
n∑

k=1

(n−1Ck−1)
2 = 2n−2Cn−1

これと (2)の結果により，ゲームに勝つ確率は
n∑

k=1

n

2(2n− 1)
·(n−1Ck−1)

2

2n−2Cn−1

=
n

2(2n− 1)
· 1

2n−2Cn−1

n−1∑
k=1

(n−1Ck−1)
2

=
n

2(2n− 1)
·2n−2Cn−1

2n−2Cn−1

=
n

2(2n− 1)

�
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2.6 2020年度

1 (1) x = f(t) = sin t，y = g(t) = 1− cos 3tとおくと
(
0 5 t 5 2

3
π

)
f ′(t) = cos t, g′(t) = 3 sin 3t

t 0 · · · π
2

· · · 2
3
π

f ′(t) + 0 −
f(t) 0 ↗ 1 ↘

√
3
2

t 0 · · · π
3

· · · 2
3
π

g′(t) + 0 −
g(t) 0 ↗ 2 ↘ 0

上の増減表から 点 Pは
(
f
(π
2

)
, g
(π
2

))
すなわち (1, 1)

点Qは
(
f
(π
3

)
, g
(π
3

))
すなわち

(√
3

2
, 2

)

(2) Cの点
(
1

2
, 1

)
，すなわち，点

(
f
(π
6

)
, g
(π
6

))
における接線の傾きは

dy

dx
=

dy

dt
· dt
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
g′(π

6
)

f ′(π
6
)
=

3
√
3
2

= 2
√
3

求める接線は，点
(
1

2
, 1

)
を通り，傾き 2

√
3の直線の方程式であるから

y − 1 = 2
√
3

(
x− 1

2

)
すなわち y = 2

√
3x −

√
3 + 1

(3) 求める面積をSとすると，(1)の結果に注意して

S =

∫ f(π
2
)

f(0)

y dx−
∫ f(π

2
)

f( 2
3
π)

y dx

=

∫ f( 2
3
π)

f(0)

y dx =

∫ 2π
3

0

g(t)f ′(t) dt

=

∫ 2π
3

0

(1− cos 3t) cos t dt

=

∫ 2π
3

0

(
cos t− 1

2
cos 4t− 1

2
cos 2t

)
dt

=

[
sin t− 1

8
sin 4t− 1

4
sin 2t

] 2
3
π

0

=
9

16

√
3

　

O

y

x

Q

P1

2

1
√
3
2t=0

t= π
3

t= π
2

t= 2π
3

�
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2 (1) 2点C(|α|2)，D(αβ)は，それぞれ2点
A(α)，B(β)を原点を中心に |α|倍の
相似拡大，さらに原点を中心に argα

だけ回転 (× α
|α|)したものであるから

S2

S1

=
4OCD

4OAB
= |α|2

　

O

Im

Re

A(α)
B(β)

A′(|α|α)
B′(|α|β)

C(|α|2)

D(αβ)Im(αβ)

(2) 4OCDの底辺を |α|2，高さを |Im(αβ)| とみると S2 =
1

2
|α|2|Im(αβ)|

(1)の結果から S1 =
1

|α|2
S2 よって S1 =

1

|α|2
·1
2
|α|2|Im(αβ)| = 1

2
|Im(αβ)|

別解 θ = ∠α0βとすると cos θ + i sin θ =

β

|β|
α

|α|
=

|α|
|β|

·β
α

=
|α|
|β|

·αβ
αα

=
αβ

|α||β|

sin θ =
Im(αβ)

|α||β|
であるから S1 =

1

2
|α||β|| sin θ| = 1

2
|Im(αβ)|

(3) (2)の結果から，3点O(0)，P(z)，Q

(
1

z

)
を頂点とする三角形の面積は

4OPQ =
1

2

∣∣∣∣Im(z·1z
)∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣Im(z

z

)∣∣∣∣
z = a+ bi (1 5 a 5 2, 1 5 b 5 3)であるから

z

z
=

a− bi

a+ bi
=

(a− bi)2

a2 + b2
=

a2 − b2

a2 + b2
− 2ab

a2 + b2
i,

1

2

∣∣∣∣Im(z

z

)∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣− 2ab

a2 + b2

∣∣∣∣ = ab

a2 + b2
=

b
a

1 +
(
b
a

)2
b

a
= u，4OPQ = S(u)とおくと S(u) =

u

1 + u2

(
1

2
5 u 5 3

)

ゆえに S ′(u) =
1− u2

(1 + u2)2

u 1
2

· · · 1 · · · 3

S ′(u) + 0 −
S(u) 2

5
↗ 1

2
↘ 3

10

よって 最大値
1

2
，最小値

3

10
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別解 Im

(
z

z

)
= −Im

(z
z

)
であるから

4OPQ =
1

2

∣∣∣Im(z
z

)∣∣∣
θ = arg(z)，w =

z

z
とすると

w =
∣∣∣z
z

∣∣∣ = |z|
|z|

= 1,

arg(w) = arg
(z
z

)
= arg(z)− arg(z)

= θ − (−θ) = 2θ

　

P(z)

O

Im

Re
θ

1 2

1

3

P′(w)

点P′(w)は，点P(z)から単位円周上の点P′への写像で，その偏角について

arg(w) = 2 arg(z)

が成立する．z = a + bi (1 5 a 5 2, 1 5 b 5 3)より，θ = arg(z)のとり
得る値の範囲を θ1 5 θ 5 θ2とすると，上の図から

tan θ1 =
1

2
, tan θ2 = 3

(
0 < θ1 <

π

4
< θ2 <

π

2

)
したがって 4OPQ =

1

2
sin 2θ · · · (∗)

このとき sin 2θ1 =
2 tan θ1

1 + tan2 θ1
=

4

5
, sin 2θ2 =

2 tan θ2
1 + tan2 θ2

=
3

5

(∗)より，4OPQは，θ =
π

4
のとき，最大値

1

2
，

θ = θ2のとき，最小値
3

10
�
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3 (1) 法 5について

x ≡ 0 のとき x2 ≡ 0 (mod 5)

x ≡ 1 のとき x2 ≡ 1 (mod 5)

x ≡ 2 のとき x2 ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 3 のとき x2 ≡ 9 ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 4 のとき x2 ≡ 16 ≡ 1 (mod 5)

よって，題意は成立する．

(2) x2 + 5y2 = 2z2より，法 5について

(∗) x2 ≡ 2z2 (mod 5)

(1)の結果から，(∗)の左辺は法 5について，0，1，4のいずかれに等しい．
一方，右辺は 0，2，8 ≡ 3 (mod 5)のいずれかに等しい．

したがって，x2 ≡ 0, 2z2 ≡ 0 (mod 5)，すなわち，x ≡ z ≡ 0 (mod 5)

x = 5x′, z = 5z′ (x′, z′は整数)を x2 + 5y2 = 2z2に代入すると

(5x′)2 + 5y2 = 2(5z′)2 ゆえに y2 = 5(2z′2 − x′2)

y2 ≡ 0より，y ≡ 0 (mod 5)であるから，y = 5y′ (y′は整数)とおける．

このとき，x = 5x′，y = 5y′，z = 5z′より，x′ < x，y′ < y，z′ < z

x2 + 5y2 = 2z2を満たす (x, y, z)の組が存在するとき，

(x′, y′, z′) (x′ < x, y′ < y, z′ < z)

が存在し，無限に小さい数の組が存在することになり (無限降下)，このこ
とは自然数が下に有限であることに反する．よって，x2 + 5y2 = 2z2を満
たす自然数 x，y，zの組は存在しない．

別解 x2 + 5y2 = 2z2を満たす自然数 x，y，zが存在し，これら 3数の最大公約
数が 1であるものを仮定する．

x2 + 5y2 = 2z2より，法 5について

(∗) x2 ≡ 2z2 (mod 5)

(1)の結果から，(∗)の左辺は法 5について，0，1，4のいずかれに等しい．
一方，右辺は 0，2，8 ≡ 3 (mod 5)のいずれかに等しい．

したがって，x2 ≡ 0, 2z2 ≡ 0 (mod 5)，すなわち，x ≡ z ≡ 0 (mod 5)

x = 5x′, z = 5z′ (x′, z′は整数)を x2 + 5y2 = 2z2に代入すると

(5x′)2 + 5y2 = 2(5z′)2 ゆえに y2 = 5(2z′2 − x′2)

y2 ≡ 0 (mod 5)より，y ≡ 0 (mod 5)であるから，x, y, zが 5を共通因
数にもつことになり，仮定に反する．よって，題意は証明された． �



56 第 2章 一般前期解答

4 (1) 1 < 2y <
(
1 +

x

n

)n
より 0 < y < n log2

(
1 +

x

n

)
U = {1, 2, · · · , n− 1}とし，U の部分集合A，Bを

A =

{
k

∣∣∣∣n log2

(
1 +

k

n

)
は整数である, k ∈ U

}
B =

{
k

∣∣∣∣n log2

(
1 +

k

n

)
は整数でない, k ∈ U

}
とすると ([a]は aを超えない最大の整数)

P (n) =
∑
k∈A

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
+
∑
k∈B

[
n log2

(
1 +

k

n

)]
したがって

P (n) <
∑
k∈A

n log2

(
1 +

k

n

)
+
∑
k∈B

n log2

(
1 +

k

n

)

=
n−1∑
k=1

n log2

(
1 +

k

n

)
,

P (n) =
∑
k∈A

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
+
∑
k∈B

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
· · · 1©

=
n−1∑
k=1

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
が成立する ( 1©はB = φのとき等号)．上の 2式から

n−1∑
k=1

{
n log2

(
1 +

k

n

)
− 1

}
5 P (n) <

n−1∑
k=1

n log2

(
1 +

k

n

)
(2) (1)の結果から

1

n

n−1∑
k=1

log2

(
1 +

k

n

)
− n− 1

n2
5 P (n)

n2
<

1

n

n−1∑
k=1

log2

(
1 +

k

n

)
· · · (∗)

lim
n→∞

n− 1

n2
= 0,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

log2

(
1 +

k

n

)
=

∫ 1

0

log2(1 + x) dx

=
1

log 2

[
(1 + x) log(1 + x)− x

]1
0

= 2− 1

log 2

(∗)にはさみうちの原理を適用すると lim
n→∞

P (n)

n2
= 2 −

1

log 2
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(3) (1)の結果から P (n) <
n−1∑
k=1

n log2

(
1 +

k

n

)
=

n−1∑
k=0

n log2

(
1 +

k

n

)

P (n)

n2
<

1

n

n−1∑
k=0

log2

(
1 +

k

n

)
· · · 2©

(2)の結果および y = log2(1 + x)が上に凸であるから

L =

∫ 1

0

log2(1 + x) dx =
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

log2(1 + x) dx

>
1

2n

n−1∑
k=0

{
log2

(
1 +

k

n

)
+ log2

(
1 +

k + 1

n

)}

　

O

y

xk
n

k+1
n

y=log2(1+x)

上式および 2©から

L− P (n)

n2
>

1

2n

n−1∑
k=0

{
log2

(
1 +

k

n

)
+ log2

(
1 +

k + 1

n

)}

− 1

n

n−1∑
k=0

log2

(
1 +

k

n

)

=
1

2n

n−1∑
k=0

{
log2

(
1 +

k + 1

n

)
− log2

(
1 +

k

n

)}
=

1

2n
(log2 2− log2 1) =

1

2n

解説 a 5 x 5 bにおいて，関数 f(x)が f ′′(x) < 0であるとき

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)− f(a)

とおくと，g(a) = g(b) = 0であるから，平均値の定理 (ロルの定理)により

g′(c) = 0 (a < c < b)

を満たす cが存在する．このとき，g′′(x) = f ′′(x) < 0であるから，g′(x)

は単調減少により，cは唯一存在する．したがって，g(x)の増減表は

x a · · · c · · · b

g′(x) + 0 −
g(x) 0 ↗ 極大 ↘ 0

a 5 x 5 bにおいて，g(x) = 0が成立する．なお，等号は，x = a, bのと
きに限る．
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よって，a < x < bにおいて，関数 f(x)が f ′′(x) < 0のとき

f(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

が成立する．なお，等号は，x = a, bのときに限る．

f(x) = log2(1 + x)とおくと，f ′′(x) < 0より，
k

n
< x <

k + 1

n
において

f(x) > f

(
k

n

)
+ n

{
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)}(
x− k

n

)
これから

L =

∫ 1

0

f(x) dx =
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

f(x) dx

>
n−1∑
k=0

f

(
k

n

)∫ k+1
n

k
n

dx

+ n
n−1∑
k=0

{
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)}∫ k+1
n

k
n

(
x− k

n

)
dx

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
+ n

n−1∑
k=0

{
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)}[
1

2

(
x− k

n

)2 ] k+1
n

k
n

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
+

1

2n

n−1∑
k=0

{
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

)}

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
+

f(1)− f(0)

2n

=
1

n

n−1∑
k=0

log2

(
1 +

k

n

)
+

1

2n

2©より L >
P (n)

n2
+

1

2n
よって L− P (n)

n2
>

1

2n
�
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2.7 2021年度
1 (1) `上の点Xについて，k 6= 0より

1

k

−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

=
2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c

このとき，~a，~b，~cの係数の和は

2t

3
+

(
1

3
− t

3

)
+

(
2

3
− t

3

)
= 1

これから，
1

k

−→
OXは α上の点であり，

−→
OY =

2t

3
~a+

(
1

3
− t

3

)
~b+

(
2

3
− t

3

)
~c

−→
OYの~a，~b，~cの係数が 0となる点を
それぞれ Z1, Z2, Z3とすると

−−→
OZ1 =

~b + 2~c

3
,

−−→
OZ2 =

2~a +~c

3
,

−−→
OZ3 =

4~a−~b

3

　

F C(~c)

A(~a)
B(~b)

X

E

`

m

β

D

O

Y

M

α

Z2
G

2

1

Z1

Z3

1

2

直線mと4ABCの各辺との交点の個数について，辺BC上は Z1の 1個，
辺CA上は Z2の 1個，辺AB上は 0個．

(2) YはCD上の点であるから
−→
CY = s

−→
CD =

s

2
(
−→
CA+

−→
CB) (sは実数)

−→
CA =

3

2

−−→
CZ2，

−→
CB = 3

−−→
CZ1 を代入すると

−→
CY =

3s

4

−−→
CZ2 +

3s

2

−−→
CZ1

Yは直線 Z1Z2上の点であるから
3s

4
+

3s

2
= 1

これを解いて s =
4

9
すなわち CY : YD = 4 : 5 · · · 1©

条件から 4OYD 4OXE (1)の結果から YD : XE = 1 : k · · · 2©

1©， 2©および4CYF 4EXFより CF : FE = CY : XE = 4 : 5k

このとき，
−→
OC = ~c，

−→
OE = k

−→
OD =

k

2
(~a+~b) であるから

−→
OF =

5k
−→
OC+ 4

−→
OE

4 + 5k
=

5k~c+ 4·k
2
(~a+~b)

4 + 5k
=

k

5k + 4
(2~a + 2~b + 5~c)
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別解 Z3は線分ABを 1 : 4に外分する点，DはABの中点であるから

Z3A : AB = 1 : 3 ゆえに Z3A : AD = 2 : 3

4CADと直線mについて，メネラウスの定理を適用すると

CZ2

Z2A
·AZ3

Z3D
·DY
YC

= 1 ゆえに
2

1
·2
5
·DY
YC

= 1

したがって CY : YD = 4 : 5 (以下同様)

補足 直線mについて

−→
OY =

1

k

−→
OX =

1

3
(~b+ 2~c) +

t

3
(2~a−~b−~c)

BCの中点をMとすると，この直線の方向ベクトル 2~a−~b−~cは

2~a−~b−~c = −{(~b− ~a) + (~c− ~a)} = −(
−→
AB +

−→
AC) = −2

−−→
AM

したがって，mは中線AMと平行である．

2つの中線AMとCDの交点Gは4ABCの重心であるから

CG : GD = 2 : 1

m//AMであるから CY : YG = CZ2 : Z2A = 2 : 1

CD : CY = 1 :

(
2

3

)2

= 9 : 4 ゆえに CY : YD = 4 : 5

2 (1) {(w + 2)α}2 + (wβ)2 − (2γ)2 = 4(w + 2)α2 + 2w2αβ − 8αγ

これをwについて整理すると

w2(α2 − 2αβ + β2) = 4(γ2 − 2γα + α2)

w2(β − α)2 = 4(γ − α)2

α, β, γは相異なる複素数であるから(
γ − α

β − α

)2

=
w2

4
ゆえに

γ − α

β − α
= ±w

2
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wの実部，虚部はともに正であるから 0 < argw <
π

2

(i)
γ − α

β − α
=

w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(w
2

)
= argw

0 < arg

(
γ − α

β − α

)
<

π

2

(ii)
γ − α

β − α
= −w

2
のとき arg

(
γ − α

β − α

)
= arg

(
−w

2

)
= argw + π

π < arg

(
γ − α

β − α

)
<

3

2
π

θ = arg

(
γ − α

β − α

)
であるから (0 5 θ < 2π)

0 < θ <
π

2
, π < θ <

3

2
π

(2) 4ABCが正三角形であるとき∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
,
5

3
π

arg

(
γ − α

β − α

)
=

5

3
πは，(i)，(ii)ともに満たさない．

arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3
は (i)を満たし，このとき

∣∣∣w
2

∣∣∣ = ∣∣∣∣γ − α

β − α

∣∣∣∣ = 1 かつ arg
(w
2

)
= arg

(
γ − α

β − α

)
=

π

3

したがって (∗) w

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
よって w = 1 +

√
3i

(3) (∗)より

α = 2·w
2
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
= 1 +

√
3i

w2

2
= 2

(w
2

)2
= 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
= −1 +

√
3i

BCの中点をMとすると M(−2 +
√
3i)

　

O

y

x

A

B

M

C

G

1−1

√
3

−2

2
√
3

AM = 3より BM = CM =
√
3 よって β = −2 + 2

√
3i, γ = −2
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3 (1) 媒介変数 tを用いて表された曲線 研

C : x =
1

2
(et + e−t), y =

1

2
(et − e−t) (∗)

は，(∗∗) x =
√

y2 + 1である．C上の点 P(x, y)とM(0, 1)の距離は

MP2 = x2 + (y − 1)2 = y2 + 1 + (y − 1)2 = 2

(
y − 1

2

)2

+
3

2

MPが最小となるとき，y =
1

2
であるから

1

2
(et − e−t) =

1

2
ゆえに e2t − et − 1 = 0

et > 0に注意して et =
1 +

√
5

2
よって t0 = log

1 +
√
5

2

(2) y =
1

2
を (∗∗)を代入して Q

(√
5

2
,
1

2

)
x2 − y2 = 1であるから

2x− 2yy′ = 0 ゆえに yy′ = x

C上の点Qにおける接線 `の傾きは

1

2
y′ =

√
5

2
ゆえに y′ =

√
5

　

O

y

x

` C

√
5
2

1
2

2√
5
1

Q

D
A B

したがって，`の方程式は

y − 1

2
=

√
5

(
x−

√
5

2

)
すなわち y =

√
5x− 2

`と x軸の交点をAとする．Qから x軸に垂線QBを引くと

4QAB =
1

2

(√
5

2
− 2√

5

)
1

2
=

√
5

40

(∗)の定積分
∫ √

5
2

1

y dxについて
1

2
(et0 + e−t0) =

√
5

2
,

1

2
(et0 − e−t0) =

1

2

dx

dt
=

1

2
(et − e−t)

x 1 −→
√
5
2

t 0 −→ t0
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∫ √
5

2

1

y dx =
1

4

∫ t0

0

(
et − e−t

)2
dt =

1

4

∫ t0

0

(e2t − 2 + e−2t) dt

=
1

4

[
1

2
e2t − 2t− 1

2
e−2t

]t0
0

=
1

2
·1
2
(et0 + e−t0)·1

2
(et0 − e−t0)− 1

2
t0

=
1

2
·
√
5

2
·1
2
− 1

2
log

1 +
√
5

2
=

√
5

8
− 1

2
log

1 +
√
5

2

したがって，領域Dの面積を Sとすると

S = 4QAB−
∫ √

5
2

1

y dx

=

√
5

40
−

(√
5

8
− 1

2
log

1 +
√
5

2

)

=
1

2
log

1 +
√
5

2
−

√
5

10

別解
√
x2 − 1の積分 (一般には，

√
x2 + Aの積分)1

(x
√
x2 − 1)′ =

√
x2 − 1 + x· x√

x2 − 1
= 2

√
x2 − 1 +

1√
x2 − 1

{log(x+
√
x2 − 1}′ =

1 +
x√

x2 − 1

x+
√
x2 − 1

=
1√

x2 − 1

上の第 1式から第 2式の辺々を引くと

{x
√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)}′ = 2

√
x2 − 1

したがって
∫ √

x2 − 1 dx =
1

2
{x

√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)}+ C

∫ √
5

2

1

y dx =

∫ √
5

2

1

√
x2 − 1 dx

=
1

2

[
x
√
x2 − 1− log(x+

√
x2 − 1)

]√
5

2

1

=

√
5

8
− 1

2
log

√
5 + 1

2
(以下同様)

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.162 (物理ページ p.167))

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_kiseki_ri.pdf
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(3) 曲線C : x =
√

y2 + 1と x軸，y軸，直線 y =
1

2
で囲まれた部分を y軸の

周りに 1回転させてできる立体の体積を V1とすると

V1 = π

∫ 1
2

0

x2 dy = π

∫ 1
2

0

(y2 + 1) dx = π

[
y3

3
+ y

] 1
2

0

=
13

24
π

`と x軸，y軸，直線 y =
1

2
で囲まれた部分を y軸の周りに 1回転させて

できる円錐台の体積を V2とすると

V2 =
π

3


(

2√
5

)2

+
2√
5
·
√
5

2
+

(√
5

2

)2
 1

2
=

61

120
π

求める回転体の体積を V とすると

V =
13

24
π − 61

120
π =

π

30

補足 上面の半径 a，底面の半径 b，高さ hの円錐台の体積は 2

π

3
(a2 + ab+ b2)h

別解 4QABを y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を V3とすると

V3 = π

(√
5

2

)2
1

2
− V2 =

5

8
π − 61

120
π =

7

60
π

曲線C : y =
√
x2 − 1と x軸，直線 x =

√
5

2
で囲まれた部分を y軸の周り

に 1回転させてできる立体の体積を V4とすると，バウムクーヘン型の求
積法により 3

V4 = 2π

∫ √
5

2

1

x
√
x2 − 1 dx =

2π

3

[
(x2 − 1)

3
2

]√
5
2

1

=
π

12

よって V = V3 − V4 =
7

60
π − π

12
=

π

30

補足 4QABの重心の x座標は
1

3

(
1· 2√

5
+ 2·

√
5

2

)
=

7
√
5

15

V3は，パップス=ギュルダンの定理により 4

V3 = 2π·7
√
5

15
·4QAB = 2π·7

√
5

15
·
√
5

40
=

7

60
π

2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou 2019.pdf (p.4)
3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai i 2016.pdf 2
4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf 1

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_2019.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_i_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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4 (1) In =

∫ 2π

0

| sinnx− sin 2nx| dxとおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ 2π

t 0 −→ 2nπ

In =

∫ 2nπ

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ 2nπ

0

| sinx− sin 2x| dx (∗)

ここで，f(x) = sin x− sin 2xとし，f(x)の原始関数の 1つを

F (x) = − cos x+
1

2
cos 2xとおく．

f(x+ 2π) = sin(x+ 2π)− sin 2(x+ 2π) = f(x),

f(2π − x) = sin(2π − x)− sin 2(2π − x) = − sin x+ sin 2x = −f(x)

f(x)は周期 2πの周期関数で，|f(2π − x)| = |f(x)|であるから

In =
1

n

∫ 2nπ

0

|f(x)| dx =
1

n
·n
∫ 2π

0

|f(x)| dx =

∫ 2π

0

|f(x)| dx

=

∫ π

0

|f(x)| dx+

∫ 2π

π

|f(x)| dx

∫ 2π

π

|f(x)| dxについて，x = 2π−uとおくと
dx

du
= −1

x π −→ 2π

u π −→ 0∫ 2π

π

|f(x)| dx =

∫ 0

π

|f(2π − u)| (−1)du =

∫ π

0

|f(u)| du =

∫ π

0

|f(x)| dx

したがって In = 2

∫ π

0

|f(x)| dx

f(x) = sinx(1− 2 cos x)より |f(x)| =

{
−f(x) (0 5 x 5 π

3
)

f(x) (π
3
5 x 5 π)

In
2

= −
∫ π

3

0

f(x) dx+

∫ π

π
3

f(x) dx = −
[
F (x)

]π
3

0

+

[
F (x)

]π
π
3

= F (0)− 2F
(π
3

)
+ F (π) = −1

2
− 2

(
−3

4

)
+

3

2
=

5

2

よって In = 2× 5

2
= 5
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(2) Jn =

∫ c

0

| sinnx− sin 2nx|とおく．

t = nxとすると
dt

dx
= n

x 0 −→ c

t 0 −→ nc

Jn =

∫ nc

0

| sin t− sin 2t| 1
n
dt =

1

n

∫ nc

0

|f(t)| dt = 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx

nc

2π
以下の最大の整数をN とすると

(∗∗) N 5 nc

2π
< N + 1 ゆえに 2Nπ 5 nc < 2(N + 1)π

(∗)および (1)の結果により，IN =
1

N

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5であるから

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx = 5N

したがって

1

n

∫ 2Nπ

0

|f(x)| dx 5 1

n

∫ nc

0

|f(x)| dx <
1

n

∫ 2(N+1)π

0

|f(x)| dx

1

n
·5N 5 Jn <

1

n
·5(N + 1)

(∗∗)より nc

2π
− 1 < N，N + 1 5 nc

2π
+ 1であるから

5

n

(nc
2π

− 1
)
< Jn <

5

n

(nc
2π

+ 1
)

5c

2π
− 5

n
< Jn <

5c

2π
+

5

n

このとき lim
n→∞

(
5c

2π
− 5

n

)
=

5c

2π
, lim

n→∞

(
5c

2π
+

5

n

)
=

5c

2π

よって，はさみうちの原理により lim
n→∞

Jn =
5c

2π
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2.8 2022年度
1 (1) P1(a, 0, 0)，P2(a+ 1, 0, 0)より

−−−→
P1P2 = (1, 0, 0)

4P1QR，4P2QRのそれぞれの重心G1，G2は

G1

(
a

3
,
1

3
, 1

)
, G2

(
a+ 1

3
,
1

3
, 1

)
ゆえに

−−−→
G1G2 =

(
1

3
, 0, 0

)

したがって
−−−→
G1G2 =

1

3

−−−→
P1P2

よって，P1，P2を通る直線と，G1，G2を通る直線は平行である．

(2)
−−−→
P1P2 = (1, 0, 0)，

−−−→
P1G1 =

(
−2a

3
,
1

3
, 1

)
より

|
−−−→
P1P2|2 = 1, |

−−−→
P1G1|2 =

4a2

9
+

10

9
,

−−−→
P1P2·

−−−→
P1G1 = −2a

3

したがって 4P1P2G1 =
1

2

√
|
−−−→
P1P2|2|

−−−→
P1G1|2 − (

−−−→
P1P2·

−−−→
P1G1)2

=
1

2

√
1

(
4a2

9
+

10

9

)
−
(
−2a

3

)2

=

√
10

6

求める四角形 P1P2G2G1の面積を Sとすると

S = 4P1P2G1 +4G1G2P2

= 4P1P2G1 +
1

3
4P1P2G1

=
4

3
4P1P2G1 =

4

3
·
√
10

6
=

2
√
10

9

　

G1 G2

P1 P2

(3)
−−→
P1Q = (−a, 1, 0)．

−−−→
P1P2および

−−−→
P1G1に垂直な単位ベクトルの 1つを

~n =
1√
10

(0,−3, 1)

とする．点Rから四角形 P1P2G1G2に引いた垂線の長さ hは

h = |
−−→
P1Q·~n| = 3√

10

よって，求める立体の体積を V とすると

V =
1

3
Sh =

1

3
·2
√
10

9
· 3√

10
=

2

9
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2 (1) f(x) (0 5 x 5 1)は単調増加であるから，最大値は f(1) =
√
2

(2) g(x) = sin
πx

2
とおく (0 5 x 5 1)．

曲線 y = g(x)は上に凸であり，2点 (0, 0)，
(1, 1) を結ぶ線分

y = x (0 5 x 5 1)

の下側にないから

g(x) = x = 0 (0 5 x 5 1)

　

O

y

x1

1

x

x

g(x)

が成り立つ．したがって，0 5 x 5 1において

f(x)2 − 2x2 = 1 + sin2 πx

2
− 2x2

= 1− x2 + g(x)2 − x2 = 0

f(x) > 0であるから f(x) =
√
2x (0 5 x 5 1)

(3) (1)，(2)の結果から
√
2x 5 f(x) 5

√
2 (0 5 x 5 1)∫ 1

0

(
√
2x)n dx 5

∫ 1

0

{f(x)}n dx 5
∫ 1

0

(
√
2)n dx

したがって
(
√
2)n

n+ 1
5 an 5 (

√
2)n ゆえに

√
2

n
√
n+ 1

5 n
√
an 5

√
2 · · · (∗)

lim
n→∞

log n
√
n+ 1 = lim

n→∞

log(n+ 1)

n
= 0より lim

n→∞
n
√
n+ 1 = 1 · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)から，はさみうちの原理により lim
n→∞

n
√
an =

√
2
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3 (1) y = sinxを微分すると y′ = cosx

曲線 y = sin x上の点 (an, sin an)における接線の方程式は

y − sin an = (x− an) cos an

これが点 (−p, 0)を通るから，cos an 6= 0に注意して

− sin an = (−p− an) cos an よって tan an = an + p

(2) f(x) = tan x− xとおくと f ′(x) =
1

cos2 x
− 1 = tan2 x = 0

anは方程式 f(x) = pの解である (p > 0)．f(x)は単調増加であり，

f((n− 1)π) = −(n− 1) 5 0, lim
x→ 2n−1

2
π−0

f(x) = ∞

であるから，開区間 In =

(
(n− 1)π,

2n− 1

2
π

)
に方程式 f(x) = pの解

anが唯一存在する．an ∈ In，an+1 ∈ In+1より

an+1 − an > 0 · · · 1©

f(an) = f(an+1)であるから

tan an − an = tan an+1 − an+1 · · · 2©

1©， 2©より tan an+1 − tan an = an+1 − an > 0

tan an = tan(an + π)であるから

tan(an + π) < tan an+1

このとき，an + π ∈ In+1, an+1 ∈ In+1に注意して

an + π < an+1 よって an+1 − an > π

(3) 2©から，an+1 − an = tan an+1 − tan an．これを (2)の結果に代入すると

tan an+1 − tan an > π

したがって
n∑

k=1

(tan ak+1 − tan ak) >
n∑

k=1

π

a1 =
π

3
より tan an+1 − tan

π

3
> nπ よって tan an+1 > nπ +

√
3
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補足 グラフは次のようになる．

O

y

x−p a1
a2

a3

O

y

x
−p

a1 a2 a3

{an}は tanx− x = p (x > 0)の解．(n− 1)π < an < (n− 1
2
)π．

an+1 − an > πより

(tan an+1 − p)− (tan an − p) > π ゆえに tan an+1 − tan an > π



2.8. 2022年度 71

4 (1) f(m, n) = m+nCm −mn− 2 (m 5 n)とおくと

f(1, n) = (1 + n)− 1·n− 2 = −1

f(2, n) =
1

2
(n+ 2)(n+ 1)− 2n− 2 =

1

2
(n+ 1)(n− 2)

f(m, n) = 0を満たす正の整数の組 (m, n)を 1つ求めればよいから

(m, n) = (2, 2)

(2) 正の整数 l = 2, 3, · · · ,m− 1について

m+nCl+1 − m+nCl =
(m+ n)!

(l + 1)!(m+ n− l − 1)!
− m+nCm

=
m+ n− l

l + 1
·m+nCm − m+nCm

=
m+ n− 2l − 1

l + 1
·m+nCm

=
n−m+ 2(m− 1− l) + 1

l + 1
·m+nCm > 0

ゆえに m+nC2 < m+nC3 < · · · < m+nCm−1 < m+nCm

したがって，2 5 m 5 nを満たす整数m, nについて次式が成立する．

m+nCm − m+nC2 = 0 (∗)

ただし，上式について等号が成立するとき，m = 2である．

f(m, n) = m+nCm − m+nC2 + m+nC2 −mn− 2

とすると，2 5 m 5 nであるから

m+nC2 −mn− 2 =
1

2
(m+ n)(m+ n− 1)−mn− 2

=
1

2
(m+ 1)(m− 2) +

1

2
(n+ 1)(n− 2) = 0 (∗∗)

が成立する．ただし，等号が成立するとき，m = n = 2である．

(∗)，(∗∗)から，f(m, n) = 0となるのは，(1)の結果に限る．
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別解 1 (1)で 1 5 m 5 2のとき，(m, n) = (2, 2)がただ 1つの解である．

m = 3のとき，(m, n)の解が存在しないことを示せばよい．

m = 3のとき m+nC2 < m+nC3 < · · · < m+nCm

また m+nC2 − (mn+ 2) =
1

2
{n(n− 1) +m(m− 1)− 4}

n = m = 3より n(n− 1) = m(m− 1) = 3·2 > 4

よって m+nC2 > mn+ 2

別解 2 与えられた等式から

g(m, n) =
m+nCm

mn+ 2
=

(m+ n)!

m!n!(mn+ 2)

とおく．(1)の結果から g(m, n) = 1を満たす整数m, n (2 5 m 5 n)を
求めればよい．

g(m, n+ 1)

g(m, n)
− 1 =

(m+ n+ 1)(mn+ 2)

(n+ 1)(mn+m+ 2)
− 1

=
{(n+ 1) +m}(mn+ 2)

(n+ 1){(mn+ 2) +m}
− 1

=
m(mn+ 2)−m(n+ 1)

(n+ 1){(mn+ 2) +m}

=
m{(m− 1)n+ 1}

(n+ 1){(mn+ 2) +m}
> 0

g(m, n+ 1) > g(m, n)であるから，mを固定すると，g(m, n)は nにつ
いて単調増加．また，g(m, n)はm，nの対称式であるから，同様に nを
固定すると，g(m, n)はmについて単調増加．したがって

g(m, n) = g(2, 2) = 1

が成立する．ただし，等号が成立するとき，m = n = 2である．

よって，求める正の整数の組 (m, n)は (1)の結果に限る．



2.9. 2023年度 73

2.9 2023年度
1 (1) 3回の目の出方が {2, 5, 6}, {3, 4, 5}であるから

p3 =
3!

1!1!1!

(
1

6

)3

× 2 =
1

18

(2) n回の目の出方で，1以外の目の出方は {2, 2, 3, 5}, {2, 5, 6}, {3, 4, 5}
であるから

pn =
n!

2!1!1!(n− 4)!

(
1

6

)n

+
n!

1!1!1!(n− 3)!

(
1

6

)n

× 2

=
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2·6n
+

2n(n− 1)(n− 2)

6n

=
n(n− 1)(n− 2){(n− 3) + 4}

2·6n

=
(n + 1)n(n − 1)(n − 2)

2·6n

(3) n− 1回目までの目の積が 60で，n回目で 1の目が出る確率は

pn−1 ×
1

6
=

1

6
pn−1

これと (2)の結果から，求める確率は

pn −
1

6
pn−1 =

(n+ 1)n(n− 1)(n− 2)

2·6n
− 1

6
·n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2·6n−1

=
n(n− 1)(n− 2){(n+ 1)− (n− 3)}

2·6n

=
2n(n − 1)(n − 2)

6n
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2 (1) ~e1,
~e2は基本ベクトルであるから

~v = (~v·~e1)~e1 + (~v·~e2)~e2, ~w = (~w·~e1)~e1 + (~w·~e2)~e2 (∗)

したがって

|~v|2 = (~v·~e1)
2 + (~v·~e2)

2, |~w|2 = (~w·~e1)
2 + (~w·~e2)

2

~v·~e1 = 4, |~v| = 2
√
5, ~w·~e1 = 8, |~w| = 8

√
2を上の 2式に代入すると

20 = 16 + (~v·~e2)
2, 128 = 64 + (~w·~e2)

2

~v·~e2 < 0, ~w·~e2 > 0に注意して解くと ~v·~e2 = −2, ~w·~e2 = 8

条件およびこれらの結果を (∗)に代入すると

~v = 4~e1 − 2~e2 = (4,−2), ~w = 8~e1 + 8~e2 = (8, 8)

~u = −~e1 = (−1, 0)，
−→
OA = ~u，

−→
AB = ~v，

−→
BC = ~wより

−→
OA = (−1, 0),

−→
AB = (4,−2),

−→
BC = (8, 8)

したがって

−→
OB =

−→
OA+

−→
AB = (−1, 0) + (4,−2) = (3,−2),

−→
OC =

−→
OB+

−→
BC = (3,−2) + (8, 8) = (11, 6)

以上の結果から A(−1, 0), B(3,−2), C(11, 6)
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(2) 3点A(−1, 0)，B(3,−2)，C(11, 6)を通る円の方程式を

x2 + y2 + px+ qy + r = 0

とおくと 
(−1)2 + 02 + p·(−1) + q·0 + r = 0

32 + (−2)2 + p·3 + q·(−2) + r = 0

112 + 62 + p·11 + q·6 + r = 0

整理すると 
−p+ r + 1 = 0

3p− 2q + r + 13 = 0

11p+ 6q + r + 157 = 0

これを解いて p = −8, q = −10, r = −9

したがって，求める円の方程式は

x2 + y2 − 8x− 10y − 9 = 0 すなわち (x − 4)2 + (y − 5)2 = 50

(3) (2)の結果から P(4, 5)

−→
AB = (4,−2),

−→
AC = (12, 6),

−→
AP = (5, 5)

したがって

4ABC =
1

2
|4·6− (−2)·12| = 24, 4ABP =

1

2
|4·5− (−2)·5| = 15

よって 4ABC : 4ABP = 24 : 15 = 8 : 5
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3 (1) 4OAPに余弦定理を適用すると

AP2 = OP2+OA2−2OP·OAcos
(
θ +

π

2

)
OP = 1，AP = 2であるから

22 = 12 +OA2 + 2·1·OAsin θ

整理すると

OA2 + 2OAsin θ − 3 = 0

　

O

y

x

P

A

θ
1

2

OA > 0に注意してこれを解くと OA = − sin θ +
√
sin2 θ + 3

点Aの y座標は負であるから A(0, sin θ −
√
sin2 θ + 3)

−→
AQ = 4

−→
APより

−→
OQ−

−→
OA = 4(

−→
OP−

−→
OA)

−→
OQ = −3

−→
OA+ 4

−→
OP

= −3(0, sin θ −
√
sin2 θ + 3) + 4(cos θ, sin θ)

= (4 cos θ, sin θ + 3
√

sin2 θ + 3)

よって Q(4 cos θ, sin θ + 3
√
sin2 θ + 3)

(2) 点Qの座標を (f(θ), g(θ))とすると
(
−π

2
5 θ 5 π

2

)
，(1)の結果から

f(θ) = 4 cos θ, g(θ) = sin θ + 3
√

sin2 θ + 3

Qの x座標は，θ = 0のとき最大値 4，θ = ±π

2
のとき最小値 0

g(θ)を微分すると

g′(θ) = cos θ +
3 sin θ cos θ√
sin2 θ + 3

=
cos θ√

sin2 θ + 3
(
√

sin2 θ + 3 + 3 sin θ)

g′(θ) = 0とすると
(
−π

2
< θ <

π

2

)
3 sin θ = −

√
sin2 θ + 3

sin θ < 0に注意して sin θ = −
√
3

2
√
2
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sinα = −
√
3

2
√
2
とおくと

(
−π

2
< α < 0

)
，g(θ) の増減表は

θ −π
2

· · · α · · · π
2

g′(θ) − 0 +

g(θ) 5 ↘ 2
√
6 ↗ 7

Qの y座標は，θ =
π

2
のとき最大値 7，θ = αのとき最小値 2

√
6

(3) −π

2
5 θ 5 0および 0 5 θ 5 π

2
におけるQの軌跡をそれぞれC1, C2とす

る．0 5 θ 5 π

2
のとき

x1 = f(θ), y1 = g(θ), x2 = f(−θ), y2 = g(−θ)

とおくと
x1 = x2, y1 − y2 = 2 sin θ = 0

C1はC2の上側にあるから，求める面積を Sとすると

S =

∫ f(0)

f(π
2
)

(y1 − y2) dx =

∫ 0

π
2

2 sin θ(4 cos θ)′ dθ

=

∫ π
2

0

8 sin2 θ dθ = 4

∫ π
2

0

(1− cos 2θ) dθ

= 4

[
θ − 1

2
sin 2θ

]π
2

0

= 2π

別解 ガウス・グリーンの定理により 5

S =
1

2

∫ π
2

−π
2

{f(θ)g′(θ)− f ′(θ)g(θ)} dθ

=
1

2

∫ π
2

−π
2

{
4 cos θ

(
cos θ +

3 sin θ cos θ√
sin2 θ + 3

)
+ 4 sin θ

(
sin θ + 3

√
sin2 θ + 3

)}
dθ

=
1

2

∫ π
2

−π
2

(
4 +

48 sin θ√
sin2 θ + 3

)
dθ =

∫ π
2

0

4 dθ = 2π

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2022.pdf 5

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2022.pdf
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4 (1) C1, C2の中心をそれぞれO1, O2

とし，C1とC2が直交する点をT

とすると，右の図から

O1T
2 +O2T

2 = O1O2
2

よって r1
2 + r2

2 = d2

　
C1

C2

O1 O2

r1 r2

T

d

(2) 点 (p, 0)をPとし，C1, C2の両方に直交する円の中心をX，半径をRと
すると，(1)の結論から

r1
2 +R2 = |

−→
OX|2, r2

2 +R2 = |
−→
PX|2 (∗)

上の 2式から r1
2 − r2

2 = |
−→
OX|2 − |

−→
PX|2 · · · 1©

1©の右辺を計算すると

|
−→
OX|2 − |

−→
PX|2 = |

−→
OX|2 − |

−→
OX−

−→
OP|2

= 2
−→
OP·

−→
OX− |

−→
OP|2 = 2

−→
OP·

−→
OX− p2 · · · 2©

1©， 2©より

2
−→
OP·

−→
OX− p2 = r1

2 − r2
2 ゆえに

−→
OP·

−→
OX =

p2 + r1
2 − r2

2

2

q =
p2 + r1

2 − r2
2

2p
とし，点Qの座標を (q, 0)とおくと

−→
OP·

−→
OX =

−→
OP·

−→
OQ すなわち

−→
OP·

−→
QX = 0

よって，中心Xの軌跡は，点Qを通り直線OPに垂直な直線である．

また，(∗)より，半径Rは，XからC1, C2に引いた接線の接点とXとの
距離である．

O

y

xp
P

q
Q

X
C1

C2

r1 p− r2
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(3) 前ページの図において， 3©および p > r1 + r2から

q − r1 =
p2 + r1

2 − r2
2

2p
− r1 =

(p− r1)
2 − r2

2

2p

=
(p− r1 + r2)(p− r1 − r2)

2p
> 0,

(p− r2)− q = p− r2 −
p2 + r1

2 − r2
2

2p
=

(p− r2)
2 − r1

2

2p

=
(p+ r1 − r2)(p− r1 − r2)

2p
> 0

したがって，(2)で求めた点Qは，C1, C2の外部の点である．

互いに外部にある 3つの円を C1, C2, C3とし，それらの円の中心をO1，
O2，O3とすると，次が

• C1，C2の両方に直交する円の中心の描く軌跡を `とすると，`は線分
O1O2と垂直で，C1とC2の外部にある．

• C2，C3の両方に直交する円の中心の描く軌跡をmとすると，mは線
分O2O3と垂直で，C2とC3の外部にある．

3点O1, O2, O3は同一直線上にないから，`とmは 1点で交わり，この
交点を Sとすると，SからC1, C2, C3に引いた接線の接点で直交する．

C1

C2

O1 O2

O3

C3

`
m

S
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別解 (2) 点 (p, 0)をPとし，C1, C2の両方に直交する円の中心をX，半径をRと
すると，(1)の結論から

r1
2 +R2 = |

−→
OX|2, r2

2 +R2 = |
−→
PX|2 (∗)

上の 2式から r1
2 − r2

2 = |
−→
OX|2 − |

−→
PX|2

ここで，直線OP上に点T(t, 0)をとると，上式から

r1
2 − r2

2 = |
−→
OT+

−→
TX|2 − |

−→
PT +

−→
TX|2

= |
−→
OT|2 − |

−→
PT|2 + 2

−→
OT·

−→
TX− 2

−→
PT·

−→
TX

= |
−→
OT|2 − |

−→
OT−

−→
OP|2 + 2(

−→
OT−

−→
PT)·

−→
TX

= 2
−→
OP·

−→
OT− |

−→
OP|2 + 2

−→
OP·

−→
TX

ゆえに −2
−→
OP·

−→
TX = 2

−→
OP·

−→
OT− |

−→
OP|2 − r1

2 + r2
2

= 2pt− p2 − r1
2 + r2

2

f(t) = 2pt− p2 − r1
2 + r2

2とすると (p > r1 + r2, r1 > 0, r2 > 0)

f(r1) = 2pr1 − p2 − r1
2 + r2

2

= r2
2 − (p− r1)

2 = (r2 + p− r1)(r2 − p+ r1) < 0

f(p− r2) = 2p(p− r2)− p2 − r1
2 + r2

2

= p2 − 2pr2 + r2
2 − r1

2 = (p− r2 + r1)(p− r2 − r1) > 0

f(t)は単調増加であるから，f(t) = 0の解を qとすると r1 < q < p− r2

したがって，Q(q, 0)とすると
−→
OP·

−→
QX = 0

よって，中心Xの軌跡は，点Qを通り直線OPに垂直な直線である．こ
のとき，QはC1とC2の外部の点である．また，(∗)より，半径Rは，X

からC1, C2に引いた接線の接点とXとの距離である．

(3) 互いに外部にある 3つの円を C1, C2, C3とし，それらの円の中心をO1，
O2，O3とすると，(2)の結論から次が成立する．

• C1，C2の両方に直交する円の中心の描く軌跡を `とすると，`は線分
O1O2と垂直で，C1とC2の外部にある．

• C2，C3の両方に直交する円の中心の描く軌跡をmとすると，mは線
分O2O3と垂直で，C2とC3の外部にある．

3点O1, O2, O3は同一直線上にないから，`とmは 1点で交わり，この
交点を Sとすると，SからC1, C2, C3に引いた接線の接点で直交する．
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2.10 2024年度

1 (1) 袋Akから白玉，黒玉が取り出される確率は，それぞれ
k

n
，1− k

n
である

(k = 1, 2, · · · , n)．求める確率は，2回の試行で白玉が 1回，黒玉が 1回取
り出される確率であるから

1

n

n∑
k=1

2C1·
k

n
·
(
1− k

n

)
=

2

n2

n∑
k=1

(
k − 1

n
·k2

)
=

2

n2

{
1

2
n(n+ 1)− 1

n
·1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)

}
=

(n + 1)(n − 1)

3n2

(2) A = Akのとき，s回の試行で白玉がちょうど t回取り出される確率 p(t)は

p(t) = sCt

(
k

n

)t(
1− k

n

)s−t

(∗)

上式に s = 100, n = 3kを代入すると

p(t) = 100Ct

(
1

3

)t(
2

3

)100−t

=
100!

t!(100− t)!

(
2

3

)100(
1

2

)t

これから
p(t+ 1)

p(t)
− 1 =

t!(100− t)!

(t+ 1)!(99− t)!
·1
2
− 1

=
100− t

2(t+ 1)
− 1 =

98− 3t

2(t+ 1)

ゆえに p(0) < p(1) < · · · < p(32) < p(33) > p(34) > · · · > p(100)

よって，求める tの値は t = 33

(3) (∗)に s = 10，t = 3を代入した p(3)を利用して

qn =
1

n

n∑
k=1

p(3) =
1

n

n∑
k=1

10C3

(
k

n

)3(
1− k

n

)7

したがって 6

lim
n→∞

qn = 10C3

∫ 1

0

x3(1− x)7 dx = 10C3
3!7!

11!
(1− 0)11 =

1

11

6http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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2 (1) BD = CDより，4ABD = 4ACDであるから

1

2
AB·ADsin 2θ =

1

2
AC·ADsin θ

したがって AB sin 2θ = ACsin θ

AB = 1より

AC =
AB sin 2θ

sin θ
= 2 cos θ

　

A B

C

θ
2θ

D

1
(2) 4ABCに余弦定理を適用すると

BC2 = AB2 +AC2 − 2AB·ACcos 3θ

= 12 + (2 cos θ)2 − 2·1·2 cos θ·(4 cos3 θ − 3 cos θ)

= −16 cos4 θ + 16 cos2 θ + 1

よって BC =
√
−16 cos4 θ + 16 cos2 θ + 1

(3) (2)の結果から

BC2 = −16

(
cos2 θ − 1

2

)2

+ 5

0 < θ <
π

3
に注意して

cos θ =
1√
2
すなわち θ =

π

4
のとき，最大値

√
5
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3 (1) f(x) = sin2 x− cosx− 1 + k

(
0 5 x 5 3π

2

)
より

f(x) = − cos2 x− cosx+ k

= −
(
cos x+

1

2

)2

+ k +
1

4

(∗) t = cos xとし (−1 5 t 5 1)，関数

ϕ(t) = −t2 − t+ k = −
(
t+

1

2

)2

+ k +
1

4

とすると

t −1 · · · −1
2

· · · 0 · · · 1

ϕ(t) k ↗ k + 1
4

↘ k ↘ k − 2

f(x) = 0が解をもつのは，k − 2 5 0 5 k + 1
4
のときである．

0 5 x 5 3π

2
より，t (−1 5 t 5 1)の値に対する (∗)を満たす xの個数は

t = −1のとき 1個，−1 < t 5 0のとき 2個，0 < t 5 1のとき 1個

したがって 0 < k − 2のとき 0個
k − 2 5 0 < kのとき 1個
k = 0のとき 3個
k < 0 < k + 1

4
のとき 4個

k + 1
4
= 0のとき 2個

k + 1
4
< 0のとき 0個
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よって 2 < kのとき 0個
0 < k 5 2のとき 1個
k = 0のとき 3個
−1

4
< k < 0のとき 4個

k = −1
4
のとき 2個

k < −1
4
のとき 0個

O

t

k2

1

−1
4

−1
2

−1

O

t

x

k = t2 + t t = cos x (0 5 x 5 3π
2
)

π
2

π
3π
2

(2) (1)の結果から，f(x) = 0の解の個数が 2個以上であるとき

−1

4
5 k 5 0 · · · 1©

f(x) = ϕ(t)，t = cos xより，α = cos p1，β = cos p2とおくと

ϕ(α) = ϕ(β) = 0 ゆえに ϕ(t) = −(t− α)(t− β)

(∗)より， dt

dx
= − sin xであるから

g(k) =

∫ p2

p1

f(x) sin x dx = −
∫ β

α

ϕ(t) dt

=

∫ β

α

(t− α)(t− β) dt = −1

6
(β − α)3 =

1

6
(α− β)3

ϕ(t) = 0の解と係数の関係により α + β = −1, αβ = −k · · · 2©

(α− β)2 = (α + β)2 − 4αβ = 1 + 4k

1©， 2©より，α = cos p1 5 0, β = cos p2 5 0 であるから，tに対する xの
値に注意すると

π

2
5 p1 < p2 5 π ゆえに cos p2 5 cos p1

(
等号は k = −1

4
のとき

)
α− β = 0であるから α− β =

√
1 + 4k ゆえに g(k) =

1

6
(1 + 4k)

3
2

1©より 最大値 g(0) =
1

6
，最小値 g

(
−
1

4

)
= 0
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4 (1) k2 − `2 = 3mより (k + `)(k − `) = 3m

k + ` > k − `より，自然数m1, m2を用いて

k + ` = 3m1 , k − ` = 3m2 (m1 +m2 = m, m1 > m2 = 0)

とすると，3m1 ≡ 1, 3m2 ≡ 1 (mod 2)に注意して

k =
3m1 + 3m2

2
, ` =

3m1 − 3m2

2
(∗)

0 5 m2 5
[
m−1
2

]
であるから，求める自然数 (k, `) の組の個数は[

m− 1

2

]
+ 1 =

[
m + 1

2

]
(2) 2つの整数 a, bの最大公約数を gcd(a, b)とする．xは 3の倍数でないか
ら，ユークリッドの互除法により

gcd(x, x+ 3m) = gcd(x, 3m) = 1

xが 3の倍数でないとき，xと x+ 3mは互いに素である．√
x(x+ 3m)が整数であるとき，整数 k, `を用いて

x+ 3m = k2, x = `2 ゆえに (k + `)(k − `) = 3m

したがって，(∗)を得る．このとき，x = `2より，`は 3の倍数でないから

(m1, m2) = (m, 0), (0, m) よって x =

(
3m − 1

2

)2

(3) xが 3mを約数にもつとき，x = 3mAとおくと (A > 0は整数)√
x(x+ 3m) =

√
3mA(3mA+ 3m) = 3m

√
A
√
A+ 1

gcd(A, A + 1) = gcd(A, 1) = 1より，上式が整数のとき，
√
A，

√
A+ 1

は整数であるから，次式より，これを満たす整数 xは存在しない．

1 = (
√
A+ 1)2 − (

√
A)2 = (

√
A+ 1 +

√
A)(

√
A+ 1−

√
A)



86 第 2章 一般前期解答

x = 3jBj (Bj > 0は 3で割り切れない)とすると (j = 0, 1, · · · ,m− 1)√
x(x+ 3m) =

√
3jBj(3jBj + 3m) = 3j

√
Bj(Bj + 3m−j)

このとき，
√

Bj(Bj + 3m−j)は整数であるから，(2)の結論より

Bj =

(
3m−j − 1

2

)2

すなわち x = 3jBj (j = 0, 1, · · · ,m− 1)

よって，求める xの個数は m (個)
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3.1 2015年

3.1.1 2番 研究

零ベクトルでない 2つのベクトル~a，~bについて，次が成立する． 問 解

空間ベクトルの平行条件� �
零ベクトルでない 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)について

~a//~b ⇐⇒ (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) = (0, 0, 0)� �
証明 97ページに示したベクトル積 (外積)

~a×~b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

により，|~a×~b|が~aと~bの張る平行四辺形の面積と等しいから

~a//~b ⇐⇒ |~a×~b| = 0 すなわち ~a//~b ⇐⇒ ~a×~b = (0, 0, 0)

証終

(1) A(1, p, 0)，B(q, 1, 1)，C(−1,−1, r)が一直線上にあるとき

−→
AB = (q − 1, 1− p, 1) //

−→
AC = (−2,−1− p, r)

平行条件により，次式が成立する．(
r(1− p) + 1 + p, − 2− r(q − 1), (q − 1)(−1− p) + 2(1− p)

)
= (0, 0, 0)

· · · (∗)

p = 1のとき，左辺の x成分が 2となり不適．また，p = −1のとき，左辺の z成
分が 4となり不適． �

87
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(2) (∗)の x成分および z成分により

r(1− p) + 1 + p = 0, (q − 1)(−1− p) + 2(1− p) = 0

q，rについて解くと q =
3− p

p+ 1
，r =

p+ 1

p− 1
�

平面の方程式� �
点A(x0, y0, z0)を通り，法ベクトル ~n = (a, b, c)に垂直な平面 S の方程式は

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0� �
証明 S上に任意の点 P(x, y, z)をとる．~n⊥

−→
APより明らか 1． 証終

(3) (1),(2)の結果から

−→
AB = (q − 1, 1− p, 1) =

(
2(1− p)

1 + p
, 1− p, 1

)
=

1

1 + p

(
2(1− p), (1 + p)(1− p), 1 + p

)
条件より，4点O，A′，B′，C′は点Oを通り，

−→
ABに垂直な平面上にある．

この平面 Sの方程式は

S : 2(1− p)x+ (1 + p)(1− p)y + (1 + p)z = 0

S上にA′(1, p′, 0)，B′(q, 1, 1)，C′(−1,−1, r′) があるから

2(1− p) + (1 + p)(1− p)p′ = 0,

2(1− p)q′ + (1 + p)(1− p) + (1 + p) = 0,

− 2(1− p)− (1 + p)(1− p) + (1 + p)r′ = 0

p 6= ±1に注意して，それぞれ解くと

p′ = − 2

p+ 1
, q′ = −(p+ 1)(p− 2)

2(p− 1)
, r′ = −(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

�

1昭和 59年 3月以前の高卒者は授業で学んでいた．
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(4) 3点A′(1, p′, 0)，B′(q′, 1, 1)，C′(−1,−1, r′) が一直線上にあると仮定すると，
(1)と同様にして(
r′(1− p′) + 1 + p′, − 2− r′(q′ − 1), (q′ − 1)(−1− p′) + 2(1− p′)

)
= (0, 0, 0)

上式の x成分から
r′(1− p′) + 1 + p′ = 0

これに (3)の結果を代入すると

−(p+ 3)(p− 1)

p+ 1

(
1 +

2

p+ 1

)
+ 1− 2

p+ 1
= 0

整理すると
p2 + 5p+ 8 = 0 · · · (∗∗)

この方程式の判別式をDとすると

D = 52 − 4·1·8 = −7 < 0

したがって，(∗∗)を満たす実数 pは存在しない．

よって，3点A′，B′，C′は一直線上にない．
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3.2 2016年

3.2.1 2番 バウムクーヘン型求積法

次の回転体の体積について，円筒形に区分して考えると積分の意味が理解できる．
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および 2直線x = a，

x = bで囲まれた部分を y軸の回りに 1回転してできる立体の体積 V は 問 解

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

証明 y = f(x)のグラフを単調増加または単調減
少の区間に分けて証明する．例えば，右の図
のように y = f(x)は a 5 x 5 cで単調増加，
c 5 x 5 bでは単調減少とする．このとき，
それぞれの区間で逆関数が存在することから

C1 : x = g1(y) (α 5 y 5 γ),

C2 : x = g2(y) (β 5 y 5 γ)

とおき，さらに次のようにおく．

　

O

y

x

y = f(x)

a c b

C3

C1

C5

C2

α

β

γ

C4

C3 : x = a (0 5 y 5 α), C4 : x = c (0 5 y 5 γ), C5 : x = b (0 5 y 5 β)

x軸とC1, C3, C4で囲まれた部分およびC2, C4, C5で囲まれた部分をそれぞ
れ y軸の回りに 1回転してできる立体の体積をそれぞれ V1，V2とすると

V1

π
=

∫ γ

0

c2 dy −
∫ α

0

a2 dy −
∫ γ

α

{g1(y)}2 dy

= c2γ − a2α−
∫ c

a

x2f ′(x) dx

= c2γ − a2α−
[
x2f(x)

]c
a

+ 2

∫ c

a

xf(x) dx = 2

∫ c

a

xf(x) dx

V2

π
=

∫ β

0

b2 dy +

∫ γ

β

{g2(y)}2 dy −
∫ γ

0

c2 dy

= b2β − c2γ +

∫ c

b

x2f ′(x) dx

= b2β − c2γ +

[
x2f(x)

]c
b

− 2

∫ c

b

xf(x) dx = 2

∫ b

c

xf(x) dx

よって V = V1 + V2 = 2π

∫ c

a

xf(x) dx+ 2π

∫ b

c

xf(x) dx = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

一般に，単調増加・単調減少の区間に分けることで上の結果を得る． 証終
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3.3 2017年

3.3.1 1番 研究1

x, y, z > 0，x+ y + z =
π

2
のとき， 問 解

S =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan z

の最小値を求める．
z = θ (θは定数)に対し，Sが最小となるときの x，yの値は

S =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan θ
=

cos x

sin x
+

cos y

sin y
+

1

tan θ

=
cos x sin y + sin x cos y

sinx sin y
+

1

tan θ

=
2 sin(x+ y)

cos(x− y)− cos(x+ y)
+

1

tan θ

0 5 |x−y| < x+y =
π

2
−θに注意すると，Sが最小となるのは，y = x，z =

π

2
−2x > 0

のときであるから

S =
1

tan x
+

1

tanx
+

1

tan
(
π
2
− 2x

) (
0 < x <

π

4

)
=

2

tan x
+ tan 2x =

2

tanx
+

2 tanx

1− tan2 x

ここで，t = tan x，f(t) =
2

t
+

2t

1− t2
(0 < t < 1)とおくと

f(t) =
2

t
− 1

t+ 1
− 1

t− 1

f ′(t) = − 2

t2
+

1

(t+ 1)2
+

1

(t− 1)2
=

2(3t2 − 1)

t2(t+ 1)2(t− 1)2

したがって，f(t)の増減表は

t (0) · · · 1√
3

· · · (1)

f ′(t) − 0 +

極小
f(t) ↘ ↗

3
√
3

Sが最小となるのは，tanx =
1√
3
，すなわち，x = y = z =

π

6
のとき，

最小値 3
√
3をとる．
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3.3.2 1番 研究2

x, y, z > 0，x+ y + z =
π

2
のとき，

S =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan z

の最小値を求める．
束縛条件を平面

P : x+ y + z =
π

2
(x, y, z > 0)

とし，P 上の正則な平面曲線

C(t) = (x, y, z)

= (x(t), y(t), z(t))

が t = t0で極値をとり，その点Aを

(α, β, γ) = (x(t0), y(t0), z(t0))

　

π
2

π
2

x

y

z

π
2

C(t)A

P

~n

とする．C(t)は P 上にあるから，x+ y + z =
π

2
を tで微分すると

dx

dt
+

dy

dt
+

dz

dt
= 0,

d2x

dt2
+

d2y

dt2
+

d2z

dt2
= 0 · · · (∗)

上の第 1式から

(1, 1, 1)·
(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
= 0 · · · (∗∗)

C(t)の接方向は，常に P の法ベクトル ~n = (1, 1, 1)に垂直である．
C(t)上の点 (x, y, z)について，Sは tの関数であるから

f(t) =
1

tanx
+

1

tan y
+

1

tan z

とおくと

f ′(t) = − 1

sin2 x
·dx
dt

− 1

sin2 y
·dy
dt

− 1

sin2 z
·dz
dt

,

f ′′(t) =
2 cos x

sin3 x

(
dx

dt

)2

+
2 cos y

sin3 y

(
dy

dt

)2

+
2 cos z

sin3 z

(
dz

dt

)2

− 1

sin2 x
·d

2x

dt2
− 1

sin2 y
·d

2y

dt2
− 1

sin2 z
·d

2z

dt2
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t = t0で Sが極値をとるための必要条件は，f ′(t0) = 0であるから

− 1

sin2 α

dx

dt
− 1

sin2 β

dy

dt
− 1

sin2 γ

dz

dt
= 0(

− 1

sin2 α
,− 1

sin2 β
,− 1

sin2 γ

)
·
(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
= 0

Aを通るC(t)の任意の接方向に対して上式が成り立つので，(∗∗)より(
− 1

sin2 α
,− 1

sin2 β
,− 1

sin2 γ

)
//(1, 1, 1)

0 < α, β, γ <
π

2
であるから

sinα = sin β = sin γ すなわち α = β = γ =
π

6

このとき，C(t)は正則であるから
(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
6= ~0

また，(∗)の第 2式に注意して

f ′′(t0) = 8
√
3

{(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2
}

− 4

(
d2x

dt2
+

d2y

dt2
+

d2z

dt2

)

= 8
√
3

{(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2
}

> 0

f ′(t0) = 0，f ′′(t0) > 0より，f(t)は極小値 f(t0)をとる．

よって，点A
(π
6
,
π

6
,
π

6

)
で Sは極小値，すなわち，最小値 3

√
3をとる．
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3.3.3 3番 (2) 別解

f(x) =
(x− 1)(x− 2)

x2
= 1− 3

x
+

2

x2
より，f ′(x) =

3

x2
− 4

x3
であるから 問 解

f(x)− {f ′(t)(x− t) + f(t)}

=1− 3

x
+

2

x2
−
(
3

t2
− 4

t3

)
(x− t)−

(
1− 3

t
+

2

t2

)
=− 3

{
1

x
− 1

t
+

1

t2
(x− t)

}
+ 2

{
1

x2
− 1

t2
+

2

t3
(x− t)

}
=− 3

{
−x− t

xt
+

1

t2
(x− t)

}
+ 2

{
−(x2 − t2)

x2t2
+

2

t3
(x− t)

}
=− 3(x− t)

(
− 1

xt
+

1

t2

)
+ 2(x− t)

(
−x+ t

x2t2
+

2

t3

)
=− 3(x− t)·−t+ x

xt2
+ 2(x− t)·−t(x+ t) + 2x2

x2t3

=− 3(x− t)2· 1

xt2
+ 2(x− t)·(x− t)(2x+ t)

x2t3

=(x− t)2
{
− 3

xt2
+

2(2x+ t)

x2t3

}
=

(x− t)2{(−3t+ 4)x+ 2t}
x2t3

方程式 f(x)− {f ′(t)(x− t) + f(t)} = 0の解 x > 0が 1個であるのは

−3t+ 4 = 0 すなわち 0 < t 5 4

3
のとき x = tの 1個

2t

3t− 4
= t すなわち t = 2のとき x = 2の 1個

よって，求める tの最大値は t = 2

補足 y = f(x)と y = f ′(t)(x− t) + f(t)は，x = tで 1次の接触をなす．f(x)は有理
関数であるから，f(x)−{f ′(t)(x− t) + f(t)}は (x− t)2を因数にもつ．別解で

は関数 h0(x) = 1，h1(x) =
1

x
，h2(x) =

1

x2
を考え，

hi(x)− {h′
i(t)(x− t) + hi(t)}

は (x− t)2を因数にもつことに注意し (i = 1, 2)，

f(x) = h0(x)− 3h1(x) + 2h2(x)

として計算した．
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2曲線C1 : y = f(x)とC2 : y = g(x)の共有点 Pの x座標を αとする．

1. f(α) = g(α)であるとき，C1とC2は Pで 0次の接触をなすという．

2. f(α) = g(α)，f ′(α) = g′(α)であるとき，C1と C2は Pで 1次の接触をなすとい
い，PにおけるC1およびC2の接線が一致する．

3. f(α) = g(α)，f ′(α) = g′(α)，f ′′(α) = g′′(α)であるとき，C1とC2は Pで 2次の
接触をなすといい，PにおけるC1およびC2の接触円 (曲率円)2が一致する．

P P P

0次の接触 1次の接触 2次の接触

C1 C2C1C1

C2

C2

一般に，f (k)(α) = g(k)(α) (k = 0, 1, 2, · · · , n)が成り立つとき，C1とC2はPで n

次の接触をなすという．

準備 ライプニッツの公式 (Leibniz formula)

{f(x)g(x)}(n) =
n∑

k=0

nCkf
(n−k)(x)g(k)(x)

証明は，数学的帰納法により示すことができる．

補題 2つの有理関数 f(x)，g(x)が x = αで 1次の接触をなすとき，有理関数 ϕ1(x)

を用いて
f(x)− g(x) = (x− α)ϕ1(x)

これを微分して f ′(x)− g′(x) = ϕ1(x) + (x− α)ϕ′
1(x)

f ′(α) = g′(α)であるから，有理関数 ϕ2(x)を用いて

ϕ1(x) + (x− α)ϕ′
1(x) = (x− α)ϕ2(x)

ゆえに ϕ1(x) = (x− α){ϕ2(x)− ϕ′
1(x)}

したがって f(x)− g(x) = (x− α)2{ϕ2(x)− ϕ′
1(x)}

よって，f(x)− g(x)は (x− α)2を因数にもつ．
2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdf 3 解説を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf


96 第 3章 一般前期研究

定理� �
2つの有理関数 f(x)，g(x)が x = αで n次の接触をなすとき，f(x) − g(x)は
(x− α)n+1を因数にもつ．� �
証明 n = 0のとき，明らか．n = 1のとき，補題により示された．

n次の接触をなすとき，0 5 k 5 nについて，k次の接触をなす．

n = kのとき成り立つと仮定すると，有理関数 ϕ(x)を用いて

f(x)− g(x) = (x− α)k+1ϕ(x)

と表せる．ライプニッツの公式を用いてこれを k + 1回微分すると

f (k+1)(x)− g(k+1)(x) = (k + 1)!ϕ(x) +
k+1∑
j=1

k+1Cj{(x− α)k+1}(k+1−j)ϕ(j)(x)

f (k+1)(α) = g(k+1)(α)であるから，上式は x− αを因数にもつ．

また，1 5 j 5 k + 1のとき {(x − α)k+1}(k+1−j)は x − αを因数にもつので，
ϕ(x)は有理関数 φ(x)を用いて

ϕ(x) = (x− α)φ(x)

したがって，n = k + 1のとき，次式が成り立つ．

f(x)− g(x) = (x− α)k+2φ(x)

このとき，f(x)− g(x)は (x− α)k+2を因数にもつ．

よって，数学的帰納法により，定理は示された．
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3.4 2018年

3.4.1 1番 ベクトル積 (外積)

2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，ベクトル

(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積と言い，~a ×~bで
表し，その成分は 問 解

~a ×~b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

であるから，~b× ~a = −~a×~bが成り立つ．また，その大きさについて

|~a×~b|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2)(b1

2 + b2
2 + b3

2)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

= |~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

であるから，~a×~bの大きさは，~a，~bの張る平行四辺形の面積に等しい．

~a×~bと~cのなす角を θ (0 5 θ 5 π)とすると

(~a×~b)·~c = |~a×~b||~c| cos θ

絶対値をとると

|(~a×~b)·~c| = |~a×~b||~c|| cos θ|

　

~a

~b

~c

~a×~b

θh
|~a×~b|

~a，~b，~cの張る平行六面体について，~a，~bの張る平面を底面とすると，|~c|| cos θ|は，
その高さ hであるから，この平行六面体の体積 V1は

V1 = |(~a ×~b)·~c|
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとすると

四面体OABCの体積 V は V =
1

6
|(~a ×~b)·~c|

また，対称性により，|(~a×~b)·~c| = |(~b×~c)·~a| = |(~c× ~a)·~b| が成り立つ．

補足 本題で，
−→
AB = (3,−3, 0)，

−→
AC = (3, 3, 3)より

−→
AB×

−→
AC = (−9,−9, 18)

したがって 4ABC =
1

2
|
−→
AB×

−→
AC| = 9

2

√
6

−→
AD = (0, 1, 1)より V =

1

6
|(
−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD| = 1

6
|9| = 3

2
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3.4.2 3番 (2) 研究

(1)で求めた結果から，H は双曲線で，焦点は y軸上の 2点 (0,±1)で，2頂点が(
0,±1

2

)
であるから，離心率 e = 2より，−x2

a2
+

y2

b2
= 1とおくと 3 問 解

b =
1

2
,

√
a2 + b2

b
= 2 ゆえに a =

√
3

2

2次曲線の極方程式の極は2次曲線の焦点であるから，その焦点を複素数平面の原点
とする出題もある 4 ．例えば，Hの焦点の 1つをOに平行移動した |z+2i|−|z| = ±1

に対し，r = |z|，θ = arg zとおくと，離心率 e = 2および点
(
1

2
,−π

2

)
を通ること

から

C : r =
3
2

1− 2 sin θ
· · · (∗)

となる．C を 0 5 θ < 2πで考えると，1 − 2 sin θ = 0，すなわち，θ = π
6
, 5

6
π のと

き，漸近線と平行となり，これに対応するC上の点は存在しない．なお，θ = π
6
− 0

のとき，Cは第 1象限の無限遠点あり，θ = π
6
+ 0のとき，Cは第 3象限の無限遠点

にある．また，θ = 5
6
π − 0のとき，Cは第 4象限の無限遠点にあり，θ = 5

6
π + 0の

とき，Cは第 2象限の無限遠点にある．

O

y

x

z

−i

− i
2

−3
2
i

θ r−3
2

3
2

C

(∗)から，Cを複素数平面上の点 zとして

z = x+ yi = r(cos θ + i sin θ) =
3(cos θ + i sin θ)

2(1− 2 sin θ)

と表すことができる．

3http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou jou 2010.pdf (p.11を参照)
4http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou kou 2002.pdf 3

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_jou_2010.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou_kou_2002.pdf
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3.5 2021年

3.5.1 3番 ガウス・グリーンの定理

ガウス・グリーンの定理� �
曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

� �
本題 (2)は，ガウス・グリーンの定理を用いて求めることもできる． 問 解

解答 (1) 媒介変数 tを用いて表された曲線

C : x =
1

2
(et + e−t), y =

1

2
(et − e−t) (∗)

は，(∗∗) x =
√

y2 + 1である．C上の点 P(x, y)とM(0, 1)の距離は

MP2 = x2 + (y − 1)2 = y2 + 1 + (y − 1)2 = 2

(
y − 1

2

)2

+
3

2

MPが最小となるとき，y =
1

2
であるから

1

2
(et − e−t) =

1

2
ゆえに e2t − et − 1 = 0

et > 0に注意して et =
1 +

√
5

2
よって t0 = log

1 +
√
5

2
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(2) y =
1

2
を (∗∗)を代入して Q

(√
5

2
,
1

2

)
x2 − y2 = 1であるから

2x− 2yy′ = 0 ゆえに yy′ = x

C上の点Qにおける接線 `の傾きは

1

2
y′ =

√
5

2
ゆえに y′ =

√
5

　

O

y

x

` C

1
2

2√
5
1

Q

D
A

したがって，`の方程式は

y − 1

2
=

√
5

(
x−

√
5

2

)
すなわち y =

√
5x− 2

`と x軸の交点をAとすると A

(
2√
5
, 0

)
dx

dt
=

1

2
(et − e−t)，

dy

dt
=

1

2
(et + e−t)であるから

x
dy

dt
− dx

dt
y =

1

2
(et + e−t)·1

2
(et + e−t)− 1

2
(et − e−t)·1

2
(et − e−t) = 1

求める領域Dは，上の図の斜線部分であるから，その面積 Sは

S =
1

2

∫ t0

0

dt−4OAQ

=
1

2
t0 −

1

2
· 2√

5
·1
2

=
1

2
log

1 +
√
5

2
−

√
5

10

(3) (省略)
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ガウス・グリーンの定理は，yが xの関数 (xが yの関数でもよい)のとき

S =

∫ β

α

(xy′ − y) dx

となる．

熊大医医 2011年� �
xyz空間内の 3点 P(0, 0, 1)，Q(0, 0,−1)，R(t, t2 − t + 1, 0)を考える。tが
0 5 t 5 2の範囲を動くとき，三角形 PQRが通過してできる立体をK とする。
以下の問いに答えよ。

(1) Kを xy平面で切ったときの断面積を求めよ。

(2) Kの体積を求めよ。� �
解答 (1) Rは，xy平面上の放物線 y = x2 − x+ 1 (0 5 x 5 2)上を動く．

放物線と原点を通る直線 y = kxが接するときの kの値は，2式から yを
消去して

x2 − x+ 1 = kx すなわち x2 − (k + 1)x+ 1 = 0

この方程式の判別式および重解について，D = 0，x =
k + 1

2
であるから

(k + 1)2 − 4·1·1 = 0, 0 5 k + 1

2
5 2

したがって k = 1

よって，原点を通る直線 y = xは，点 (1, 1)

で接する．原点と点 (2, 3)を通る直線 y = 3
2
x

は，放物線との交点 (1
2
, 3

4
)をもつから，求め

る面積を Sとすると，右の図から

　

O

y

x1
2

1 2

3

1
3
4

S =

∫ 1

0

{(x2 − x+ 1)− x}dx+

∫ 2

1
2

{
3

2
x− (x2 − x+ 1)

}
dx

=

∫ 1

0

(x− 1)2 dx−
∫ 2

1
2

(
x− 1

2

)
(x− 2) dx =

43

48
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別解 (ガウス・グリーンの定理による求積法)

y = x2 − x+ 1より，y′ = 2x− 1であるから

xy′ − y = x(2x− 1)− (x2 − x+ 1) = x2 − 1

右の図から，求める面積 Sは

(注意：積分区間は，回転角の向きにとる)

S =
1

2

∫ 2

1

(x2 − 1) dx+
1

2

∫ 0

1
2

(x2 − 1) dx

=
1

2

[
x3

3
− x

]2
1

+
1

2

[
x3

3
− x

]0
1
2

=
43

48

　

O

y

x1
2

1 2

C1
C2

(2) Kは xy平面に関して対称であるから，求める体積を V とすると

V =
1

3
S·OP× 2 =

1

3
·43
48

·1× 2 =
43

72
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