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本書 [PDF]は，受験指導＋ ICT教材をコンセプトとした入試問題集です．本書の
構成は，次のとおりです．

Pick Up 類比問題 頻出問題 応用問題 発展問題

令和 4年 (2022年)度に次の大学で実施された一般前期試験 (理系問題)をすべて掲
載しました．なお，一橋大学は理系レベルのため掲載しました．

北海道大学 東北大学 筑波大学 千葉大学 東京大学
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宮崎大学 鹿児島大学 琉球大学

パソコン・スマートフォン・電子黒板での使用を想定して作成しています．

1. 電子黒板を利用される場合は，電子黒板の PDFブラウザをご使用ください．
ファイルサイズに優れ，ハイパーリンク・拡縮・スワイプ・書き込みもスムー
ズに機能します．

2. スマートフォンでの使用も想定し，問題と解答に相互リンクを施しています．
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1 Pick Up

1.1 北海道大学

□□ 1.1 ［北大理系 2022］

aは a 6= 1をみたす正の実数とする．xy平面上の点 P1,P2, · · · ,Pn, · · · および
Q1,Q2, · · · ,Qn, · · · が，すべての自然数 nについて

−−−−→
PnPn+1 = (1− a)

−−−→
PnQn,

−−−−−→
QnQn+1 =

(
0,

a−n

1− a

)
をみたしているとする．また，Pnの座標を (xn, yn)とする．

(1) xn+2を a, xn, xn+1で表せ．

(2) x1 = 0, x2 = 1のとき，数列 {xn}の一般項を求めよ．

(3) y1 =
a

(1− a)2
, y2 − y1 = 1のとき，数列 {yn}の一般項を求めよ．

□□ 1.2 ［北大理系 2022］

以下の問いに答えよ．

(1) 連立不等式 x = 2, 2x 5 xy 5 x2の表す領域を xy平面上に図示せよ．た
だし，自然対数の底 eが 2 < e < 3をみたすことを用いてよい．

(2) a > 0に対して，連立不等式 2 5 x 5 6, (xy − 2x)(xa − xy) = 0の表す xy

平面上の領域の面積を S(a)とする．S(a)を最小にする aの値を求めよ．
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1.2 東北大学

□□ 1.3 ［東北大理系 2022］

座標空間内において，ベクトル

~a = (1, 2, 1), ~b = (1, 1,−1), ~c = (0, 0, 1)

が定める 2直線
` : s~a, `′ : t~b+~c (s, tは実数)

を考える．点A1を原点 (0, 0, 0)とし，点A1から直線 `′に下ろした垂線をA1B1

とおく．次に，点B1(t1~b+~c)から直線 `に下ろした垂線をB1A2とおく．同様
に，点Ak(sk~a)から直線 `′に下ろした垂線をAkBk，点 Bk(tk~b +~c)から直線 `

に下ろした垂線を BkAk+1とする手順を繰り返して，点An(sn~a)，Bn(tn~b +~c)

(nは正の整数)を定める．

(1) snを用いて sn+1を表せ．

(2) 極限値 S = lim
n→∞

sn, T = lim
n→∞

tn を求めよ．

(3) (2)で求めた S, T に対して，点A, BをそれぞれA(S~a)，B(T~b +~c)とお
くと，直線ABは 2直線 `, `′の両方と直交することを示せ．

□□ 1.4 ［東北大理系 2022］

半径 1の円を底面とする高さが
√
3の直円柱と，半径が rの球を考える．直円

柱の底面の円の中心と球の中心が一致するとき，直円柱の内部と球の内部の共
通部分の体積 V (r)を求めなさい．

6
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1.3 筑波大学

□□ 1.5 ［筑波大 2022］

0 < t < 1とする．平行四辺形 ABCDについて，線分 AB，BC，CD，DAを
t : 1− tに内分する点をそれぞれA1，B1，C1，D1とする．さらに，点A2，B2，
C2，D2およびA3，B3，C3，D3を次のように定める．

(条件) k = 1, 2について，点 Ak+1，Bk+1，Ck+1，Dk+1は，それぞれ線分
AkBk，BkCk，CkDk，DkAkを t : 1− tに内分する．

−→
AB = ~a，

−→
AD = ~bとするとき，以下の問いに答えよ．

(1)
−−−→
A1B1 = p~a+ q~b，

−−−→
A1D1 = x~a+ y~b を満たす実数 p，q，x，yを tを用いて

表せ．

(2) 四角形A1B1C1D1は平行四辺形であることを示せ．

(3)
−→
ADと

−−−→
A3B3が平行となるような tの値を求めよ．

1.4 千葉大学

□□ 1.6 ［千葉大 2022］

円周を 12等分するように点A1, A2, A3, · · · ,A12が時計回りに並んでいる．ま
た，白球 2個と黒球 4個が入った袋がある．点 Pを，次の操作によって 12個
の点上を移動させる．

操作：袋から球を 1つ取り出した後にサイコロを投げる．白球ならば時計回り
に，黒球ならば反時計回りに，サイコロの目の数だけPを移動させる．取
り出した球は袋に戻さないこととする．

Pを最初に点A1に置く．操作を 1回行い，PがA1から移動した点をQとおく．
続けて操作を 1回行い，PがQから移動した点をRとおく．もう一度操作を行
い，PがRから移動した点を Sとおく．

(1) R = A1となる確率を求めよ．

(2) 3点Q，R，Sを結んでできる図形が正三角形となる確率を求めよ．

7
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□□ 1.7 ［千葉大 2022］

座標平面において，原点Oと点A(1, 0)と点B(0, 1)がある．0 < t < 1に対し，
線分BO，OA，ABのそれぞれを t : (1− t)に内分する点を P，Q，Rとする．

(1) 4PQRの面積を tの式で表せ．

(2) 4PQRが二等辺三角形になるときの tの値をすべて求めよ．

(3) θ = ∠RPQとする．(2)のそれぞれの場合に cos θを求めよ．

□□ 1.8 ［千葉大 2022］

0以上 9999以下の整数を 4桁で表示し，以下の操作を行うこととする．ただし，
4桁で表示するとは，整数が 100以上 999以下の場合は千の位の数字を 0，10

以上 99以下の場合は千の位と百の位の数字を 0，1以上 9以下の場合は千の位
と百の位と十の位の数字を 0，そして 0はどの位の数字も 0とすることである．

操作：千の位の数字と十の位の数字を入れ替える．さらに，百の位の数字と一の
位の数字を入れ替える．

また，整数 Lに対し，操作によって得られた整数を Lとする．

(1) M を 0以上 9999以下の整数とし，M = 100x+ yのように整数 x, y

(0 5 x 5 99，0 5 y 5 99)を用いて表す．操作によって得られたM がM

の
2

3
倍に 3を足した数に等しいならば，−197x+ 298y = 9 が成り立つこ

とを証明せよ．

(2) Nが 0以上 9999以下の整数ならば，操作によって得られた整数NはNの
2

3
倍に 1を足した数と等しくならないことを証明せよ．

□□ 1.9 ［千葉大 2022］

座標空間において，原点Oと点A(1, 0,−1)と点B(0, 5, 0)がある．実数 tを
用いて t

−→
OA +

−→
OBと表される点全体を `とする．また，xy平面上の y = x2を

満たす点全体からなる曲線をCとする．

(1) 曲線 C上の点 P(a, a2, 0)を固定する．`上の点Qを，
−→
OAと

−→
PQが垂直

であるようにとる．このとき，点Qの座標を aを用いて表せ．

(2) 曲線C上の点Rと `上の点 Sのうち，|
−→
RS|を最小にする点Rと点 Sの組

み合わせをすべて求めよ．また，そのときの |
−→
RS| の値を求めよ．
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□□ 1.10 ［千葉大 2022］

rを正の実数とし，関数

f(x) = x+
r√

1 + sin2 x

を考える．

(1) r = 1のとき，f(x)はつねに増加することを示せ．

(2) 次の条件を満たす最大の正の実数 cを求めよ．

条件：0 < r < cのときは f(x)がつねに増加する．

1.5 東京大学

□□ 1.11 ［東大理系 2022］

次の関数 f(x)を考える．

f(x) = (cos x) log(cosx)− cos x+

∫ x

0

(cos t) log(cos t) dt
(
0 5 x <

π

2

)
(1) f(x)は区間 0 5 x <

π

2
において最小値を持つことを示せ．

(2) f(x)の区間 0 5 x <
π

2
における最小値を求めよ．
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□□ 1.12 ［東大理系 2022］

Oを原点とする座標平面上で考える．座標平面上の 2点 S(x1, y1)，T(x2, y2)

に対し，点 Sが点Tから十分離れているとは，

|x1 − x2| = 1 または |y1 − y2|

が成り立つことと定義する．

不等式
0 5 x 5 3, 0 5 y 5 3

が表す正方形の領域をDとし，その 2つの頂点A(3, 0)，B(3, 3)を考える．さ
らに，次の条件 (i)，(ii)をともに満たす点 Pをとる．

(i) 点 Pは領域Dの点であり，かつ，放物線 y = x2上にある．

(ii) 点 Pは，3点O，A，Bのいずれからも十分離れている．

点 Pの x座標を aとする．

(1) aのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) 次の条件 (iii)，(iv)をともに満たす点Qが存在しうる範囲の面積 f(a)を
求めよ．

(iii) 点Qは領域Dの点である．

(iv) 点Qは，4点O，A，B，Pのいずれからも十分離れている．

(3) aは (1)で求めた範囲を動くとする．(2)の f(a)を最小にする aの範囲を
求めよ．

1.6 東京工業大学

□□ 1.13 ［東工大 2022］

a, bを実数とし，f(z) = z2 + az + bとする．a, bが

|a| 5 1, |b| 5 1

を満たしながら動くとき，f(z) = 0を満たす複素数 zがとりうる値の範囲を複
素数平面上に図示せよ．
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□□ 1.14 ［東工大 2022］

aは 0 < a 5 π

4
を満たす実数とし，f(x) =

4

3
sin
(π
4
+ ax

)
cos
(π
4
− ax

)
とす

る．このとき，次の問いに答えよ．

(1) 次の等式 (∗)を満たす aがただ 1つ存在することを示せ．

(∗)
∫ 1

0

f(x) dx = 1

(2) 0 5 b < c 5 1を満たす実数 b, cについて，不等式

f(b)(c− b) 5
∫ c

b

f(x) dx 5 f(c)(c− b)

が成り立つことを示せ．

(3) 次の試行を考える．

［試行］n個の数 1, 2, · · · , nを出目とする．あるルーレットを k回まわす．

この［試行］において，各 i = 1, 2, · · · , nについて iが出た回数を Sn,k,i

とし，

(∗∗) lim
k→∞

Sn,k,i

k
=

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx

が成り立つとする．このとき，(1)の等式 (∗)が成り立つことを示せ．

(4) (3)の［試行］において出た数の平均値をAn,kとし，An = lim
k→∞

An,kとす

る．(∗∗)が成り立つとき，極限 lim
n→∞

An

n
を aを用いて表せ．

1.7 一橋大学

□□ 1.15 ［一橋大 2022］

2a3b + 2c3d = 2022を満たす 0以上の整数 a, b, c, dの組を求めよ．

□□ 1.16 ［一橋大 2022］

tを実数とし，座標空間に点A(t−1, t, t+1)をとる．また，(0, 0, 0)，(1, 0, 0)，
(0, 1, 0)，(1, 1, 0)，(0, 0, 1)，(1, 0, 1)，(0, 1, 1)，(1, 1, 1)を頂点とする
立方体をDとする．点PがDの内部およびすべての面上を動くとき，線分AP

の動く範囲をW とし，W の体積を f(t)とする．

(1) f(−1)を求めよ．

(2) f(t)のグラフを描き，f(t)の最小値を求めよ．
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1.8 名古屋大学

□□ 1.17 ［名大理系 2022］

a，bを実数とする．

(1) 整式 x3を 2次式 (x− a)2で割ったときの余りを求めよ．

(2) 実数を係数とする 2次式 f(x) = x2 + αx+ βで整式 x3を割ったときの余
りが 3x + bとする．bの値に応じて，このような f(x)が何個あるかを求
めよ．

□□ 1.18 ［名大理系 2022］

複素数平面上に，原点Oを頂点の 1つとする正六角形OABCDEが与えらえて
いる．ただしその頂点は時計の針の進む方向と逆向きにO，A，B，C，D，E

とする．互いに異なる 0でない複素数 α, β, γが，

0 5 arg

(
β

α

)
5 π, 4α2 − 2αβ + β2 = 0,

2γ2 − (3α + β + 2)γ + (α + 1)(α + β) = 0

を満たし，α, β, γのそれぞれが正六角形OABCDEの頂点のいずれかである
とする．

(1)
β

α
を求め，α，βがそれぞれどの頂点か答えよ．

(2) 組 (α, β, γ)をすべて求め，それぞれの組について正六角形OABCDEを
複素数平面上に図示せよ．
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1.9 京都大学

□□ 1.19 ［京大理系 2022］

曲線 C : y = cos3 x
(
0 5 x 5 π

2

)
，x軸および y軸で囲まれる図形の面積を S

とする．0 < t <
π

2
とし，C 上の点 Q(t, cos3 t)と原点 O，および P(t, 0)，

R(0, cos3 t)を頂点にもつ長方形OPQRの面積を f(t)とする．このとき，次の
各問に答えよ．

(1) Sを求めよ．

(2) f(t)は最大値をただ 1つの tでとることを示せ．そのときの tを αとする

と，f(α) =
cos4 α

3 sinα
であることを示せ．

(3)
f(α)

S
<

9

16
を示せ．

□□ 1.20 ［京大理系 2022］

数列 {xn}, {yn}を次の式

x1 = 0, xn+1 = xn + n+ 2 cos

(
2πxn

3

)
(n = 1, 2, 3, · · · ),

y3m+1 = 3m, y3m+2 = 3m+ 2, y3m+3 = 3m+ 4 (m = 0, 1, 2, · · · )

により定める．このとき，数列 {xn − yn}の一般項を求めよ．

1.10 大阪大学

□□ 1.21 ［阪大理系 2022］

α =
2π

7
とする．以下の問いに答えよ．

(1) cos 4α = cos 3αであることを示せ．

(2) f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x − 1とするとき，f(cosα) = 0が成り立つことを
示せ．

(3) cosαは無理数であることを示せ．

□□ 1.22 ［阪大理系 2022］

正の実数 tに対し，座標平面上の 2点 P(0, t)とQ

(
1

t
, 0

)
を考える．tが

1 5 t 5 2の範囲を動くとき，座標平面内で線分PQが通過する部分を図示せよ．
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1.11 神戸大学

□□ 1.23 ［神戸大理系 2022］

mを 3以上の自然数，θ =
2π

m
，C1を半径 1の円とする．円C1に内接する (す

べての頂点がC1上にある)正m角形をP1とし，P1に内接する (P1のすべての
辺と接する)円をC2とする．同様に，nを自然数とするとき，円Cnに内接す
る正m角形を Pnとし，Pnに内接する円をCn+1とする．Cnの半径を rn，Cn

の内側で Pnの外側の部分の面積を snとし，f(m) =
∞∑
n=1

snとする．以下の問

に答えよ．

(1) rn, snの値を θ，nを用いて表せ．

(2) f(m)の値を θを用いて表せ．

(3) 極限値 lim
m→∞

f(m)を求めよ．

ただし，必要があれば lim
x→0

x− sinx

x3
=

1

6
を用いてよい．

□□ 1.24 ［神戸大理系 2022］

aを正の実数とし，双曲線
x2

4
− y2

4
= 1と直線 y =

√
a x +

√
aが異なる 2点

P，Qで交わっているとする．線分PQの中点をR(s, t)とする．以下の問に答
えよ．

(1) aのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) s, tの値を aを用いて表せ．

(3) aが (1)で求めた範囲を動くときに sのとりうる値の範囲を求めよ．

(4) tの値を sを用いて表せ．
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1.12 広島大学

□□ 1.25 ［広大理系 2022］

aを正の実数，tを 0 < t < 1を満たす実数とする．座標平面上の 3点A(0, a)，
B(−1, 0)，C(1, 0)を頂点とする二等辺三角形の内接円を Sとし，その中心が
I(0, t)であるとする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) ∠IBCを θとおく．tと aを，それぞれ θを用いて表せ．

(2) aを tを用いて表せ．

(3) 4ABCの重心が内接円 Sの周上にあるとき，tの値を求めよ．

(4) 4ABCの垂心がSの周上にあるとき，tの値を求めよ．ただし，三角形の
各頂点から対辺，またはその延長に下した 3本の垂線は 1点で交わること
が知られており，その交わる点を三角形の垂心と呼ぶ．

(5) 4ABCの外心が Sの周上にあるとき，tのとり得る値をすべて求めよ．

1.13 山口大学

□□ 1.26 ［山口大 2022］

関数 f(x) = e−
x
2 − eについて，次の問いに答えなさい．

(1) f(x)の導関数および不定積分を求めなさい．

(2) lim
x→+∞

|f(x)|を求め，y = |f(x)|のグラフを概形をかきなさい．

(3) 定積分
∫ 4

−4

|f(x)| dxの値を求めなさい．
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□□ 1.27 ［山口大 2022］

xy平面上の原点を Oとし，2点 P1(1, 0)，Q1(1,
√
3)をとる．自然数 nに対

して，x座標がOPnの長さを
3

2
倍して

(
1

2

)n

を加えた値となる x軸上の点を

Pn+1 とおく．Pnを通り直線OQ1と平行な直線と，Pn+1を通り x軸に垂直な
直線との交点をQn+1とする．4Qn+1PnPn+1を Tnとおく．次の問いに答えな
さい．

(1) P2および P4の x座標の値を求めなさい．

(2) Pnの x座標の値を αnとするとき，αnを nを用いて表しなさい．

(3) ∠P1OQ1の二等分線を lとする．自然数 nに対して，Tnの辺PnQn+1と l

の交点の座標を求めなさい．

(4) 自然数 nに対して，Tnから lによって切り取られる三角形の面積を snと

したとき，無限級数
∞∑
n=1

snの和を求めなさい．

□□ 1.28 ［山口大 2022］

整数全体を定義域とし，整数を値にとる関数 f(n)が，次の条件 1，2を満たし
ているとする．

条件 1 f(0) = 0

条件 2 任意の整数 nに対し，f(3 + n) = f(3− n)かつ f(7 + n) = f(7− n)

が成り立つ

整数全体を定義域とする関数 g(n)，h(n)をそれぞれ，g(n) = 6− n，
h(n) = 14− nとするとき，次の問いに答えなさい．

(1) 合成関数 (h◦g)(n)と (g◦h)(n)を求めなさい．

(2) 任意の整数 nに対し，2つの等式 (f ◦g)(n) = f(n)と (f ◦h)(n) = f(n)が成
り立つことを示しなさい．

(3) f(2022) = 0であることを示しなさい．

(4) 集合Aを，関数 f(n)のとりうる値全体の集合，すなわち，A = {f(n) |nは
整数 }とする．このとき，集合Aの要素の個数は 5以下であることを示し
なさい．
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1.14 九州大学

□□ 1.29 ［九大理系 2022］

定積分について述べた次の文章を読んで，後の問いに答えよ。

区間 a 5 x 5 bで連続な関数 f(x)に対して，F ′(x) = f(x)となる関数
F (x)を 1つ選び，f(x)の aから bまでの定積分を∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) · · · 1©

で定義する。定積分の値は F (x)の選び方によらずに定まる。定積分は次
の性質 (A)，(B)，(C)をもつ。

(A)

∫ b

a

{kf(x) + lg(x)} dx = k

∫ b

a

f(x) dx+ l

∫ b

a

g(x) dx

(B) a 5 c 5 bのとき，
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

(C) 区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) = h(x)ならば，∫ b

a

g(x) dx =
∫ b

a

h(x) dx

ただし，f(x)，g(x)，h(x)は区間 a 5 x 5 bで連続な関数，k，lは定数で
ある。
以下，f(x)を区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数とし，nを自然数とする。

定積分の性質 ア を用い，定数関数に対する定積分の計算を行うと，

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n) · · · 2©

が成り立つことがわかる。Sn =
1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
とおくと，不等式 2©と

定積分の性質 イ より次の不等式が成り立つ。

0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
· · · 3©

よって，はさみうちの原理により lim
n→∞

Sn =

∫ 1

0

f(x) dxが成り立つ。
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(1) 関数 F (x)，G(x)が微分可能であるとき，

{F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

が成り立つことを，導関数の定義に従って示せ。また，この等式と定積分
の定義 1©を用いて，定積分の性質 (A)で k = l = 1とした場合の等式∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

を示せ。

(2) 定積分の定義 1©と平均値の定理を用いて，次を示せ。

a < bのとき，区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) > 0ならば，
∫ b

a

g(x) dx > 0

(3) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 ア に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また文章中の下線部の内容を詳しく説明することで，
不等式 2©を示せ。

(4) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 イ に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また，不等式 3©を示せ。
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1.15 九州工業大学

□□ 1.30 ［九工大 2022］

関数

f(x) =

√
x√

x+ 4
, g(x) =

x− 2

x

がある．次に答えよ．ただし，対数は自然対数とする．

(1) 極限値 lim
x→∞
{log(

√
x+
√
x+ 4)− log

√
x}を求めよ．

(2) 2つの関数
√
x(x+ 4)と log(

√
x+
√
x+ 4)をそれぞれ微分せよ．

(3) x > 0のとき，不等式 f(x) > g(x)を示せ．

(4) Oを原点とする座標平面において，曲線 y = g(x)と x軸の交点を Pとす
る．t > 2のとき，2曲線 y = f(x)，y = g(x)と線分OPおよび直線 x = t

で囲まれた図形の面積を S(t)とする．極限値 lim
t→∞

S(t)を求めよ．

□□ 1.31 ［九工大 2022］

数列 {an}に対して，数列 {bn}を

bn =
an + an+1 + an+2

3
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．次に答えよ．

(1) an = n2の場合を考える．このとき，bnおよび
n∑

k=1

bkを nを用いて表せ．

(2) an = sinnθ (0 < θ < π)の場合を考える．bn = 0がすべての nについて成
り立つとき θを求めよ．

(3) an =
√
n+ 1−

√
nの場合を考える．

(i) 極限値 lim
n→∞

bn
an+1

を求めよ．

(ii) bnと an+1の大小を比較せよ．

(4) a1 = 1，a2 = 4，および
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

bkが成り立つ場合を考える．

(i) an+1と anの関係を表す等式を求めよ．

(ii) bnおよび
n∑

k=1

bkを nを用いて表せ．
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1.16 福岡教育大学

□□ 1.32 ［福教大 2022］

次の問いに答えよ．

(1) z，wを複素数とする．|z| = 1または |w| = 1のとき

|zw + 1| = |z + w|

が成り立つことを示せ．ただし，wはwの共役な複素数を表す．

(2) a，rを実数とし，a > 0，r 6= 0とする．{bn}を初項 2，公比 rの等比数
列とするとき，次の条件によって定められる数列 {an}の一般項を求めよ．
ただし，eは自然対数の底とする．

a1 = a, an+1 = an
rebn (n = 1, 2, 3, · · · )

(3) θを sin θ 6= 0である実数とし，nを自然数とする．nに関する数学的帰納
法によって次の等式を示せ．

1 + 2
n∑

k=1

cos 2kθ =
sin(2n+ 1)θ

sin θ

□□ 1.33 ［福教大 2022］

nを 6以下の自然数とする．1個のさいころを 3回続けて投げるとき，出た目
の最大値が nとなる確率をPnとし，出た目の最小値が nとなる確率を pnとす
る．次の問いに答えよ．

(1) P1, p1をそれぞれ求めよ．

(2) Pn, pnをそれぞれ nを用いて表せ．

(3) Pn 5 pnを満たす nをすべて求めよ．
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1.17 佐賀大学

□□ 1.34 ［佐賀大 2022］

座標空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(2, 0, 0)，B(2, 2, 0)，C(0, 2, 0)について

OD = AD = BD = CD = 2

を満たす点Dで，その z座標が正，負になるものを，それぞれD1，D2とする．
次の問に答えよ．

(1) 2点D1，D2の座標を求めよ．

(2) 点 P(1, 1, 0)と実数 a，bについて

a
−→
OA+ b

−−→
OD1 −

−→
OP

が 2つのベクトル
−→
OA，

−−→
OD1に垂直であるとする．このとき，a，bの値を

求めよ．

(3) 6点O，A，B，C，D1，D2を頂点とする正八面体を V とし，V のすべて
の面に内側から接する球をSとする．このとき，Sの半径を求めよ．また，
V の各面と Sとのすべての接点を頂点とする凸多面体について，その名
称を答え，各辺の長さを求めよ．

□□ 1.35 ［佐賀大 2022］

関数 f(x) = e−x2
について，正の定数 aは f ′′(a) = 0を満たすとする．次の問

に答えよ．

(1) aの値を求めよ．また，関数 f(x)のグラフの凹凸を調べ，変曲点を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と直線 y = f(a)で囲まれた図形を，y軸の周りに 1回転さ
せてできる立体の体積を求めよ．
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1.18 長崎大学

□□ 1.36 ［長崎大 2022］

以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) a > 0とする．a + a−1 = 18のとき，a
1
2 + a−

1
2 および a

1
3 + a−

1
3 の値をそ

れぞれ求めよ．

(2) 次の方程式

log 1
3
(9x2)· log3

( x

81

)
= −12

を解け．

(3) 0 5 θ < 2πのとき，次の不等式を満たす θの値の範囲を求めよ．

cos 2θ +
√
3 sin 2θ = 1

(4) 次の方程式
z4 = −8− 8

√
3i

を解け．ただし，iは虚数単位である．

□□ 1.37 ［長崎大 2022］

自然数 nに対して，以下で定義される xの 2次関数 fn(x)がある．

f1(x) = 3x2

f2(x) = 3x2 + 4x

...

fn+2(x) = 3x2 + 4x

∫ 1

0

fn+1(t) dt−
∫ 1

0

fn(t) dt (n = 1, 2, 3, · · · )

an =

∫ 1

0

fn(t) dtとおくとき，以下の問いに答えよ．

(1) a1, a2の値を，それぞれ求めよ．

(2) an+2を，an+1と anを用いて表せ．

(3) bn = an+1−anとする．bnと anを，それぞれnの式で表し，2次関数 fn(x)

を求めよ．

(4) x = αで，fn+1(x) − fn(x)は，すべての自然数 nに対して一定の値 βを
とる．このとき，αと β の値を求めよ．また，2つの曲線 y = fn(x)と
y = fn+1(x)，および直線 x = αで囲まれる図形の面積 Snを求めよ．
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□□ 1.38 ［長大医 2022］

原点をOとする xy座標平面上に，
だ

楕円C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b > 0)と，C上

を動く点 P(a cosα, b sinα)
(
0 < α <

π

2

)
がある．以下の問いに答えよ．

(1) Cの方程式の両辺を xで微分し，PにおけるCの接線の傾きを求めよ．ま

た，この接線の方程式は
cosα

a
x+

sinα

b
y = 1であることを示せ．

(2) Pにおける Cの接線と x軸および y軸とで囲まれる三角形の面積 Sの最
小値を求めよ．また，このときのPを点Qとし，QにおけるCの接線を
lとする．Qの座標および lの方程式を，a，bを用いて表せ．

(3) C上の点R(a cos β, b sin β)
(π
2
< β < π

)
における接線mが，(2)で求め

た lと垂直に交わるものとし，その交点をAとする．このとき，tan βの
値およびRの座標を，a，bを用いて表せ．

(4) (2)と (3)におけるQ，R，Aについて，線分OQ，OR，OAの長さの平方
OQ2，OR2，OA2をそれぞれ a，bを用いて表し，線分OQ，OR，OAの
長さの大小を比較せよ．

1.19 熊本大学

□□ 1.39 ［熊大理系 2022］

aを実数とし，座標空間の点P1(a, 0, 0)，P2(a+1, 0, 0)，Q(0, 1, 0)，R(0, 0, 3)
を考える。G1，G2をそれぞれ4P1QR，4P2QRの重心とする。以下の問いに
答えよ。

(1) P1，P2を通る直線と，G1，G2を通る直線は平行であることを示せ。

(2) 四角形 P1P2G2G1の面積を求めよ。

(3) 四角形 P1P2G2G1を底面とする四角錐Q-P1P2G2G1の体積を求めよ。

□□ 1.40 ［熊大理系 2022］

x，yを実数とし，f(p) = p2 + xp+ yとおく。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) pの 2次方程式 f(p) = 0が実数解を持つような点 (x, y)全体の集合をD

とおく。Dを xy平面上に図示せよ。

(2) pの 2次方程式 f(p) = 0は実数解を持つとする。f(p) = 0の実数解がすべ
て 1以下で，少なくとも 1つの実数解は 0以上となるような点 (x, y)全体
の集合をEとおく。Eを xy平面上に図示せよ。

(3) 点 (x, y)が (2)の集合E全体を動くとき，x2 + y2 − 4y + 4の最小値を求
めよ。
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1.20 大分大学

□□ 1.41 ［大分大 2022］

四面体OABCは

|
−→
OA| = |

−→
OB| =

√
29, |

−→
OC| =

√
11, |

−→
AB| = 2

√
2, |
−→
AC| =

√
26,

−→
AB·
−→
AC = 8

を満たす．tを実数とし， −→
AP = t

−→
AB +

−→
AC

とする．

(1) 内積
−→
OA·
−→
OB，

−→
OB·
−→
OC，

−→
OC·
−→
OAをそれぞれ求めなさい．

(2) |
−→
OP|の最小値とそのときの実数 tの値を求めなさい．

(3) (2)の点 Pに対して，
−→
OP⊥

−→
AB，

−→
OP⊥

−→
ACをそれぞれ示しなさい．

(4) 四面体OABCの体積を求めなさい．

□□ 1.42 ［大分大 2022］

a, bを 0でない定数とし，

f(x) = (x+ a)(x− 3a), g(x) = b(x− 3a)

とする．3次関数 F (x)は F (0) = 0と F ′(x) = f(x)を満たし，2次関数G(x)

は，G′(x) = g(x)を満たす．ただし，放物線 y = G(x)の頂点 (x0, y0)に対し
て，関数 F (x)は x = x0で極値 y0をとるものとする．

(1) 関数 F (x)を求めなさい．

(2) 関数G(x)を求めなさい．

(3) 2つの曲線 y = F (x)と y = G(x)の共有点が 1個となるとき，bを aを用
いて表しなさい．
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□□ 1.43 ［大分大 2022］

自然数 kに対して

ak = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (k2 + 1)π

4

∣∣∣∣n
とする．また自然数mに対して

bm =
m∑
k=1

ak

とする．

(1) a1, a2を求めなさい．

(2) ak = 0となる kと ak = 1となる kをそれぞれ求めなさい．

(3) lim
m→∞

b2m+1

m
を求めなさい．
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1.21 宮崎大学

□□ 1.44 ［宮崎大 2022］

次の文章中の空欄を適当な数で埋めよ．

A，B，Cという 3つの袋がある．どの袋の中にも赤玉 2個と白玉 1個が入っ
ている．この状態から初めて，3つの袋の間で次のような 3回の玉の移動を考
える．

1回目は，Aから玉を 1個取り出し，Bへ入れる．1回目の玉の移動が終
わったときのBの中の赤玉の個数をN1とする．

続けて，2回目は，Bから玉を 1個取り出し，Cへ入れる．2回目の玉の
移動が終わったときのCの中の赤玉の個数をN2とする．

続けて，3回目は，Cから玉を 1個取り出し，Aへ入れる．3回目の玉の
移動が終わったときのAの中の赤玉の個数をN3とする．

ただし，袋Aから玉が取り出されるとき，どの玉も同じ確率で取り出されるも
のとする．袋B，Cから玉が取り出されるときも同様とする．

N1 = 2となる確率は あ であり，N1 = 3となる確率は い である．

「1回目に赤玉が移動して 2回目に白玉が移動する」確率は う である．

一方，「1回目に白玉が移動して 2回目に白玉が移動する確率」は え であ

る．よって，N2 = 2となる確率は お である

1回目の移動が終わったときの，Aの中の赤玉の個数に注意すると，N3 = 1と
なる確率は か であり，N3 = 3となる確率は き である．また，N3 = 2

となる確率は く である．

26

Sa
m
pl
e



□□ 1.45 ［宮崎大 2022］

袋の中に，1から 10までの数が 1つずつ書かれた 10枚の札が入っている．こ
れをはじめの状態とする．袋から無作為に 1枚の札を取り出し，取り出した札
は袋の中に戻さないという操作を，はじめの状態から続けて n回行う．n回の
うち，k回目 (k = 1, 2, 3, · · · , n)の操作で取り出された札に書かれた数をXkと
する．このとき，次の各問に答えよ．

(1) n = 6のとき，X1, X2, · · · , X6の組 (X1, X2, · · · , X6)で，X1 = 1，X2 = 2

かつ次の (∗)を満たす例を 1つ挙げよ．

(∗) すべての i, j (i 6= j)に対してXi +Xj 6= 10

(2) n = 7のとき，次の (∗∗)が必ず成り立つことを示せ．

(∗∗) Xi +Xj = 10を満たす i, j (i 6= j)が存在する．

(3) n = 3のとき，3回目の操作ではじめて (2)の (∗∗)が成り立つ確率を求
めよ．

(4) n = 4のとき，4回目の操作ではじめて (2)の (∗∗)が成り立つ確率を求
めよ．

□□ 1.46 ［宮崎大 2022］

平面上に，長さ 2の線分ABを直径とする円O1があり，その中心をMとする．
ABを t : (1− t)に内分する点をCとし，Cを通るABの垂線とO1の円周との
交点の 1つをDとする．ただし，0 < t < 1とする．また，3点B，C，Dを通
る円をO2とし，その中心をNとする．さらに，3点D，M，Nを通る円をO3

とし，その中心を Pとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) 線分CDの長さを tを用いて表せ．

(2) 2つの円O2とO3の面積が等しくなるときの tの値を求めよ．

(3) 4MNPの面積が最大となるときの tの値を求めよ．

(4) 4点B，M，P，Nが同一円周上にあるときの tの値を求めよ．
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1.22 鹿児島大学

□□ 1.47 ［鹿児島大 2022］

次の各問いに答えよ．

(1) AB = 5，BC = 9，CA = 6である三角形ABCを考える．頂点Aから辺
BCに下ろした垂線AHの長さを求めよ．

(2) ab = 4a− bを満たす正の整数 a, bの組をすべて求めよ．

(3) 正 2n角形A1A2 · · ·A2n−1A2nの異なる 3つの頂点を結んで三角形を作る．
このような三角形の作り方は何通りあるか．なお，頂点が異なれば異なる
三角形であるとする．またこのような三角形を任意に選ぶとき，それが直
角三角形となる確率 pを求めよ．ただし，n = 2とする．

□□ 1.48 ［鹿児島大 2022］

平行六面体OAFB−CEGDを考える．tを正の実数とし，辺OCを 1 : tに内分
する点をMとする．また三角形ABMと直線OGの交点を Pとする．さらに

−→
OA = ~a,

−→
OB = ~b,

−→
OC = ~c

とする．

(1)
−→
OPを~a, ~b, ~c, tを用いて表せ．

(2) 四面体 OABEの体積を V1とし，四面体 OABPの体積を V2とするとき，
これらの比 V1 : V2を求めよ．

(3) 三角形OABの重心をQとする．直線FCと直線QPが平行になるとき，t

の値を求めよ．
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1.23 琉球大学

□□ 1.49 ［琉球大 2022］

x > 0の範囲で，関数 f(x)を

f(x) = − 1

x2
+

2

x

と定め，y = f(x)で表される曲線をCとする．次の問いに答えよ．

(1) f(x)の極値を求めよ．

(2) 曲線Cの接線で，点 (0, 1)を通り，傾きが負であるものを lとする．直線
lの傾きを求めよ．

(3) 曲線Cと直線 lで囲まれた部分の面積を求めよ．

□□ 1.50 ［琉球大 2022］

dと nを正の整数とする．1から nまでの d乗の和を Sd(n) = 1d +2d + · · ·+nd

とおく．次の問いに答えよ．

(1) すべての正の整数nについて，S3(n) =
n2(n+ 1)2

4
が成り立つことを，数

学的帰納法を用いて証明せよ．

(2) 恒等式 k3(k + 1)3 − (k − 1)3k3 = 6k5 + 2k3を利用して，S5(n)を求めよ．

(3) すべての正の整数 nについて，24S7(n)は整数 n2(n+ 1)2で割り切れるこ
とを示せ．

□□ 1.51 ［琉球大 2022］

一辺の長さが 1の正四面体OABCにおいて，辺OAを 2 : 1に内分する点をD，
辺OBを 1 : 2に内分する点をEとする．辺OC上に点Pをとり，線分OPの長
さを tとおく．次の問いに答えよ．

(1) cos∠EDPを tを用いて表せ．

(2) 点 Pが辺OC上を動くとき，cos∠EDPの最大値と最小値を求めよ．
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2 類比問題

2.1 微分法と積分法 (数学 II)

□□ 2.1 ［千葉大 2022］

次の問いに答えよ．

(1) aを実数とする．y = axのグラフと y = x|x− 2|のグラフの交点の個数が
最大となる aの範囲を求めよ．

(2) 0 5 a 5 2とする．S(a)を y = axのグラフと y = x|x − 2|のグラフで囲
まれる図形の面積とする．S(a)を aの式で表せ．

(3) (2)で求めた S(a)を最小にする aの値を求めよ．

□□ 2.2 ［広大理系 2022］

座標平面上の曲線 y = x3+x2をCとする．また，aを実数とし，Laを点 (−1, 0)
を通る傾き aの直線とする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) Cと Laがちょうど二つの共有点をもつような aの値をすべて求めよ．

(2) aが (1)の条件を満たすそれぞれの場合について，CとLaで囲まれた部分
の面積を求めよ．

(3) Cと Laがちょうど三つの共有点をもち，さらに Cと Laで囲まれた二つ

の部分の面積の差の絶対値が
3

2
となるとき，aの値を求めよ．

2.2 複素数平面 (数学 III)

□□ 2.3 ［東工大 2022］

aは正の実数とする．複素数 zが |z − 1| = aかつ z 6= 1

2
を満たしながら動くと

き，複素数平面上の点w =
z − 3

1− 2z
が描く図形をKとする．このとき，次の問

いに答えよ．

(1) Kが円となるための aの条件を求めよ．また，そのときKの中心が表す
複素数とKの半径を，それぞれ aを用いて表せ．

(2) aが (1)の条件を満たしながら動くとき，虚軸に平行で円Kの直径となる
線分が通過する領域を複素数平面上に図示せよ．
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□□ 2.4 ［阪大理系 2022］

rを正の実数とする．複素数平面上で，点 zが点
3

2
を中心とする半径 rの円周

上を動くとき，
z + w = zw

を満たす点wが描く図形を求めよ．

2.3 極限 (数学 III)

□□ 2.5 ［阪大理系 2022］

f(x) = log(x+ 1) + 1とする．以下の問いに答えよ．

(1) 方程式 f(x) = xは，x > 0の範囲でただ 1つの解をもつことを示せ．

(2) (1)の解を αとする．実数 xが 0 < x < αを満たすならば，次の不等式が
成り立つことを示せ．

0 <
α− f(x)

α− x
< f ′(x)

(3) 数列 {xn}を

x1 = 1, xn+1 = f(xn) (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．このとき，すべての自然数 nに対して，

α− xn+1 <
1

2
(α− xn)

が成り立つことを示せ．

(4) (3)の数列 {xn}について， lim
n→∞

xn = α を示せ．
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□□ 2.6 ［広大理系 2022］

次の問いに答えよ．

(1)
√
2

(√
2
√

2
)
と
(√

2
√
2
)√

2

との大小を比較せよ．

(2) 関数 f(x)を f(x) =
√
2 xと定義し，座標平面上の曲線 y = f(x)を C と

する．C 上の点 (2, f(2))における接線の方程式を，実数m, kを用いて
y = mx+ kと表すとき，mと kの値をそれぞれ求めよ．

(3) f(x)およびmと kを (2)のように定める．すべての実数 xに対して
f(x) = mx+ kが成り立つことを示せ．

(4) 数列 {an}を a1 =
√
2および漸化式 an+1 =

√
2 an (n = 1, 2, 3, · · · )により

定義する．自然数 nに対して

2− an+1 5 (log 2)·(2− an)

が成り立つことを示し，極限値 lim
n→∞

anを求めよ．必要ならば，自然対数

の底が e = 2.718 · · · であることを用いてよい．

□□ 2.7 ［分大医 2022］

関数 f(x) = log
ex

x
を用いて，a1 = 2，an+1 = f(an)によって数列 {an}が与え

らえている．ただし，対数は自然対数である．以下の問に答えなさい．

(1) 1 5 x 5 2のとき，0 5 f(x)− 1 5 1

2
(x− 1)が成立することを示しなさい．

(2) lim
n→∞

anを求めなさい．

(3) b1 = a1，bn+1 = an+1bnによって与えられる数列 {bn}の極限を求めなさい．

2.4 積分法の応用 (数学 III)

□□ 2.8 ［阪大理系 2022］

座標平面において，tを媒介変数として

x = et cos t+ eπ, y = et sin t (0 5 t 5 π)

で表される曲線をCとする．曲線Cと x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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□□ 2.9 ［九大理系 2022］

xy平面上の曲線Cを，媒介変数 tを用いて次のように定める。

x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

以下の問いに答えよ。

(1) 区間 0 < t <
π

6
において，

dx

dt
< 0，

dy

dx
< 0であることを示せ。

(2) 曲線Cの 0 5 t 5 π

6
の部分，x軸，直線 y =

1√
3
xで囲まれた図形の面積

を求めよ。

(3) 曲線 Cは x軸に関して対称であることを示せ。また，C上の点を原点を
中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させた点はC上にあることを示せ。

(4) 曲線Cの概形を図示せよ。

□□ 2.10 ［分大医 2022］

a > 0, b > 0, a 6= bとする．また，2つの楕円
x2

a2
+

y2

b2
= 1，

x2

b2
+

y2

a2
= 1の

第 1象限における交点を通り，y軸に平行な直線の方程式を x = cとする．領

域D1 :
x2

a2
+

y2

b2
5 1，0 5 x 5 c，0 5 yの面積を S1，領域D2 :

x2

b2
+

y2

a2
5 1，

0 5 x 5 c，0 5 yの面積を S2とする．以下の問に答えなさい．

(1) cを a, bを用いて表しなさい．

(2) S1 + S2を a, bを用いて表しなさい．

2.5 場合の数と確率 (数学A)

□□ 2.11 ［京大理系 2022］

箱の中に 1から nまでの番号がついた n枚の札がある．ただし n = 5とし，同
じ番号の札はないとする．この箱から 3枚の札を同時取り出し，札の番号を小
さい順にX, Y, Zとする．このとき，Y −X = 2かつ Z − Y = 2となる確率
を求めよ．
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□□ 2.12 ［琉球大 2022］

次の問いに答えよ．

(1) 1から 9までの自然数の中から，1 5 a1 < a2 < a3 5 9を満たすように 3つ
の数を選び，それを (a1, a2, a3)とする．このような 3つの数 (a1, a2, a3)

の選び方のうち，a2 − a1 = 3かつ a3 − a2 = 3を満たすものは全部で何通
りあるか．

(2) 1から 50まで自然数の中から，1 5 a1 < a2 < a3 5 50を満たすように 3つ
の数を選び，それを (a1, a2, a3)とする．このような 3つの数 (a1, a2, a3)

の選び方のうち，a2 − a1 = 10かつ a3 − a2 = 10を満たすものは全部で何
通りあるか．

(3) 1番から 20番までの番号が書かれた座席が，図のように円形に並んでい
る．この中から，2つ以上の間隔を空けて 3つの座席を選ぶ (例えば，1番
を選んだときは 2番，3番，19番，20番は選べない)．このような 3つの
座席の選び方は全部で何通りあるか．

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10
1112

13

14

15

16

17

18

19

20
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2.6 数列 (数学B)

□□ 2.13 ［千葉大 2022］

x，yについて方程式
x2 − 6xy + y2 = 9

に関する次の問いに答えよ．

(1) x，yがともに正の整数であるような (∗)の解のうち，yが最小であるもの
を求めよ．

(2) 数列 a1, a2, a3, · · · が漸化式

an+2 − 6an+1 + an = 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

を満たすとする．このとき，(x, y) = (an+1, an)が (∗)を満たすならば，
(x, y) = (an+2, an+1)も (∗)を満たすことを示せ．

(3) (∗)の整数解 (x, y)は無数に存在することを示せ．

□□ 2.14 ［鹿児島大 2022］

各項が正となる数列 {an}が

a1 = 1, a2 = 2, an+1an−1 = an
2 + 1 (n = 2)

を満たすとする．

(1) a3，a4，a5を求めよ．

(2) cを実数とする．3以上のすべての自然数 nに対して

(an+1 + can + an−1)an−1 = an(an + can−1 + an−2)

が成り立つことを証明せよ．

(3) 3以上のすべての自然数 nに対して

an − 3an−1 + an−2 = 0

が成り立つことを証明せよ．

35

Sa
m
pl
e



3 頻出問題

3.1 2次関数 (数学 I)

□□ 3.1 ［北大理系 2022］

0 5 a 5 b 5 1をみたす a, bに対し，関数

f(x) = |x(x− 1)|+ |(x− a)(x− b)|

を考える．xが実数の範囲を動くとき，f(x)は最小値mをもつとする．

(1) x < 0および x > 1では f(x) > mとなることを示せ．

(2) m = f(0)またはm = f(1)であることを示せ．

(3) a, bが 0 5 a 5 b 5 1をみたして動くとき，mの最大値を求めよ．

3.2 図形と方程式 (数学 II)

□□ 3.2 ［一橋大 2022］

次の問いに答えよ．

(1) 実数 x, yについて，「|x− y| 5 x+ y」であることの必要十分条件は
「x = 0 かつ y = 0」であることを示せ．

(2) 次の不等式で定まる xy平面上の領域を図示せよ．

|1 + y − 2x2 − y2| 5 1− y − y2

□□ 3.3 ［宮崎大 2022］

座標平面上に円C : x2 + y2 = 1と点A

(
0,

1

2

)
がある．Aを通る傾き tの直線

とCとの 2つの交点をQ1(x1, y1)，Q2(x2, y2)とする．ただし，x1 < x2とす
る．また，CのQ1における接線を `1，Q2における接線を `2とする．`1と `2
は交わり，その交点を P(X, Y )とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) x2 − x1と y2 − y1を，それぞれ tを用いて表せ．

(2) X = −2tであることを示せ．

(3) tがすべての実数値をとって変化するとき，点 Pの軌跡を求めよ．
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3.3 指数関数と対数関数 (数学 II)

□□ 3.4 ［京大理系 2022］

5.4 < log4 2022 < 5.5であることを示せ．ただし，0.301 < log10 2 < 0.3011 で
あることは用いてよい．

□□ 3.5 ［宮崎大 2022］

xを実数とするとき，次の不等式を満たす xの値の範囲を求めよ．

8x + 8−x − (4x + 4−x)− 11 = 0

□□ 3.6 ［鹿児島大 2022］

次の各問いに答えよ．

(1) a, b, cが 1でない正の実数のとき，次の等式が成立することを証明せよ．

loga b =
logc b

logc a

(2) s = log10 2，t = log10 3とするとき，log30 600を sと tを用いて表せ．

(3) 次の関数の最大値と最小値を求めよ．またそのときの xの値を求めよ．

y = 2(log5 x)
2 − log5 x

8 + 6 (1 5 x 5 125)

3.4 微分法と積分法 (数学 II)

□□ 3.7 ［一橋大 2022］

0 5 θ < 2πとする．座標平面上の 3点O(0, 0)，P(cos θ, sin θ)，Q(1, 3 sin 2θ)

が三角形をなすとき，4OPQの面積の最大値を求めよ．

□□ 3.8 ［山口大 2022］

関数 f(x) = x3 + 3x2について，次の問いに答えなさい．

(1) f(x)の増減を調べ，y = f(x)のグラフの概形をかきなさい．

(2) 点 (p, q)から曲線 y = f(x)に異なる接線が 3本引けるとき，pと qについ
ての条件を求め，その条件を満たす点 (p, q)全体の領域を pq平面に図示
しなさい．
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3.5 複素数平面 (数学 III)

□□ 3.9 ［北大理系 2022］

複素数 zに関する次の 2つの方程式を考える．ただし，zを zと共役な複素数
とし，iを虚数単位とする．

zz = 4 · · · 1© |z| = |z −
√
3 + i| · · · 2©

(1) 1©， 2©のそれぞれの方程式について，その解 z全体が表す図形を複素数
平面上に図示せよ．

(2) 1©， 2©の共通解となる複素数をすべて求めよ．

(3) (2)で求めたすべての複素数の積を wとおく．このとき，wnが負の実数
となるための整数 nの必要十分条件を求めよ．

□□ 3.10 ［佐賀大 2022］

複素数 zについて，1, z, z2を表す複素数平面上の点をそれぞれ A，B，Cと
する．次の問に答えよ．

(1) 点A，B，Cが正三角形の 3つの頂点となる zをすべて求めよ．

(2) 点A，B，Cが直角三角形の 3つの頂点となるための zに関する条件を求
めよ．また，この条件を満たす点 z全体を図示せよ．

□□ 3.11 ［福教大 2022］

複素数 zの実部と虚部がともに正であり，zは

z2 +
1

z2
= 1

を満たしている．次の問いに答えよ．

(1) zを極形式で表せ．ただし，偏角 θは 0 5 θ < 2πとする．

(2) z100 +
1

z100
を求めよ．

(3) 複素数平面上の 3点 z, z2, z100+
1

z100
を頂点とする三角形の面積を求めよ．
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3.6 極限 (数学 III)

□□ 3.12 ［東北大理系 2022］

正の整数 nに対して，

Sn =
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
とする．

(1) 正の実数 xに対して，次の不等式が成り立つことを示せ．

x

2 + x
5
√
1 + x− 1 5 x

2

(2) 極限値 lim
n→∞

Snを求めよ．

□□ 3.13 ［東北大理系 2022］

xy平面の第 1象限内において，直線 ` : y = mx (m > 0)と x軸の両方に接し
ている半径 aの円を Cとし，円 Cの中心を通る直線 y = tx (t > 0)を考える．
また，直線 `と x軸，および，円Cのすべてにそれぞれ 1点で接する円の半径
を bとする．ただし，b > aとする．

(1) mを用いて tを表せ．

(2) tを用いて
b

a
を表せ．

(3) 極限値 lim
m→+0

1

m

(
b

a
− 1

)
を求めよ．

□□ 3.14 ［神戸大理系 2022］

数列 {an}を a1 = 1，a2 = 2，an+2 =
√
an+1·an (n = 1, 2, 3, · · · )によって定め

る．以下の問に答えよ．

(1) すべての自然数 nについて an+1 =
2
√
an
が成り立つことを示せ．

(2) 数列 {bn}を bn = log an (n = 1, 2, 3, · · · )によって定める．bnの値を nを
用いて表せ．

(3) 極限値 lim
n→∞

anを求めよ．
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□□ 3.15 ［熊大理系 2022］

関数 f(x) =

√
1 + sin2 πx

2
について，以下の問いに答えよ。

(1) f(x) (0 5 x 5 1)の最小値と最大値を求めよ。

(2) 0 5 x 5 1において，
√
2x 5 f(x) 5

√
2となることを示せ。

(3) 数列 {an}を

an =

∫ 1

0

{f(x)}n dx (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める。 lim
n→∞

n
√
anの値を求めよ。ただし， lim

n→∞

log(n+ 1)

n
= 0を用い

てよい。

3.7 微分法とその応用 (数学 III)

□□ 3.16 ［山口大 2022］

次の問いに答えなさい．

(1) x > 0のとき，関数 f(x) =
log x

x
の最大値を求めなさい．ただし，対数は

自然対数とする．

(2) 正の整数の組 (a, b)で，ab = baかつ a 6= bを満たすものをすべて求めな
さい．

□□ 3.17 ［鹿児島大 2022］

曲線Cの媒介変数表示が

x = cos3 t, y = 3 sin3 t
(
0 < t <

π

2

)
で与えられているとする．また曲線C上の点 P(cos3 t, sin3 t)における接線を
`とする．さらに原点を中心とする半径 rの円が直線 `と接しているとする．

(1) 直線 `の方程式は
y = −3(tan t)x+ 3 sin t

と表されることを示せ．

(2) α = cos2 tとするとき，r2は

r2 =
9α(α− 1)

8α− 9

と表されることを示せ．

(3) 0 < t <
π

2
における rの最大値を求めよ．またそのときの tの値を求めよ．
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3.8 積分法 (数学 III)

□□ 3.18 ［福教大 2022］

次の問いに答えよ．ただし，対数は自然対数とする．

(1) kが自然数のとき，次の不等式を示せ．

1

k + 1
5
∫ k+1

k

1

x
dx 5 1

k

(2) nが 2以上の自然数のとき，次の不等式を示せ．

log(n+ 1) 5
n∑

k=1

1

k
5 1 + log n

(3) 極限 lim
n→∞

1

log n

n∑
k=1

1

k
を求めよ．

□□ 3.19 ［宮崎大 2022］

次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．ただし，log xはxの自然対数を表す．

(1) 関数 f(x) = x(log x)2の導関数は，f ′(x) =
(
あ

)
log xである．

(2) 関数 f(x) =
tanx

x2
の導関数は，f ′(x) =

い

x3 cos2 x
である．

(3) 関数 f(x) =
x3 − 1

(x− 1)(x− 2)
の不定積分は，

∫
f(x) dx = う + C で

ある．ただし，Cは積分定数とする．

(4) 関数 f(x) = e
√
xの不定積分は，

∫
f(x) dx = え + Cである．ただ

し，Cは積分定数とする．

(5) 定積分
∫ π

12

0

sin2 x cos2 x dxの値は， お である．
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□□ 3.20 ［鹿児島大 2022］

次の各問いに答えよ．

(1) 次の関数の導関数を求めよ．

y = log
∣∣x+

√
x2 + 1

∣∣
(2) a > 0のとき，次の不等式が成立することを示せ．∫ a

0

1

1 + x2
dx <

∫ a

0

1√
1 + x2

dx

(3) 次の不等式が成立することを示せ．

π

4
< log(1 +

√
2)

3.9 積分法の応用 (数学 III)

□□ 3.21 ［神戸大理系 2022］

aを実数，0 < a < 1とし，f(x) = log(1+x2)−ax2とする．以下の問に答えよ．

(1) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(2) f(1) = 0とする．曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形の面積を求めよ．

□□ 3.22 ［山口大 2022］

曲線 y = f(x) = log(x2 + 1) (x = 0)をCとし，C上の点 P(1, f(1))における
接線を lとする．ただし，対数は自然対数とする．

(1) Cの変曲点を求め，Cと lの共有点は Pのみであることを示しなさい．

(2) Cと lおよび y軸で囲まれた部分の面積を求めなさい．
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□□ 3.23 ［宮崎大 2022］

関数 f(x) = x
√
3− xおよび座標平面上の原点Oを通る曲線C : y = f(x)につ

いて，次の各問に答えよ．

(1) 次の空欄を適切な数または数式で埋めよ．

• f(x)の導関数は，f ′(x) =
あ

2
√
3− x

である．

• f(x)の第 2次導関数は，f ′′(x) =
い

4(3− x)
√
3− x

である．

• Oにおける C の接線を `とし，`の方程式を y = kx (kは定数)とす
ると，kの値は う である．

(2) lim
x→3−0

f ′(x)は，次のいずれかである．

lim
x→3−0

f ′(x)は有限な値である

lim
x→3−0

f ′(x) =∞

lim
x→3−0

f ′(x) = −∞

この 3通りのいずれであるかを答えよ．ただし，有限な値であるときは，
その値も求めよ．

(3) 関数 f(x)の増減，極値，曲線Cの凹凸，および変曲点を調べて，曲線C

の概形をかけ．

(4) 曲線Cと直線 `および直線 x = 3で囲まれた部分の面積 Sを求めよ．

3.10 場合の数と確率 (数学A)

□□ 3.24 ［北大理系 2022］

アルファベットのAと書かれた玉が 1個，Dと書かれた玉が 1個，Hと書かれ
た玉が 1個，Iと書かれた玉が 1個，Kと書かれた玉が 2個，Oと書かれた玉
が 2個ある．これら 8個の玉を円形に並べる．

(1) 時計回りにHOKKAIDOと並ぶ確率を求めよ．

(2) 隣り合う子音が存在する確率を求めよ．ここで子音とは，D，H，Kの 3

文字 (玉は 4個)のことである．

(3) 隣り合う子音が存在するとき，それが KKだけである条件つき確率を求
めよ．
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□□ 3.25 ［大分大 2022］

1と書かれたカード，2と書かれたカードが 1枚ずつ 1つの袋に入っている．こ
の袋から 1枚のカードを取り出し，1つのサイコロを 2回投げる．取り出した
カードに書かれた数を a，1回目サイコロの出た目の数を b，2回目のサイコロ
の出た目の数を cとする．

(1) 2次方程式 ax2 − bx + c = 0が異なる 2つの実数解をもつ確率を求めな
さい．

(2) 2次方程式 ax2 − bx+ c = 0が異なる 2つの整数の解をもつ確率を求めな
さい．

□□ 3.26 ［千葉大 2022］

nを自然数とする．n個のサイコロを同時に投げ，出た目の積をM とおく．

(1) M が 2でも 3でも割り切れない確率を求めよ．

(2) M が 2で割り切れるが，3でも 4でも割り切れない確率を求めよ．

(3) M が 4では割り切れるが，3では割り切れない確率を求めよ．

□□ 3.27 ［佐賀大 2022］

nを 5以上の整数とする．1枚の硬貨を投げる試行を n回繰り返すとき，表が
出る回数が，ちょうど n回目の試行で 5になる確率を pnとする．次の問に答
えよ．

(1) p6の値を求めよ．

(2) pnを nを用いて表せ．

(3)
pn+1

pn
を nを用いて表せ．また，pnの最大値を求めよ．
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□□ 3.28 ［熊大理系 2022］

袋の中に赤玉 2個と白玉 2個の合計 4個の玉が入っている。AとBの 2人で次
のルールに従ってゲームをする。

• A，Bの順で繰り返しプレイヤーになる。

• プレイヤーは袋から玉を同時に 2個取り出す。取り出した玉の色が同じな
らば，プレイヤーの勝利とする。取り出した玉の色が異なるならば，それ
らを袋に戻してよくかき混ぜ，プレイヤーを交換する。

• Aが勝利するか，Aが勝利せずに Aの後に Bがプレイヤーになり，Bが
勝利するか，Bが勝利せずにプレイヤーを交換することによって 1巡が終
了する。

• 勝者が決まるとゲームは終了する。

以下の問いに答えよ。

(1) Bが 1巡目で勝者になる確率を求めよ。

(2) N を自然数とし，N 巡目以内に Bが勝者になる確率を pN とする。pN >

0.396となるNの最小値を求めよ。ただし，log2 3 = 1.585，log2 5 = 2.322

とする。

(3) N を自然数とする。N 巡目以内に勝者になる確率は，AとBのどちらが
大きいか。
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□□ 3.29 ［広大理系 2022］

nを自然数とする．袋の中に赤玉が 3個，白玉が (n+ 5)個，合計で (n+ 8)個
の玉が入っている．また，空箱A，B，C，D，E，Fが用意されている．この
準備の下で次の試行 1，試行 2を順に行う．

試行 1 袋から玉を 1個取り出して，箱Aに入れる．箱Aに入れた玉が白玉
なら i = 0，赤玉なら i = 1とおく．

試行 2 次に，袋から白玉を n個取り出して，箱Bに入れる．この時点で，袋
に残った玉 7個のうち，赤玉は (3− i)個，白玉は (4+ i)個である．こ
の 7個の中から 2個の玉を取り出して，箱Cに入れる．

試行 2を終えたら，箱Aと箱Cの玉の色を記録して，箱A，B，Cの玉をすべ
て元通りに袋に戻す．そして次の試行 3を行う．

試行 3 袋から玉を 1個取り出して，箱Dに入れる．次に，袋から玉を n個取
り出して，箱Eに入れる．最後に袋から玉を 2個取り出して，箱Fに
入れる．

このとき，次の問いに答えよ．

(1) i = 0であったとき，試行 2において箱Cに赤玉が 2個入る条件付き確率
p0を求めよ．また，i = 1であったとき，試行 2において箱Cに赤玉が 2

個入る条件付き確率 p1を求めよ．

(2) 試行 1において，箱Aに赤玉が入る確率 qAを nを用いて表せ．また，試
行 1，試行 2を順に行うとき，箱 Cに赤玉が 2個入る確率 qCを nを用い
て表せ．

(3) 試行 3において，箱Dに赤玉が入るという事象を事象X，箱Eに入る玉が
すべて白であるという事象を事象 Y，箱Fに赤玉が 2個入るという事象を
事象Zと呼ぶことにする．事象Xと事象Y がともに起こる確率P (X∩Y )

を nを用いて表せ．また，事象 Y と事象Zがともに起こる確率P (Y ∩Z)
を nを用いて表せ．

(4) (3)の事象 Y が起こったとき，(3)の事象Xが起こる条件付き確率PY (X)

と，(3)の事象Zが起こる条件付き確率 PY (Z)をそれぞれ求めよ．
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□□ 3.30 ［一橋大 2022］

中身の見えない 2つの箱があり，1つの箱には赤玉 2つと白玉 1つが入ってお
り，もう 1つの箱には赤玉 1つと白玉 2つが入っている．どちらかの箱を選び，
選んだ箱の中から玉を 1つ取り出して元に戻す，という操作を繰り返す．

(1) 1回目は箱を無作為に選び，2回目以降は，前回取り出した玉が赤玉なら
前回と同じ箱，前回取り出した玉が白玉なら前回とは異なる箱を選ぶ．n

回目に赤玉を取り出す確率 pnを求めよ．

(2) 1回目は箱を無作為に選び，2回目以降は，前回取り出した玉が赤玉なら
前回と同じ箱，前回取り出した玉が白玉なら箱を無作為に選ぶ．n回目に
赤玉を取り出す確率 qnを求めよ．

□□ 3.31 ［筑波大 2022］

整数 a1, a2, a3, · · · を，さいころをくり返し投げることにより，以下のように
定めていく．まず，a1 = 1とする．そして，正の整数 nに対し，an+1の値を，
n回目に出たさいころの目に応じて，次の規則で定める．

(規則) n回目に出た目が1, 2, 3, 4ならan+1 = anとし，5, 6ならan+1 = −an
とする．

たとえば，さいころを 3回投げ，その出た目が順に 5, 3, 6であったとすると，
a1 = 1, a2 = −1, a3 = −1, a4 = 1となる．

an = 1となる確率を pnとする．ただし，p1 = 1とし，さいころのどの目も，

出る確率は
1

6
であるとする．

(1) p2, p3を求めよ．

(2) pn+1を pnを用いて表せ．

(3) pn 5 0.5000005を満たす最小の正の整数 nを求めよ．

ただし，0.47 < log10 3 < 0.48であることを用いてよい．
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□□ 3.32 ［分大医 2022］

正四面体ABCDの頂点Aから出発して，辺を伝って歩き始める．最初の頂点

Aでは，その頂点につながる 3本の辺のうち 1本を確率
1

3
で選んで次の頂点に

向かって歩く．また，どれかの頂点に達したときに，その頂点につながる 3本

の辺のうち 1本を確率
1

3
で選んで次の頂点に向かって歩く．nを自然数，Qを

頂点A，B，C，Dのどれかとするとき，Pn(Q)で，n本の辺を伝ったあと頂点
Qに達する確率を表す．以下の問に答えなさい．

(1) P1(A)，P1(B)，P1(C)，P1(D) を求めなさい．

(2) P2(A)，P2(B)を求めなさい．

(3) 数列 {Pn(A)}の一般項を求め，その極限を求めなさい．

3.11 整数の性質 (数学A)

□□ 3.33 ［宮崎大 2022］

次の各問に答えよ．

(1) 整数 pを 5以上の素数とする．このとき，p+ 2が素数ならば，p+ 1は 6

の倍数であることを示せ．

(2) ある素数を 2進法で表したとき，すべての位の数字が 1である k桁の数
k 個︷ ︸︸ ︷

11 · · · 1になったとする．このとき，kは素数であることを示せ．ただし必
要ならば自然数mに対して，

Xm − 1 = (X − 1)(Xm−1 +Xm−2 + · · ·+X + 1)

が成り立つことを用いよ．

□□ 3.34 ［神戸大理系 2022］

a, bを実数，pを素数とし，1 < a < bとする．以下の問に答えよ．

(1) x, y, zを 0でない実数とする．ax = by = (ab)zならば
1

x
+

1

y
=

1

z
である

ことを示せ．

(2) m, nをm > nをみたす自然数とし，
1

m
+

1

n
=

1

p
とする．m, nの値を p

を用いて表せ．

(3) m, nを自然数とし，am = bn = (ab)pとする．bの値を a, pを用いて表せ．
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□□ 3.35 ［広大理系 2022］

a, bを整数とする．また，整数の数列 {cn}を c1 = a，c2 = bおよび漸化式

cn+2 = cn+1 + cn (n = 1, 2, 3, · · · )

により定める．このとき，次の問いに答えよ．

(1) a = 39，b = 13とする．このとき，二つの整数 c5と c6の最大公約数を求
めよ．

(2) aと bはともに奇数であるとする．このとき，自然数 nに対して次の命題
Pnが成り立つことを，nについての数学的帰納法で示せ．

Pn : c3n−2と c3n−1はともに奇数であり，c3nは偶数である．

(3) dを自然数とし，aと bはともに dの倍数であるとする．このとき，自然
数 nに対して cnが dの倍数になることを示せ．ただし，数学的帰納法を
用いて証明すること．

(4) c2022が奇数であるならば，a+ bも奇数であることを示せ．

3.12 平面のベクトル (数学B)

□□ 3.36 ［山口大 2022］

平面上の 3点A，B，Cを頂点とする三角形をT とし，T の重心をGとする．G

に関して，3点A，B，Cと対称な点をそれぞれA′，B′，C′とし，A′，B′，C′

を頂点とする三角形を T ′とする．
−→
GA = ~a，

−→
GB = ~b，

−→
GC = ~cとおくとき，次

の問いに答えなさい．

(1) T の辺BCと T ′の辺B′C′は平行であることを示しなさい．

(2) ~a+~b+~c = ~0であることを示しなさい．

(3) T ′の辺B′C′は T の辺ABおよびACと交わることを示しなさい．

(4) T と T ′の共通部分の面積を，T の面積 Sを用いて表しなさい．
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3.13 空間のベクトル (数学B)

□□ 3.37 ［山口大 2022］

1辺の長さが 1である正四面体OABCにおいて
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cと

おくとき，次の問いに答えなさい．

(1) 線分OAを 1 : 2に内分する点を Pとする．
−→
OPを~aを用いて表しなさい．

(2) 3点A，B，Cで定まる平面αに対して点Oと対称な位置にある点をO′と
するとき，

−−→
OO′を~a, ~b, ~cを用いて表しなさい．ただし，2点O，O′が平

面 αに関して対称であるとは，直線OO′が αと垂直であり，線分OO′の
中点が α上にあるときをいう．

(3) 点Xが4ABC上を動く．OX+XPの値が最小となるとき，
−→
OXを~a, ~b, ~c

を用いて表しなさい．

□□ 3.38 ［京大理系 2022］

四面体OABCが

OA = 4, OB = AB = BC = 3, OC = AC = 2
√
3

を満たしているとする．Pを辺BC上の点とし，4OAPの重心をGとする．こ
のとき，次の各問に答えよ．

(1)
−→
PG⊥

−→
OAを示せ．

(2) Pが辺BC上を動くとき，PGの最小値を求めよ．

□□ 3.39 ［長崎大 2022］

空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(1, 2, 3)，B(1, 1,−1)，C(7, 3, 5)がある．直線
OA上の動点 Pに対して，線分 BP，CPの長さの平方の和 BP2 + CP2の最小
値と，線分の長さの和BP + CPの最小値を求めたい．以下の問いに答えよ．

(1)
−→
OP = t

−→
OA (tは実数)とするとき，BP2 + CP2を tの式で表せ．

(2) BP2 + CP2の最小値と，そのときの Pの座標を求めよ．

(3) 2点B，Cから直線OAに垂線を下ろし，交点をそれぞれH，Kとすると
き，H，Kの座標を求めよ．また，2つのベクトル

−→
HB，

−→
KCのなす角を

θ (0 5 θ 5 π)とするとき，cos θの値を求めよ．

(4) BP + CPの値が最小となるのは，Pが線分HKをどのような比に分ける
ときかを説明せよ．また，そのときのPの座標，およびBP+CPの値を
求めよ．
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□□ 3.40 ［宮崎大 2022］

1辺の長さが 1の正四面体OABCと点 Pが

3
−→
OP + 8

−→
AP + 7

−→
BP +

−→
CP = ~0

を満たしているとする．直線 OPと平面 ABCの交点を Qとする．このとき，
次の各問に答えよ．

(1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとして，

−→
OP，

−→
OQのそれぞれを，~a，~b，~cを

用いて表せ．

(2) 4ABQの面積を求めよ．

(3) 4ABCの重心をGとするとき，
−→
OGと平面ABCが垂直であることを示せ．

(4) 四面体 PABQの体積を求めよ．

3.14 数列 (数学B)

□□ 3.41 ［宮崎大 2022］

2つの数列 {an}，{bn}を，a1 =
1

2
，b1 = 2，および{

an+1 = an + bn
bn+1 = 2an + 1

(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．このとき，次の各問に答えよ．

(1) a2, b2, a3, b3を求めよ．

(2) 次の式を満たす定数 p, q, rの組を 2組求めよ．

an+1 + pbn+1 + q = r(an + pbn + q) (n = 1, 2, 3, · · · )

(3) {an}, {bn}について，それぞれの第 n項 an, bnを求めよ．

(4) 2つの数列 {cn}, {dn}を，c1 =
√
2, d1 = 4，および{

cn+1 = cndn
dn+1 = 2cn

2
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．{cn}, {dn}の第 n項 cn, dnについて，cn
2dnを求めよ．
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3.15 確率分布と統計 (数学B)

□□ 3.42 ［長崎大 2022］

動点 Pは数直線上の座標 1あるいは−1にある．表が出る確率 p (0 < p < 1)，
裏が出る確率 1− pのコインを投げ，その結果によりPに以下のような操作を
行う．

操作

• 表が出たとき，Pが 1にあれば−1に，−1にあれば 1に移動させる．

• 裏が出たとき，Pは動かさない．

コインを n回投げたときの Pの座標をXnとし，Xn = 1となる確率を qnとす
る．最初に Pは 1にあるものとして，以下の問いに答えよ．

(1) q1, q2, q3を，それぞれ pを用いて表せ．

(2) qn+1を pと qnを用いて表せ．

(3) qnを pと nを用いて表せ．

(4) 確率変数Xnの平均E(Xn)，分散 V (Xn)，標準偏差 σ(Xn)を，それぞれ p

と nを用いて表せ．

□□ 3.43 ［鹿児島大 2022］

大小 2個のサイコロを同時に投げる．大きいサイコロの出る目を十の位，小さ
いサイコロの出る目を一の位としてできる 2桁の数をXとし，小さいサイコロ
の出る目を十の位，大きいサイコロの出る目を一の位としてできる 2桁の数を
Y とする．

(1) 確率 P (X − Y > 0)を求めよ．

(2) 確率変数Xの期待値E(X)と分散 V (X)を求めよ．

(3) 確率変数X − Y の標準偏差 σ(X − Y )を求めよ．
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4 応用問題

4.1 三角関数 (数学 II)

□□ 4.1 ［東工大 2022］

αは 0 < α <
π

2
を満たす実数とする．∠A = αおよび∠P =

π

2
を満たす直角三

角形 APBが，次の 2つの条件 (a)，(b)を満たしながら，時刻 t = 0から時刻
t =

π

2
まで xy平面上を動くとする．

(a) 時刻 tでの点A，Bの座標は，それぞれA(sin t, 0)，B(0, cos t)である．

(b) 点 Pは第一象限内にある．

このとき，次の問いに答えよ．

(1) 点Pはある直線上を動くことを示し，その直線の方程式をαを用いて表せ．

(2) 時刻 t = 0から時刻 t =
π

2
までの間に点Pが動く道のりをαを用いて表せ．

(3) xy平面内において，連立不等式

x2 − x+ y2 < 0, x2 + y2 − y < 0

により定まる領域をDとする．このとき，点Pは領域Dには入らないこ
とを示せ．

4.2 複素数平面 (数学 III)

□□ 4.2 ［筑波大 2022］

iは虚数単位とする．次の条件 (I)，(II)をどちらも満たす複素数 z全体の集合
を Sとする．

(I) zの虚部は正である．

(II) 複素数平面上の点A(1)，B(1− iz)，C(z2)は一直線上にある．

このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 1でない複素数 αについて，αの虚部が正であることは，
1

α− 1
の虚部が

負であるための必要十分条件であることを示せ．

(2) 集合 Sを複素数平面上に図示せよ．

(3) w =
1

z − 1
とする．zが Sを動くとき，

∣∣∣∣w +
i√
2

∣∣∣∣の最小値を求めよ．
53

Sa
m
pl
e



4.3 極限 (数学 III)

□□ 4.3 ［千葉大 2022］

正の整数m，nに対して，

A(m, n) = (m+ 1)nm+1

∫ 1
n

0

xme−x dx

とおく．

(1) e−
1
n 5 A(m, n) 5 1を証明せよ．

(2) 各mに対して，bm = lim
n→∞

A(m, n) を求めよ．

(3) 各 nに対して，cn = lim
m→∞

A(m, n) を求めよ．

□□ 4.4 ［九大理系 2022］

nを 3以上の自然数，α，βを相異なる実数とするとき，以下の問いに答えよ。

(1) 次をみたす実数A，B，Cと整式Q(x)が存在することを示せ。

xn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C

(2) (1)のA，B，Cを n，α，βを用いて表せ。

(3) (2)のAについて，nとαを固定して，βをαに近づけたときの極限 lim
β→α

A

を求めよ。

4.4 微分法とその応用 (数学 III)

□□ 4.5 ［東北大理系 2022］

aを実数とし，実数 xの関数 f(x) = (x2 + 3x+ a)(x+ 1)2を考える．

(1) f(x)の最小値が負となるような aのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) a < 2のとき，f(x)は 2つの極小値をもつ．このとき，f(x)が極小となる
xの値を α1, α2 (α1 < α2)とする．f(α1) < f(α2)を示せ．

(3) f(x)が x < βにおいて単調減少し，かつ，x = βにおいて最小値をとる
とする．このとき，aのとり得る値の範囲を求めよ．
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□□ 4.6 ［筑波大 2022］

曲線 C : y = (x + 1)e−x (x > −1)上の点 Pにおける法線と x軸との交点をQ

とする．点 Pの x座標を tとし，点Qと点R(t, 0)との距離を d(t)とする．

(1) d(t)を tを用いて表せ．

(2) x = 0のとき ex = 1 + x+
x2

2
であることを示せ．

(3) 点 Pが曲線C上を動くとき，d(t)の最大値を求めよ．

□□ 4.7 ［熊大医 2022］

pを正の実数とする。曲線 y = sin x (x > 0)の接線で点 (−p, 0)を通るものを
すべて考え，それらの接点の x座標を小さい方から順に a1, a2, · · · , an, · · · と
する。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) n = 1, 2, 3, · · · に対して，tan an = an + pが成り立つことを示せ。

(2) n = 1, 2, 3, · · · に対して，an+1 − an > πが成り立つことを示せ。

(3) a1 =
π

3
のとき，n = 1, 2, 3, · · · に対して，tan an+1 > nπ +

√
3が成り立

つことを示せ。

4.5 積分法 (数学 III)

□□ 4.8 ［名大理系 2022］

関数 f(x)は区間 x = 0において連続な増加関数で f(0) = 1を満たすとする．
ただし f(x)が区間 x = 0における増加関数であるとは，区間内の任意の実数
x1, x2に対し x1 < x2ならば f(x1) < f(x2)が成り立つときをいう．以下，nは
正の整数とする．

(1) lim
n→∞

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx =∞を示せ．

(2) 区間 y > 2において関数 Fn(y)を Fn(y) =

∫ y

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dxと定めるとき，

lim
y→∞

Fn(y) =∞を示せ．また 2 +
1

n
より大きい実数 anで∫ 2− 1

n

0

f(x)

2− x
dx+

∫ an

2+ 1
n

f(x)

2− x
dx = 0

を満たすものがただ 1つ存在することを示せ．

(3) (2)の anについて，不等式 an < 4がすべての nに対して成り立つことを
示せ．
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4.6 積分法の応用 (数学 III)

□□ 4.9 ［筑波大 2022］

0 < a < 4とする．曲線

C1 : y = 4 cos2 x
(
−π

2
< x <

π

2

)
,

C2 : y = a− tan2 x
(
−π

2
< x <

π

2

)
は，ちょうど 2つの共有点をもつとする．

(1) aの値を求めよ．

(2) C1とC2で囲まれた部分の面積を求めよ．

□□ 4.10 ［東大理系 2022］

座標空間内の点A(0, 0, 2)と点B(1, 0, 1)を結ぶ線分ABを z軸のまわりに 1

回転させて得られる曲面をSとする．S上の点Pと xy平面上の点QがPQ = 2

を満たしながら動くとき，線分PQの中点Mが通過しうる範囲をKとする．K

の体積を求めよ．

□□ 4.11 ［九工大 2022］

p 6= 0を定数とし，関数 f(x)，g(x)をそれぞれ

f(x) = x2 − px+ 1, g(x) =
1

p
x

とおく．定数 α > 1に対し f(α) = 0であるとき，曲線 C : y = f(x)および直
線 l : y = g(x)について，次に答えよ．

(1) f

(
1

α

)
= 0を示せ．

(2) 曲線Cと直線 lの交点の座標を pを用いて表せ．

(3) 曲線Cの点 (α, f(α))における法線をmとする．法線mと直線 lの交点
の座標を pを用いて表せ．

(4) (3)の法線mを y = h(x)と表す．連立不等式
y = f(x)

y 5 g(x)

y = h(x)

の表す図形をDとする．図形Dを直線 x =
p

2
のまわりに 1回転してでき

る立体の体積 V を αを用いて表せ．
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4.7 場合の数と確率 (数学A)

□□ 4.12 ［東北大理系 2022］

Kを 3より大きな奇数とし，l +m + n = Kを満たす正の奇数の組 (l, m, n)

の個数N を考える．ただし，たとえば，K = 5のとき，(l, m, n) = (1, 1, 3)

と (l, m, n) = (1, 3, 1)とは異なる組とみなす．

(1) K = 99のとき，N を求めよ．

(2) K = 99のとき，l, m, nの中に同じ奇数を 2つ以上含む組 (l, m, n)の個
数を求めよ．

(3) N > Kを満たす最小のKを求めよ．

□□ 4.13 ［名大理系 2022］

1つのサイコロを 3回投げる．1回目に出る目を a，2回目に出る目を b，3回目
に出る目を cとする．なおサイコロは 1から 6までの目が等しい確率で出るも
のとする．

(1) ab+ 2c = abcとなる確率を求めよ．

(2) ab+ 2cと 2abcが互いに素となる確率を求めよ．
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□□ 4.14 ［東大理系 2022］

Oを原点とする座標平面上で考える．0以上の整数 kに対して，ベクトル~vkを

~vk =

(
cos

2kπ

3
, sin

2kπ

3

)

と定める．投げたとき表と裏がどちらも
1

2
の確率で出るコインをN 回投げて，

座標平面上に点X0, X1, X2, · · · ,XN を以下の規則 (i)，(ii)に従って定める．

(i) X0はOにある．

(ii) nを 1以上N 以下の整数とする．Xn−1が定まったとし，Xnを次のよ
うに定める．

• n回目のコイン投げで表が出た場合，

−−→
OXn =

−−−−→
OXn−1 + ~vk

によりXnを定める．ただし，kは 1回目からn回目までのコイン
投げで裏が出た回数とする．

• n回目のコイン投げで裏が出た場合，XnをXn−1と定める．

(1) N = 8とする．X8がOにある確率を求めよ．

(2) N = 200とする．X200がOにあり，かつ，合計 200回のコイン投げで表
がちょうど r回出る確率を prとおく．ただし 0 5 r 5 200である．prを
求めよ．また prが最大となる rの値を求めよ．

4.8 整数の性質 (数学A)

□□ 4.15 ［熊大医 2022］

以下の問いに答えよ。

(1) m 5 nであって，mn+ 2 = m+nCmを満たす正の整数の組 (m, n) を 1つ
求めよ。

(2) m 5 nであって，mn+2 = m+nCmを満たす正の整数の組 (m, n) は，(1)

で求めた組に限ることを示せ。
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□□ 4.16 ［九大理系 2022］

自然数m，nが
n4 = 1 + 210m2 · · · 1©

をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1)
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素な整数であることを示せ。

(2) n2 − 1は 168の倍数であることを示せ。

(3) 1©をみたす自然数の組 (m, n)を 1つ求めよ。

□□ 4.17 ［京大理系 2022］

nを自然数とする．3つの整数 n2 + 2，n4 + 2，n6 + 2の最大公約数 Anを求
めよ．

□□ 4.18 ［東工大 2022］

3つの正の整数 a, b, cの最大公約数が 1であるとき，次の問いに答えよ．

(1) a+ b+ c, bc+ ca+ ab, abcの最大公約数は 1であることを示せ．

(2) a+ b+ c, a2 + b2 + c2, a3 + b3 + c3の最大公約数となるような正の整数を
すべて求めよ．

□□ 4.19 ［東大理系 2022］

数列 {an}を次のように定める．

a1 = 1, an+1 = an
2 + 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) 正の整数 nが 3の倍数のとき，anは 5の倍数となることを示せ．

(2) k，nを正の整数とする．anが akの倍数となるための必要十分条件を k，
nを用いて表せ．

(3) a2022と (a8091)
2の最大公約数を求めよ．
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5 発展問題

5.1 テイラー展開

aを定数，nを自然数とする．f(x)を n回微分可能な関数とし

Jk(x) =

∫ x

a

(x− t)k−1

(k − 1)!
f (k)(t) dt

とおくと

Jk(x) = −
∫ x

a

{
(x− t)k

k!

}′

f (k)(t) dt

= −
[
(x− t)k

k!
f (k)(t)

]x
a

+

∫ x

a

(x− t)k

k!
f (k+1)(t) dt

=
(x− a)k

k!
f (k)(a) + Jk+1(x)

Jk(x)− Jk+1(x) =
(x− a)k

k!
f (k)(a)であるから，n = 2に対して

n−1∑
k=1

{Jk(x)− Jk+1(x)} =
n−1∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a)

J1(x)− Jn(x) =
n−1∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a)

J1(x) =

∫ x

a

f ′(t) dt = f(x)− f(a)であるから

f(x) =
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) + Jn(x)

積分区間における f (n)(t)の最大値をM，最小値をmとすると，Jn(x)は

(x− a)n

n!
M と

(x− a)n

n!
m

の間の値をとるから，この積分区間を Iとすると

f(x) =
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

(x− a)n

n!
f (n)(c), c ∈ I (1)

を満たす cが少なくとも 1つ存在する．n = 1のとき，平均値の定理により，上式は
成立する．したがって，すべての自然数について上式は成立する．
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(1)を f(x)の x = aにおけるテイラー展開 (Taylor expansion)という．
とくに a = 0とすると

f(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
f (k)(0) +

f (n)(c)

n!
xn (2)

となり，これをマクローリン展開 (Maclaurin’s expansion)という．
(1)から得られる級数

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

をテイラー級数 (Taylor series)という．同様に，(2)から得られる級数

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn (3)

をマクローリン級数 (Maclaurin’s series)という．

• f(x) = exのとき，f (n)(x) = exより f (n)(0) = 1

• f(x) = cos xのとき，f (n)(x) = cos
(
x+

nπ

2

)
より f (n)(0) = cos

nπ

2

• f(x) = sin xのとき，f (n)(x) = sin
(
x+

nπ

2

)
より f (n)(0) = sin

nπ

2

これらの結果を (3)に代入すると

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · ·

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

上の第 1式から ex =
∞∑
n=0

x2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

したがって eix =
∞∑
n=0

(ix)2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

(ix)2n+1

(2n+ 1)!

=
∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!

= cos x+ i sin x

等式 eix = cosx + i sinxをオイラーの公式 (Euler’s Formula)という．
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例えば，n次多項式 f(x)の xnの係数がAであるとき，次式が成立する．

f(x) = f(a) +
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k + A(x− a)n

また，2次関数 f(x)の x2の係数がAであるとき

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) + A(x− p)2

となる．放物線 y = f(x)上の x = pにおける y座標 f(p)と接線の傾き f ′(p)により，
f(x)が表される．

東北大理系 2021年

以下の問いに答えよ．

(1) 正の実数 aと正の整数 nに対して次の等式が成り立つことを示せ．ただし，
eは自然対数の底とする．

ea = 1 + a+
a2

2!
+ · · ·+ an

n!
+

∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx

(2) 正の実数 aと正の整数 nに対して次の不等式を示せ．

an+1

(n+ 1)!
5
∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx 5 eaan+1

(n+ 1)!

(3) 不等式 ∣∣∣∣e− (1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)∣∣∣∣ < 10−3

を満たす最小の正の整数 nを求めよ．必要ならば 2 < e < 3であることは証
明なしに用いてもよい．
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解答 (1) Ik(a) =

∫ a

0

(a− x)k

k!
ex dxとすると (kは 0以上の整数)

Ik(a) = −
∫ a

0

{
(a− x)k+1

(k + 1)!

}′

ex dx

= −
[
(a− x)k+1

(k + 1)!
ex
]a
0

+

∫ a

0

(a− x)k+1

(k + 1)!
(ex)′ dx

=
ak+1

(k + 1)!
+ Ik+1(a)

Ik(a)− Ik+1(a) =
ak+1

(k + 1)!
より，正の整数 nに対して

n−1∑
k=0

{Ik(a)− Ik+1(a)} =
n−1∑
k=0

ak+1

(k + 1)!

I0(a)− In(a) =
n∑

k=1

ak

k!

I0(a) =

∫ a

0

ex dx = ea − 1であるから

ea − 1− In(a) =
n∑

k=1

ak

k!
ゆえに ea =

n∑
k=0

ak

k!
+ In(a) (∗)

よって ea = 1 + a+
a2

2!
+ · · ·+ an

n!
+

∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx

(2) 0 5 x 5 aにおいて，1 5 ex 5 eaであるから

(a− x)n

n!
5 (a− x)n

n!
ex 5 (a− x)n

n!
ea

したがって∫ a

0

(a− x)n

n!
dx 5

∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx 5 ea

∫ a

0

(a− x)n

n!
dx

−
[
(a− x)n+1

(n+ 1)!

]a
0

5
∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx 5 −ea

[
(a− x)n+1

(n+ 1)!

]a
0

よって
an+1

(n+ 1)!
5
∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx 5 eaan+1

(n+ 1)!
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(3) (2)の結果から
an+1

(n+ 1)!
5 In(a) 5

eaan+1

(n+ 1)!

(∗)から In(a) = ea −
n∑

k=0

ak

k!

上の 2式に a = 1を代入すると

1

(n+ 1)!
5 In(1) 5

e

(n+ 1)!
, In(1) = e−

n∑
k=0

1

k!
(∗∗)

(∗∗)の第 1式から，In(1) > 0

(∗∗)の第 2式から，In(1)は単調減少列である．

(∗∗)の第 1式に n = 5, 6を代入すると

10−3 <
1

720
=

1

6!
< I5(1) <

e

6!
,

1

7!
< I6(1) <

e

7!
=

3

5040
< 10−3

上の 2式から I6(1) < 10−3 < I5(1)

したがって，不等式∣∣∣∣e− (1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)∣∣∣∣ < 10−3

を満たす最小の正の整数 nは n = 6

□□ 5.1 ［筑波大 2022］

t, pを実数とし，t > 0とする．xy平面において，原点Oを中心とし点A(1, t)

を通る円をC1とする．また，点AにおけるC1の接線を `とする．直線 x = p

を軸とする 2次関数のグラフC2は，x軸と接し，点Aにおいて直線 `とも接す
るとする．

(1) 直線 `の方程式を tを用いて表せ．

(2) pを tを用いて表せ．

(3) C2と x軸の接点をMとし，C2と y軸の交点をNとする．tが正の実数全
体を動くとき，三角形OMNの面積の最小値を求めよ．
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5.2 積分公式

本来，部分積分法∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx

は漸化式である．f(x)の第n次導関数を f (n)(x)と表すように (nは自然数)，ここで，
nを 0さらに負の整数まで拡張することにする．実際にはこのような定義はないが，
f (−n)(x)を f(x)の第 n次原始関数と定義する．上の積分について，部分積分法を繰
り返すと∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)− f (1)(x)g(−1)(x) + f (2)(x)g(−2)(x)

· · ·+ (−1)nf (n)(x)g(−n)(x) + (−1)n+1

∫
f (n+1)(x)g(−n)(x) dx

例えば，f(x)を n次関数とし，g′(x) = eaxとすると (積分定数は 0とする)

g(−k)(x) =
eax

ak+1
(k = 0, 1, 2, . . .)

f(x)の n+ 1次導関数は 0であるから∫
f(x)eax dx =

eax

a

n∑
k=0

(−1)k f
(k)(x)

ak
+ C

同様の計算により次式を得る．∫
epxf(x) dx =

epx

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C∫

apxf(x) dx =
apx

p log a

{
f(x)− f ′(x)

p log a
+

f ′′(x)

(p log a)2
− f ′′′(x)

(p log a)3
+ · · ·

}
+ C∫

exf(x) dx = ex {f(x)− f ′(x) + f ′′(x)− f ′′′(x) + · · · }+ C∫
e−xf(x) dx = −e−x {f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) + · · · }+ C
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□□ 5.2 ［長崎大 2022］

曲線C : y = ex上の点P(t, et)における接線を lとする．ただし，0 < t < 1で
ある．以下の問いに答えよ．

(1) lの方程式を求めよ．また，lと y軸との交点をQとし，lと x軸との交点
をRとする．このとき，2点Q，Rの座標を，それぞれ求めよ．

(2) 不定積分
∫

log dxおよび
∫
(log x)2 dxを，それぞれ求めよ．

(3) lと x軸および y軸で囲まれた図形をD1とし，これを y軸の周りに 1回転
してできる回転体の体積を V1(t)とする．同様に，Cと lおよび y軸で囲
まれた図形をD2とし，これを y軸の周りに 1回転してできる回転体の体
積を V2(t)とする．このとき，V1(t)と V2(t)を，それぞれ tを用いて表せ．

(4) V (t) = V1(t) + V2(t)とするとき，V (t)の最小値，およびそのときの tの
値を求めよ．

□□ 5.3 ［長大医 2022］

自然数 nに対して，In =

∫ e

1

(log x)n dxとする．ただし，eは自然対数の底で

あり，無理数である．以下の問いに答えよ．

(1) I1, I2の値を，それぞれ求めよ．また，In+1を Inを用いて表せ．

(2) aおよび bを有理数とする．a + be = 0ならば a = 0かつ b = 0であるこ
とを，背理法を用いて証明せよ．

(3) すべての nに対して，In = An + Bne (An, Bnは有理数)と表すことがで
きる．このことを数学的帰納法を用いて証明せよ．

(4) (3)における Anに対して，Cn =
An

(−1)n+1n!
とする．このとき，Cnおよ

びAnを，それぞれ nを用いて表せ．

(5) (3)におけるBnはBn = 1 +
n∑

i=1

(−1)inPiであることを数学的帰納法を用

いて証明し，I5の値を求めよ．

ただし，nPr =
n!

(n− r)!
(rは r 5 nの自然数)であり，0! = 1とする．
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5.3 バウムクーヘン型求積法

次の回転体の体積について，円筒形に区分して考えると積分の意味が理解できる．

バウムクーヘン型求積法

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および 2直線
x = a，x = bで囲まれた部分を y軸の回りに 1回転してできる立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

証明 y = f(x)のグラフを単調増加または単調減
少の区間に分けて証明する．例えば，右の図
のように y = f(x)は a 5 x 5 cで単調増加，
c 5 x 5 bでは単調減少とする．このとき，
それぞれの区間で逆関数が存在することから

C1 : x = g1(y) (α 5 y 5 γ),

C2 : x = g2(y) (β 5 y 5 γ)

とおき，さらに次のようにおく．

　

O

y

x

y = f(x)

a c b

C3

C1

C5

C2

α

β

γ

C4

C3 : x = a (0 5 y 5 α), C4 : x = c (0 5 y 5 γ), C5 : x = b (0 5 y 5 β)

x軸とC1, C3, C4で囲まれた部分およびC2, C4, C5で囲まれた部分をそれぞ
れ y軸の回りに 1回転してできる立体の体積をそれぞれ V1，V2とすると

V1

π
=

∫ γ

0

c2 dy −
∫ α

0

a2 dy −
∫ γ

α

{g1(y)}2 dy

= c2γ − a2α−
∫ c

a

x2f ′(x) dx

= c2γ − a2α−
[
x2f(x)

]c
a

+ 2

∫ c

a

xf(x) dx = 2

∫ c

a

xf(x) dx

V2

π
=

∫ β

0

b2 dy +

∫ γ

β

{g2(y)}2 dy −
∫ γ

0

c2 dy

= b2β − c2γ +

∫ c

b

x2f ′(x) dx

= b2β − c2γ +

[
x2f(x)

]c
b

− 2

∫ c

b

xf(x) dx = 2

∫ b

c

xf(x) dx

よって V = V1 + V2 = 2π

∫ c

a

xf(x) dx+ 2π

∫ b

c

xf(x) dx = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

一般に，単調増加・単調減少の区間に分けることで上の結果を得る． 証終
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5.4 パップス・ギュルダンの定理

パップス・ギュルダンの定理 (Pappus-Guldinus theorem)

一般に，a 5 x 5 bにおいて f1(x) = f2(x) = 0である 2曲線 y = f1(x)，y = f2(x)

および 2直線 x = a，x = bで囲まれた図形の面積をS，その重心の y座標を hと
すると

hS =

∫ b

a

f1(x) + f2(x)

2
× {f1(x)− f2(x)} dx

{f1(x)− f2(x)} dxは微小区間の面積，
f1(x) + f2(x)

2
はその重心を表す．

この図形を x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積 V は

V = π

∫ b

a

{f1(x) + f2(x)}{f1(x)− f2(x)} dx

よって，上の 2式から V = 2πhS

回転体の体積は，(回転による重心の軌跡の長さ)× (面積)である．

例題

曲線 y = sin x (0 5 x 5 π)と x軸で囲まれ部分を y軸の周りに 1回転してできる
立体の体積 V

解 1 (基本的な積分法) 曲線 y = sin xの 0 5 x 5 π
2
および π

2
5 x 5 πの部分をそれ

ぞれC1，C2とする．C1およびC2を y軸の周りに回転させてできる立体の体

積をそれぞれ V1，V2とすると，
dy

dx
= cos xより

V1

π
=

∫ 1

0

x2 dy =

∫ π
2

0

x2 cos x dx

=

[
(x2 − 2) sin x+ 2x cos x

]π
2

0

=
π2

4
− 2

V2

π
=

∫ 1

0

x2 dy =

∫ π
2

π

x2 cos x dx

=

[
(x2 − 2) sin x+ 2x cos x

]π
2

π

=
π2

4
+ 2π − 2

よって V = V2 − V1 = 2π2
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解 2 (バウムクーヘン型求積法)

V = 2π

∫ π

0

x sinx dx = 2π

[
− x cos x+ sin x

]π
0

= 2π2

解 3 (パップス・ギュルダンの定理)

S =

∫ π

0

sin x =

[
− cosx

]π
0

= 2

図形の重心は直線 x =
π

2
上にあるから

V = 2π·π
2
·2 = 2π2

九工大 2022年後期

原点をOとする座標平面上の曲線 y = x3 (x = 0)をCとし，直線 y = ax (a > 0)

を lとする．さらに，C上の点P(t, t3)を通り lと垂直に交わる直線をmとし，l

とmの交点をQとする．次に答えよ．

(1) 直線mの式を aと tを用いて表せ．

(2) 線分 PQの長さを aと tを用いて表せ．

(3) 線分OQの長さ sを aと tを用いて表せ．

(4) 直線 lと曲線Cで囲まれた図形を lのまわりに 1回転してできる立体の体積
V を aを用いて表せ．

(5) aが変化するとき，
V

a3
の最大値を求めよ．

解答 (1) mは点 P(t, t3)を通り，傾き −1

a
の直

線であるから

y − t3 = −1

a
(x− t)

よって y = −
x

a
+

t

a
+ t3

　

O

y

x√
at

P

Q

C
la

√
a

t3

(2) PQは点 P(t, t3)と直線 l : ax− y = 0の距離であるから

PQ =
|at − t3|
√
a2 + 1
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(3) OQ2 = OP2 − PQ2であるから

OQ2 = (t2 + t6)− (at− t3)2

a2 + 1
= t2

{
1 + t4 − (a− t2)2

a2 + 1

}
=

t2(at2 + 1)2

a2 + 1

a > 0より s = OQ =
t(at2 + 1)
√
a2 + 1

(4) (3)の結果を微分すると
ds

dt
=

3at2 + 1√
a2 + 1

Cと lの交点をR(
√
a, a
√
a)とし，s0 = ORとおくと

s 0 −→ s0

t 0 −→
√
a

したがって

V

π
=

∫ s0

0

PQ2 ds =

∫ √
a

0

(at− t3)2

a2 + 1
·ds
dt

dt =

∫ √
a

0

(at− t3)2

a2 + 1
·3at

2 + 1√
a2 + 1

dt

=
1

(a2 + 1)
3
2

∫ √
a

0

{3at8 + (1− 6a2)t6 + (3a3 − 2a)t4 + a2t2} dt

=
1

(a2 + 1)
3
2

[
1

3
at9 +

1

7
(1− 6a2)t7 +

1

5
(3a3 − 2a)t5 +

1

3
a2t3

]√a

0

=
1

(a2 + 1)
3
2

·8a
7
2 (a2 + 1)

105
=

8a
7
2

105
√
a2 + 1

よって V =
8πa

7
2

105
√
a2 + 1
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(5) (4)の結果から
V

a3
=

8π

105

√
a

a2 + 1
=

8π

105
√

a+ 1
a

a > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小関係により

a+
1

a
= 2

√
a·1
a
= 2 ゆえに

1√
a+ 1

a

5 1√
2

したがって
V

a3
5 8π

105
√
2
=

4
√
2

105
π よって，求める最大値は

4
√
2

105
π

補足 0 5 x 5 √aにおいて，C : y = x3と l : y = ax

で囲まれた図形Dの面積を Sとすると

S =

∫ √
a

0

(ax− x3) dx

=

[
ax2

2
− x4

4

]√a

0

=
a2

4

　

O

y

x

lC

√
a

a
√
a

D

Dを y軸，x軸のまわりにそれぞれ 1回転してできる立体の体積 V1, V2は

V1 = 2π

∫ √
a

0

x(ax− x3) dx = 2π

[
ax3

3
− x5

5

]√a

0

=
4πa

5
2

15
,

V2 = π

∫ √
a

0

{(ax)2 − (x3)2} dx = π

[
a2x3

3
− x7

7

]√a

0

=
4πa

7
2

21

Dの重心をG(h1, h2)とすると，パップス・ギュルダンの定理により 1

V1 = 2πh1S, V2 = 2πh2S ゆえに G

(
8
√
a

15
,
8a
√
a

21

)

Gと直線 l : ax− y = 0の距離 dは d =
16a
√
a

105
√
a2 + 1

Dを lのまわりに 1回転してできる立体の体積 V は

V = 2πdS = 2π· 16a
√
a

105
√
a2 + 1

·a
2

4
=

8πa
7
2

105
√
a2 + 1

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6を参照)
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5.5 ベータ関数・ガンマ関数

求積問題ではベータ関数・ガンマ関数の計算結果を知っていれば，簡単に求まる
ものも少なくありません．求積問題でよく利用する 1/6公式もベータ関数に由来し
ています．ここでは，入試問題に関連するベータ関数とガンマ関数について解説し
ます．これらの関数は複素数まで定義域を拡張した特殊関数ですが，入試問題では

自然数や
1

2
,
3

2
, · · · に対する値が出題されています．

まず，ガンマ関数の定義式は

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−t dt (<z > 0)

部分積分法 (部分積分は解析学最強の計算法)により

Γ(n+ 1) = −
[
tne−t

]∞
0

+ n

∫ ∞

0

tn−1e−t dt = nΓ(n) (1)

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−t dt = −
[
e−t

]∞
0

= 1

上の 2式から Γ(n+ 1) = n!Γ(1) = n! · · · (∗)

次に，ベータ関数の定義式は

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt (<x > 0, <y > 0)

部分積分法により

B(m, n) =

∫ 1

0

tm−1(1− t)n−1 dt

=
1

m

[
tm(1− t)n−1

]1
0

+
n− 1

m

∫ 1

0

tm(1− t)n−2 dt

=
n− 1

m
B(m+ 1, n− 1)

=
n− 1

m
· n− 2

m+ 1
· · · 1

m+ n− 2
B(m+ n− 1, 1)

=
(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 2)!

∫ 1

0

tm+n−2 dt

=
(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
=

Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
(2)
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前頁のm，nは，自然数に限らず成立する．たとえば，m = n =
3

2
を (2)とすると

B

(
3

2
,
3

2

)
=

∫ 1

0

√
t(1− t) dt =

(
1
2
!
)2

2!

上の定積分の値は，半径
1

2
の半円の面積と等しい．t > 0のとき，t

1
2 e−t > 0である

から，Γ

(
3

2

)
=

1

2
! > 0に注意して

1

2
π

(
1

2

)2

=

(
1
2
!
)2

2!
ゆえに Γ

(
3

2

)
=

1

2
! =

√
π

2
(3)

さらに，(1)により，次のような計算ができる．

5

2
! =

5

2
·3
2
·1
2
! =

15

8

√
π

Γ

(
3

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

1

2

(
−1

2

)
!であるから，(3)より

Γ

(
1

2

)
=

(
−1

2

)
! =
√
π (4)

なお，(4)をベータ関数を用いて求めることもできる．

B

(
1

2
,
1

2

)
=

Γ
(
1
2

)2
Γ(1)

=

∫ 1

0

dt√
t(1− t)

t = sin2 θとおくと
dt

dθ
= 2 sin θ cos θ

t 0 −→ 1

θ 0 −→ π
2

Γ(1) = 0! = 1であるから

Γ

(
1

2

)2

=

∫ π
2

0

2 sin θ cos θ√
sin2 θ(1− sin2 θ)

dθ = π

t > 0のとき，t−
1
2 e−t > 0であるから，Γ

(
1

2

)
=

(
−1

2

)
! > 0に注意して

Γ

(
1

2

)
=

(
−1

2

)
! =
√
π

を得る．
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入試に登場する定積分 ∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx

について，x = α + (β − α)tとおくと，
dx

dt
= β − α

x α −→ β

t 0 −→ 1∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx = (β − α)m+n+1

∫ 1

0

tm(1− t)n dt

= (β − α)m+n+1B(m+ 1, n+ 1)

= (β − α)m+n+1Γ(m+ 1)Γ(n+ 1)

Γ(m+ n+ 2)

よって
∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

例題 A(m, n) =

∫ π
2

0

sinm x cosn x dxについて (m = 0, n = 0)

t = sin2 xとおくと
dt

dx
= 2 sin x cos x

x 0 −→ π
2

t 0 −→ 1

A(m, n) =
1

2

∫ π
2

0

sin
m−1

2 x(1− sin2 x)
n−1
2 (2 sin x cos x) dx

=
1

2

∫ 1

0

t
m−1

2 (1− t)
n−1
2 dt =

m−1
2

!n−1
2
!

2·m+n
2

!

例えば A(2, 5) =
1
2
!2!

2·7
2
!
=

1
2
!

7
2
!
=

1
2
!

7
2
·5
2
·3
2
·1
2
!
=

1
7
2
·5
2
·3
2

=
8

105

A(2, 6) =
1
2
!5
2
!

2·4!
=

1
2
!·5
2
·3
2
·1
2
!

2·4!
=

5

64

(
1

2
!

)2

これに
1

2
! =

√
π

2
を代入すると A(2, 6) =

5

256
π
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2021年神戸大理系

次の定積分を求めよ．

I =

∫ 1

0

x2
√
1− x2 dx

解答 Γ

(
3

2

)
=

1

2
! =

√
π

2
を利用．t = x2とおくと

dt

dx
= 2x

x 0 −→ 1

t 0 −→ 1

I =
1

2

∫ 1

0

√
x2(1− x2)·2x dx =

1

2

∫ 1

0

t
1
2 (1− t)

1
2 dt

=
1

2
·

(
1
2
!
)2

(1
2
+ 1

2
+ 1)!

=
1

4

(√
π

2

)2

=
π

16

5.6 ウォリス (Wallis)の積分

ウォリスの積分は次式で定義される (mは 0以上の整数)2．

Im =

∫ π
2

0

sinm θ dθ =

∫ π
2

0

cosm θ dθ

t = sin2 θとおくと
dt

dθ
= 2 sin θ cos θ

θ 0 −→ π
2

t 0 −→ 1

Im =
1

2

∫ π
2

0

sinm−1 θ

cos θ
·2 sin θ cos θ dθ

=
1

2

∫ 1

0

t
m−1

2 (1− t)−
1
2 dt =

1

2
·
(
m−1
2

)
!
(
−1

2

)
!(

m
2

)
!

(i) m = 2nのとき (nは 0以上の整数)

I2n =
1

2
·
(
n− 1

2

)
!
(
−1

2

)
!

n!
=

(2n− 1)!!

2n+1n!

{(
−1

2

)
!

}2

=
(2n)!!(2n− 1)!!

2n+1(2n)!n!
π =

(2n)!

22n+1n!n!
π =

2nCn

22n+1
π

(ii) m = 2n+ 1のとき (nは 0以上の整数)

I2n+1 =
1

2
·
n!
(
−1

2

)
!(

n+ 1
2

)
!
=

1

2
·

n!
(
−1

2

)
!

(2n+1)!!
2n
·1
2
·
(
−1

2

)
!
=

2nn!

(2n+ 1)!!

=
2nn!(2n)!

(2n+ 1)!!(2n)!!
=

22nn!n!

(2n+ 1)·(2n)!
=

22n

(2n+ 1)·2nCn

2http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2014.pdf (p.10を参照)
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2014年 大分大医医

次の一連の問いに答えなさい．

(1) 自然数mに対して，x > 0のとき ex >
xm

m!
であることを示しなさい．

(2) 自然数 nに対して， lim
x→∞

xn

ex
= 0を示しなさい．

(3) 自然数 nに対して ΓK(n) =

∫ K

0

xn−1e−x dxとするとき， lim
K→∞

ΓK(n)を求め

なさい．

解答 (1) (2)は省略 (http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita 2014.pdf 9 )

(3) ΓK(1) =

∫ K

0

e−x dx = −
[
e−x

]K
0

= 1− e−K

ΓK(n) = −
[
xn−1e−x

]K
0

+ (n− 1)

∫ K

0

xn−2e−x dt

Γ(n) = lim
K→∞

ΓK(n)とおくと，Γ(1) = 1，Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1)

よって Γ(n) = (n− 1)!Γ(1) = (n − 1)!

2015年 九工大情報工

nを自然数とし，関数 fm(x) (m = 0, 1, 2, · · · , n)を次のように定める．

fm(x) =

{
1 (m = 0)

xm (m = 1)

さらに，ak (k = 0, 1, 2, · · · , n)を次のように定める．

ak =

∫ 1

−1

fk(1− x)fn−k(1 + x) dx

以下の問いに答えよ．

(1) a0と a1をそれぞれ nを用いて表せ．

(2) k = 1のとき，akを n，k，ak−1を用いて表せ．

(3) akを n，kを用いて表せ．

(4)
n∑

k=0

1

ak
を nを用いて表せ．
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解答 (1) fm(x) =

{
1 (m = 0)

xm (m = 1)
より (m = 0, 1, 2, · · · , n)

a0 =

∫ 1

−1

f0(1− x)fn(1 + x) dx =

∫ 1

−1

1·(1 + x)n dx

=

[
1

n+ 1
(1 + x)n+1

]1
−1

=
2n+1

n + 1

a1 =

∫ 1

−1

f1(1− x)fn−1(1 + x) dx =

∫ 1

−1

(1− x)(1 + x)n−1 dx

=

∫ 1

−1

{2− (1 + x)}(1 + x)n−1 dx =

∫ 1

−1

{2(1 + x)n−1 − (1 + x)n} dx

=

[
2

n
(1 + x)n − 1

n+ 1
(1 + x)n+1

]1
−1

=
2n+1

n
− 2n+1

n+ 1
=

2n+1

n(n + 1)

(2) 省略 (http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kyukou/kyukou jou 2015.pdf 3 )

(3)

ak =

∫ 1

−1

fk(1− x)fn−k(1 + x) dx =

∫ 1

−1

(1− x)k(1 + x)n−k

=
k!(n− k)!

{k + (n− k) + 1}!
2k+(n−k)+1 =

2n+1k!(n− k)!

(n+ 1)!
=

2n+1

(n + 1)nCk

(4) (3)の結果より，
1

ak
=

(n+ 1)nCk

2n+1
であるから

n∑
k=0

1

ak
=

n+ 1

2n+1

n∑
k=0

nCk =
n+ 1

2n+1
× 2n =

n + 1

2
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5.7 ガウス積分

定積分 ∫ ∞

0

e−x2

dx

について，t = x2とおくと
dt

dx
= 2x

x 0 −→ ∞
t 0 −→ ∞∫ ∞

0

e−x2

dx =
1

2

∫ ∞

0

t−
1
2 e−t dt =

1

2
Γ

(
1

2

)
=

1

2

√
π

これから ∫ ∞

−∞
e−u2

du = 2

∫ ∞

0

e−u2

du =
√
π

u =
x√
2
とおくと

1√
2

∫ ∞

−∞
e

x2

2 dx =
√
π ゆえに

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx = 1

次式が標準正規分布の密度関数であることが確認できる．

F (X) =
1√
2π

e−
x2

2

ガウス積分は，フビニ (Fubini)の定理と直交座標から極座標への変換を用いて求
めることもできる．

I =

∫ ∞

0

e−x2

dx =

∫ ∞

0

e−y2 dy

とおくと (dxdy = r drdθ)

I2 =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+y2) dxdy

=

∫ ∞

0

re−r2 dr

∫ π
2

0

dθ =
π

2

[
−1

2
e−r2

]∞
0

=
π

4

x > 0のとき，e−x2
> 0より，I > 0であるから I =

√
π

2
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□□ 5.4 ［東大理系 2022］

座標平面上の曲線
C : y = x3 − x

を考える．

(1) 座標平面上のすべての点 Pが次の条件 (i)を満たすことを示せ．

(i) 点Pを通る直線 `で，曲線Cと相異なる 3点で交わるものが存在する．

(2) 次の条件 (ii)を満たす点 Pのとりうる範囲を座標平面上に図示せよ．

(ii) 点Pを通る直線 `で，曲線Cと相異なる 3点で交わり，かつ，直線 `

と曲線Cで囲まれた 2つの部分の面積が等しくなるものが存在する．
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5.8 線形微分方程式

次の問いは，第 n階線形微分方程式の一般解を求める手がかりがある．

大分大学医医 2010年

微分可能な関数 y = f(x)が次の方程式を満たすとする．

anf
(n)(x) + an−1f

(n−1)(x) + · · ·+ a1f
(1)(x) + a0f(x) = 0 (A)

ここに nは自然数，ai (i = 0, 1, 2, · · · , n)は実数の定数で，an 6= 0である．また，
y(k) = f (n)(x)は f(x)の k次導関数で y(0) = f (0)(x) = f(x)とする．(A)のよう
な方程式を第 n階微分方程式といい，(A)に対して tの n次方程式

ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 = 0 (B)

を (A)の特性方程式という．このとき次の問いに答えよ．

(1) 特性方程式 (B)の解が実数 rであるとき，関数 y = erxが方程式 (A)を満た
すことを証明せよ．

(2) n次方程式 (B)が実数 rを k重解(注)にもつとき，次の tに関する方程式は r

を k − 1重解にもつことを証明せよ．ただし，k = 2, 3, · · · とする．

nant
n−1 + (n− 1)an−1t

n−2 + · · ·+ 2a2t+ a1 = 0

(注) tのm次方程式が適当な多項式Q(t)を用いて (t− r)kQ(t) = 0となると
き，t = rをこの方程式の k重解と定義する．ただし，k = 1, 2, · · · と
する．

(3) 実数の定数 rに対して xの関数を yi = xierx (i = 0, 1, 2 · · · )とする．
このとき，yj

(n)を x，yj−1
(n−1)および yj−1

(n) を用いて表せ．ただし，
j = 1, 2, 3, · · · とする．

(4) 実数 rが n次方程式 (B)の k重解であるとき yi = xierx

(i = 0, 1, 2, · · · , k − 1)が微分方程式 (A)を満たすことを証明せよ．ただし，
kは自然数とする．
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解答 (1) 実数 rは特性方程式 (B)の解であるから

anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0

両辺に erxを掛けると

anr
nerx + an−1r

n−1erx + · · ·+ a1re
rx + a0e

rx = 0

an(e
rx)(n) + an−1(e

rx)(n−1) + · · ·+ a1(e
rx)(1) + a0e

rx = 0

よって，関数 y = erxは方程式 (A)を満たす．

(2) n次方程式 (B)が実数 rを k重解にもつから，n−k次多項式Q(t)を用いて

ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 = (t− r)kQ(t) · · · (∗)

とおける．この両辺を tで微分すると

nant
n−1 + (n− 1)an−1t

n−2+ · · ·+ 2a2t+ a1

= k(t− r)k−1Q(t) + (t− r)kQ′(t)

= (t− r)k−1{kQ(t) + (t− r)Q′(t)}

よって，次の方程式は，rを k − 1重解にもつ．

nant
n−1 + (n− 1)an−1t

n−2 + · · ·+ 2a2t+ a1 = 0

(3) yj = xjerxより，yj = xyj−1であるから，ライプニッツの公式を用いて微
分すると

y
(n)
j = (xyj)

(n) =
n∑

k=0

nCkx
(n−k)yj−1

(k)

=
n∑

k=n−1

nCkx
(n−k)yj−1

(k) = nyj−1
(n−1) + xyj−1

(n)

解説 ライプニッツの公式 3

{f(x)g(x)}(n) =
n∑

k=0

nCkf
(n−k)(x)g(k)(x)

証明は，数学的帰納法により示すことができる．

3http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita 2020.pdf 6 を参照.
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(4) (∗)のQ(t)を，定数 bi(i = 0, 1, 2, · · · , n− k)を用いて (bn−k = an)

Q(t) =
n−k∑
i=0

bit
i

とおくと，(∗)から

ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 =(t− r)kQ(t)

=
k∑

j=0

kCjt
k−j(−r)j

n−k∑
i=0

bit
i

=
n−k∑
i=0

bi

k∑
j=0

kCj(−r)jtk+i−j

上式から

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y =

n−k∑
i=0

bi

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k+i−j)

ここで z =
k∑

j=0

kCj(−r)jy(k−j)とおくと

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y =

n−k∑
i=0

biz
(i)

このとき，微分方程式

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0 · · · (∗∗)

は，次のようになる．

b0z + b1z
′ + b2z

′′ + · · ·+ bn−kz
(n−k) = 0

したがって，z = 0は微分方程式 (∗∗)の解の 1つであるから

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k−j) = 0

e−rx

k∑
j=0

kCj(−r)jy(k−j) = 0

k∑
j=0

kCjy
(k−j)(e−rx)(j) = 0
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ゆえに，ライプニッツの公式により

(ye−rx)(k) = 0

上式の両辺を k回積分すると，右辺は xの k − 1次式になるので

ye−rx = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ ck−1x

k−1

となる (cjは定数 (j = 0, 1, 2, · · · , k − 1))．

したがって，次式は微分方程式 (∗∗)の解の 1つである．

y = (c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ ck−1x

k−1)erx

よって，xjerx (j = 0, 1, 2, · · · , k − 1)は，(∗∗)をみたす． (終わり)

解説 tに関する n次方程式

ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 = 0

が αiをmi重解にもつとき (i = 0, 1, · · · , l)
n∑

k=0

akt
k = an

l∏
i=0

(t− αi)
mi (m0 +m1 + · · ·+ml = n)

このとき，第 n階線形微分方程式

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0 · · · (∗)

は，πm(x)をm− 1次の xの多項式とするとすると，本題 (4)の結果で，(∗)は

y = πmi
(x)eαix

を解にもつことを示している．

また，微分方程式 (∗)の線形性により，(∗)が y = uおよび y = vを解にもつ
とき，

y = λu (λは定数), y = u+ v

も (∗)の解である．したがって，(∗)の一般解は

y =
l∑

i=0

πmi
(x)eαix

なお，αiが複素数であっても，オイラーの公式

eix = cosx+ i sin x

により書き直すことができる．
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例題 ばね定数 k[N/m]のばねの一端が固定され，他端に質量m[kg]のおもりが付け
られ，なめらかな水平面を運動している．自然長の位置を原点Oとし，ばねが
伸びる向きを変位 x[m]の正の向きとし，おもりの加速度を a[m/s2]とすると，
次式が成り立つ．

ma = −kx

このとき，a =
d2x

dt2
より，a = x′′とおくと

x′′ +
k

m
x = 0

となる，このとき特性方程式の解が±i
√

k

m
であるから

x = C1e
i
√

k
m
t + C2e

−i
√

k
m
t (C1, C2は定数)

を得る．初期条件を t = 0のとき，x = A，v =
dx

dt
= 0 とすると

C1 + C2 = A, C1 − C2 = 0 これを解いて C1 = C2 =
A

2

したがって x =
A

2

(
ei
√

k
m
t + e−i

√
k
m
t
)

オイラーの公式により

e±i
√

k
m
t = cos

√
k

m
t± i sin

√
k

m
t (複号同順)

よって x = A cos

√
k

m
t

この単振動の周期を T [s]とすると√
k

m
T = 2π ゆえに T = 2π

√
m

k

を得る．
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微分方程式
4y′′ − 12y′ + 25y = 0 (4)

について，その特性方程式 4t2 − 12t+ 25 = 0の解が
3

2
± 2iであるから，(4)の一般

解は，定数A1，A2を用いて

y = A1e
( 3
2
+2i)x + A2e

( 3
2
−2i)x

= e
3
2
x(A1e

2xi + A2e
−2xi)

オイラーの公式により

e±2xi = cos 2x± i sin 2x (複号同順)

したがって

y = e
3
2
x{A1(cos 2x+ i sin 2x) + A2(cos 2x− i sin 2x)}

= e
3
2
x{(A1 + A2) cos 2x+ (A1 − A2)i sin 2x}

ここで，C1 = A1 + A2，C2 = (A1 − A2)iとおくと

y = e
3
2
x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x)

よって，y = e
3
2
x(sin 2x+ cos 2x)は，(4)の解の 1つである．

例 1 微分方程式 y′ − αy = 0を解け
(
y′ =

dy

dx

)
．

解答 両辺に e−αxを掛けると

y′e−αx + y(e−αx)′ = 0 ゆえに (ye−αx)′ = 0

これを積分すると ye−αx = C よって y = Ceαx (Cは定数)
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例 2 α 6= β，y′ =
dy

dx
, y′′ =

d2y

dx2
とするとき，次の微分方程式を解け．

y′′ − (α + β)y′ + αβy = 0

解答 与式から (y′ − βy)′ − α(y′ − βy) = 0

両辺に e−αxを掛けると

(y′ − βy)′e−αx + (y′ − β)(e−αx)′ = 0 ゆえに {(y′ − βy)e−αx}′ = 0

これを積分すると

(y′ − βy)e−αx = A1 ゆえに y′ − βy = A1e
αx (A1は定数)

となる．同様にして y′ − αy = A2e
βx (A2は定数)

よって，上の 2式から，y′を消去すると

y = C1e
αx + C2e

βx (C1, C2は定数)

例 3 例 2において，β = αとした，次の微分方程式を解け．

y′′ − 2αy′ + α2y = 0

解答 両辺に e−αxを掛けると

y′′e−αx + 2y′(e−αx)′ + y(e−α)′′ = 0 ゆえに (ye−αx)(2) = 0

これを 2回積分すると

ye−αx = C3x+ C4 よって y = (C3x+ C4)e
αx (C3, C4は定数)

微分方程式 ay′′ + by′ + cy = 0 (a 6= 0)について，その特性方程式 at2 + bt+ c = 0の
解により，一般解は，次のようになる．Ci (i = 1, 2, · · · , 6)は定数．

i) 異なる 2つの実数解 α，βをもつとき

y = C1e
αx + C2e

βx

ii) 重解 αをもつき
y = (C3x+ C4)e

αx

iii) 虚数解 p± qiをもつとき

y = epx(C5 cos qx+ C6 sin qx)
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□□ 5.5 ［宮大医 2022］

微分可能な関数 f(x)，g(x)が，g(0) = 1，および

f(x) = g(x) + 3

∫ x

0

et−xf(t) dt

を満たしているとする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) f ′(x) = 2f(x) + h(x)を満たす関数 h(x)を，g(x)と g′(x)を用いて表せ．

(2) e−2xf(x)の導関数を，g(x)，g′(x)および e−2xを用いて表せ．

(3) e−2xf(x)が定数関数のとき，exg(x)も定数関数であることを示せ．また，
このときの g(x)および f(x)を求めよ．

(4) g(x) = x2 + 1のとき，f(x)を求めよ．
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5.9 ベクトル積

2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，ベクトル

(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積 (外積)という．
2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)のベクトル積は

~a ×~b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

であり，~b× ~a = −~a×~bが成り立つ．また，その大きさについて

|~a×~b|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2)(b1

2 + b2
2 + b3

2)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

= |~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

であるから，~a×~bの大きさは，~a，~bの張る平行四辺形の面積に等しい．

~a×~bと~cのなす角を θ (0 5 θ 5 π)とすると

(~a×~b)·~c = |~a×~b||~c| cos θ

両辺の絶対値をとると

|(~a×~b)·~c| = |~a×~b||~c|| cos θ|

　

~a

~b

~c

~a×~b

θh
|~a×~b|

~a，~b，~cの張る平行六面体について，~a，~bの張る平面を底面とすると，|~c|| cos θ|は，
その高さ hであるから，この平行六面体の体積 V1は

V1 = |(~a ×~b)·~c|
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとすると

四面体OABCの体積 V は V =
1

6
|(~a ×~b)·~c|

また，対称性により，|(~a×~b)·~c| = |(~b×~c)·~a| = |(~c× ~a)·~b| が成り立つ．
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□□ 5.6 ［九大理系 2022］

座標空間内の 5点

O(0, 0, 0), A(1, 1, 0), B(2, 1, 2), P(4, 0,−1), Q(4, 0, 5)

を考える。3点O，A，Bを通る平面を αとし，~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおく。以

下の問いに答えよ。

(1) ベクトル~a，~bの両方に垂直であり，x成分が正であるような，大きさが 1

のベクトル ~nを求めよ。

(2) 平面 αに関して点 Pと対称な点 P′の座標を求めよ。

(3) 点Rが平面α上を動くとき，|
−→
PR|+ |

−→
RQ|が最小となるような点Rの座標

を求めよ。

□□ 5.7 ［九工大 2022］

Oを原点とする座標空間に一直線上にない 3点A，B，Cがある．ベクトル
−→
AB

の成分表示を (b1, b2, b3)，
−→
ACの成分表示を (c1, c2, c3)とする．また，点Aを

始点とし成分表示が (b2c3 − b3c2, b3c1 − b1c3, b1c2 − b2c1)となるベクトルの終
点をDとする．次に答えよ．

(1) 3点 A，B，Cの定める平面上の任意の点を Pとする．このとき，内積−→
AP·
−→
ADの値が 0になることを示せ．

以下では，3点A，B，Cの座標をそれぞれ

(−1, 1, 2), (3,−1, 0), (1, 3,−2)

とする．

(2) 三角形ABCの面積を求めよ．

(3) 正の実数 kに対して
−→
AE = k

−→
ADをみたす点 Eがある．三角形 EBCの面

積が 6
√
5であるとき，点 Eの座標を求めよ．

(4) (3)で求めた点 Eに対して，三角形 EBCの重心をGとする．以下の 2つ
の条件をみたす点Qの座標をすべて求めよ．

(条件 1)
−→
GQは 3点 E，B，Cの定める平面に垂直である．

(条件 2) 四面体QEBCの体積と四面体 EABCの体積が等しい．
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5.10 平面の方程式

89ページの問題 5.6の平面 α上の任意の点を R(x, y, z)とすると，~n⊥
−→
ORより，

~n·
−→
OR = 0であるから

2

3
x− 2

3
y − 1

3
z = 0 ゆえに 2x− 2y − z = 0

上式が平面 αの方程式である．

点 P(4, 0,−1)を通り，3~n = (2,−2,−1)に平行な直線を `とすると，その方程式
は，媒介変数 tを用いて

` : (x, y, z) =
−→
OP+ t(3~n)

= (4, 0,−1) + t(2,−2,−1)
= (4 + 2t,−2t,−1− t)

と表される．αと `の交点をQとすると

2(4 + 2t)− 2(−2t)− (−1− t) = 0 これを解いて t = −1

t = −1を `に代入すると，αと `の交点Q(2, 2, 0)を得る．

2点 P(4, 0,−1)，Q(2, 2, 0)の距離 PQは

PQ =
√

(2− 4)2 + (2− 0)2 + (0 + 1)2 = 3

また，Pと P′の中点がQであるから
−→
OQ =

−→
OP +

−−→
OP′

2

−−→
OP′ = 2

−→
OQ−

−→
OP = 2(2, 2, 0)− (4, 0,−1) = (0, 4, 1)

補足 次頁に示した公式により，PQは点P(4, 0,−1)と平面α : 2x− 2y− z = 0の距
離であるから

PQ =
|2·4− 2·0− (−1)|√
22 + (−2)2 + (−1)2

= 3
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一般に点A(x0, y0, z0)を通り，ベクトル ~n = (a, b, c)に垂直な平面 α上の任意の
点をR(x, y, z)とすると，~n·

−→
AR = 0より，平面 αの方程式

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

を得る．また，d = −ax0 − by0 − cz0とおくと

ax+ by + cz + d = 0 (∗)

となる．次に，点 P(x1, y1, z1)を通り，αに垂直な直線 `は

(x, y, z) =
−→
OP + t~n = (x1 + at, y1 + bt, z1 + ct) (∗∗)

(∗)，(∗∗)を連立すると

a(x1 + at) + b(y1 + bt) + c(z1 + ct) + d = 0 ゆえに t = −ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2

t1 = −
ax1 + by1 + cz1
a2 + b2 + c2

とおくと，αと `の交点Q，αに関して Pと対称な点 P′は

−→
OQ =

−→
OP + t1~n,

−−→
OP′ =

−→
OP + 2t1~n

となる．上の第 1式から
−→
PQ = t1~n

|
−→
PQ| = |t1||~n| =

∣∣∣∣−ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2

∣∣∣∣√a2 + b2 + c2 =
|ax1 + by1 + cz1 + d|√

a2 + b2 + c2

これから，次が成立する．

点と平面の距離

点 (x1, y1, z1)と平面 ax+ by + cz + d = 0の距離は

|ax1 + by1 + cz1 + d|
√
a2 + b2 + c2

これは，座標平面において，点 (x1, y1)と直線 ax+ by + c = 0の距離が

|ax1 + by1 + c|√
a2 + b2

であることと関連して覚えるとよい．
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□□ 5.8 ［熊大文系 2022］

座標空間の 6点

A(2, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 1)

D

(
3,−1, 5

6

)
, E

(
8, 4,−1

3

)
, F

(
5, 3,

1

2

)
について，以下の問いに答えよ。

(1) 3点A，B，Cは一直線にないこと，および 3点D，E，Fは一直線上にな
いことを示せ。

(2) 3点A，B，Cを通る平面と，3点D，E，Fを通る平面の交わりとして得
られる直線を `とする。`上の点を 1つと，`と平行なベクトルを 1つ求
めよ。
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解答例
1.1 (1) ~pn =

−−→
OPn，~qn =

−−→
OQnとおくと，与えられた漸化式から

~pn+1 −~pn = (1− a)(~qn −~pn),
~qn+1 −~qn =

(
0,

a−n

1− a

)
(∗)

(∗)の第 1式から

~pn+1 − a~pn = (1− a)~qn,
~pn+2 − a~pn+1 = (1− a)~qn+1

上の第 2式から第 1式の辺々の差をとると

~pn+2 − (a+ 1)~pn+1 + a~pn = (1− a)(~qn+1 −~qn) = (0, a−n)

~pn = (xn, yn)であるから

(xn+2, yn+2)− (a+ 1)(xn+1, yn+1) + a(xn, yn) = (0, a−n) (∗∗)

(∗∗)の x成分から

xn+2 − (a+ 1)xn+1 + axn = 0 よって xn+2 = (a + 1)xn+1 − axn

(2) (1)の結果から

xn+2 − xn+1 = a(xn+1 − xn), xn+2 − axn+1 = xn+1 − axn

それぞれの式から (x1 = 0, x2 = 1)

xn+1 − xn = (x2 − x1)a
n−1 = an−1,

xn+1 − axn = x2 − ax1 = 1

a 6= 1であるから，上の 2式から xn =
an−1 − 1

a − 1

(3) (∗∗)の y成分から

yn+2 − (a+ 1)yn+1 + ayn = a−n

n = 2のとき

n−1∑
k=1

{(yk+2 − ayk+1)− (yk+1 − ayk)} =
n−1∑
k=1

a−k =
a−1(1− a−n+1)

1− a−1

yn+1 − ayn − y2 + ay1 =
a

a− 1
+

a−n+1

1− a
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このとき −y2 + ay1= −(y2 − y1) + (a− 1)y1

= −1 + (a− 1)· a

(1− a)2
=

1

a− 1
· · · 1©

したがって yn+1 − ayn =
a1−n

1− a
· · · (A)

1©より，n = 1のときも (A)は成立する．これから
yn+1

an+1
− yn

an
=

a−2n

1− a
n = 2のとき

n−1∑
k=1

(yk+1

ak+1
− yk

ak

)
=

1

1− a

n−1∑
k=1

a−2k

yn
an
− 1

(1− a)2
=

1

1− a
·a

−2(1− a−2n+2)

1− a−2

yn
an

=
a+ a−2n+2

(1− a)2(1 + a)

上式は，n = 1のときも成立するから yn =
an+1 + a−n+2

(1 − a)2(1 + a)
�
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1.2 (1) x = 2, 2x 5 xy 5 x2より

x log 2 5 y log x 5 2 log x ゆえに
x log 2

log x
5 y 5 2 (x = 2)

f(x) =
x log 2

log x
とおくと f ′(x) =

(log x− 1) log 2

(log x)2

x = 2, y 5 2，f(2) = f(4) = 2であるから．(x)の増減表は

x 2 · · · e · · · 4

f ′(x) − 0 +

f(x) 2 ↘ e log 2 ↗ 2

よって，求める領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．

O

y

x2 4

2

e

e log 2

y = f(x)

(2) 連立不等式 2 5 x 5 6，(xy − 2x)(xa − xy) = 0より
2 5 x 5 6

y = f(x)

y 5 a

または


2 5 x 5 6

y 5 f(x)

y = a

右の図の斜線部分の面積が a = 2

のときの面積 S(2)である．
　

O

y

x2 4 6

2

e

e log 2

f(6)
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下の図から分かるように

a > f(6)のとき S(a) > S(f(6)),

0 < a < f(e)のとき S(a) > S(f(e))

したがって，S(a)の最小値は，f(e) 5 a 5 f(6)の値の範囲でとる．

f(e) 5 a < 2のとき，a 5 y 5 2の部分の面積の大小関係により

S(2) < S(a)

2 5 a < f(6)のとき，2 5 y 5 aの部分の面積の大小関係により

S(2) < S(a)

よって，S(a)を最小にする aの値は a = 2

O

y

x2 4 6

2

O

y

x2 4 6

2

O

y

x2 4 6

2

O

y

x2 4 6

2

a

a

f(6)

e

f(e)

a

a

e

f(e)

e

f(e)

a > f(6) 0 < a < f(e)

f(e) 5 a < 2

f(6)

2 < a 5 f(6)

�
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1.3 (1) An(sn~a)，Bn(tn~b+~c)より

−−−→
AnBn = (tn~b+~c)− sn~a,

−−−−−→
BnAn+1 = sn+1

~a− (tn~b+~c)

−−−→
AnBn⊥~b，

−−−−−→
BnAn+1⊥~aであるから，~b·

−−−→
AnBn = 0，~a·

−−−−−→
BnAn+1 = 0より

~b·(tn~b+~c− sn~a) = 0, ~a·(sn+1
~a− tn~b−~c) = 0

~a = (1, 2, 1)，~b = (1, 1,−1)，~c = (0, 0, 1)より

|~a|2 = 6, |~b|2 = 3, ~a·~b = 2, ~b·~c = −1, ~c·~a = 1

したがって 3tn − 1− 2sn = 0, 6sn+1 − 2tn − 1 = 0 (∗)

上の 2式から tnを消去して整理すると sn+1 =
2

9
sn +

5

18

(2) (1)の結果から sn+1 −
5

14
=

2

9

(
sn −

5

14

)

s1 = 0であるから sn =
5

14

{
1−

(
2

9

)n−1
}

したがって S = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

5

14

{
1−

(
2

9

)n−1
}

=
5

14

(∗)の第 1式から 3T − 1− 2S = 0より ゆえに T =
1

3
(2S + 1) =

4

7

(3) (2)の結果から A

(
5

14
~a

)
，B

(
4

7
~b+~c

)
ゆえに

−→
AB = − 5

14
~a+

4

7
~b+~c

~a·
−→
AB = − 5

14
|~a|2 + 4

7
~a·~b+ ~a·~c = − 5

14
·6 + 4

7
·2 + 1 = 0,

~b·
−→
AB = − 5

14
~a·~b+ 4

7
|~b|2 +~b·~c = − 5

14
·2 + 4

7
·3 + (−1) = 0

よって，直線ABは 2直線 `, `′の両方と直交する． �
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1.4 図の斜線部分を y軸の周りに 1回転さ
せた立体の体積を I(a)とすると (r = 1，√
r2 − 1 5 a 5 r)

I(a)

π
=
√
r2 − 1 +

∫ a

√
r2−1

(r2 − y2) dy

=
√
r2 − 1 +

[
r2y − y3

3

]a
√
r2−1

=
√
r2 − 1 + r2(a−

√
r2 − 1)

− 1

3
{a3 − (r2 − 1)

3
2}

= a

(
r2 − a2

3

)
− 2

3
(r2 − 1)

3
2

　

O

y

x1 r

a

r

√
r2−1

−r

O

y

x1r

√
3

r

0 < r 5 1のとき 1 5 r 5
√
3のとき

√
3 5 r 5 2のとき 2 5 rのとき

よって

0 < r 5 1のとき V (r) =
2

3
πr3

1 5 r 5
√
3 のとき V (r) = I(r) =

2π

3
{r3 − (r2 − 1)

3
2}

√
3 5 r 5 2 のとき V (r) = I(

√
3) = π(r2 − 1)

(√
3 −

2

3

√
r2 − 1

)
2 5 r のとき V (r) = π·12·

√
3 =

√
3π �
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1.5 (1)
−−→
AA1 = t~a，

−−→
AB1 = ~a+ t~b，

−−→
AD1 = (1− t)~bより

−−−→
A1B1 =

−−→
AB1 −

−−→
AA1 = ~a+ t~b− t~a = (1− t)~a+ t~b,

−−−→
A1D1 =

−−→
AD1 −

−−→
AA1 = (1− t)~b− t~a = −t~a+ (1− t)~b

これらが
−−−→
A1B1 = p~a+ q~b，

−−−→
A1D1 = x~a+ y~b を満たすとき，~a，~bが 1次独

立であるから

p = 1 − t, q = t, x = −t, y = 1 − t

A B

CD

A1

B1

C1

D1

t 1−t

t

t

t

1−t

1−t

1−t

(2)
−−→
AC1 =

−→
AD+

−−→
DC1 = ~b+ (1− t)~aより
−−−→
D1C1 =

−−→
AC1 −

−−→
AD1 = {~b+ (1− t)~a} − (1− t)~b

= (1− t)~a+ t~b =
−−−→
A1B1

よって，四角形A1B1C1D1は平行四辺形である．

(3) (1)で示した
−−−→
A1B1 = (1− t)

−→
AB + t

−→
AD,

−−−→
A1D1 = −t

−→
AB + (1− t)

−→
AD より

−−−→
A2B2 = (1− t)

−−−→
A1B1 + t

−−−→
A1D1,

−−−→
A2D2 = −t

−−−→
A1B1 + (1− t)

−−−→
A1D1

したがって
−−−→
A3B3 = (1− t)

−−−→
A2B2 + t

−−−→
A2D2

= (1− t){(1− t)
−−−→
A1B1 + t

−−−→
A1D1}+ t{−t

−−−→
A1B1 + (1− t)

−−−→
A1D1}

= (1− 2t)
−−−→
A1B1 + 2t(1− t)

−−−→
A1D1

= (1− 2t){(1− t)~a+ t~b}+ 2t(1− t){−t~a+ (1− t)~b}

= (1− t)(1− 2t− 2t2)~a+ t(3− 6t+ 2t2)~b

これが~bと平行であるから (1− t)(1− 2t− 2t2) = 0

tの値の範囲に注意して t =

√
3 − 1

2
�
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1.6 (1) 「白球と黒球を 1個ずつ取り出し，1～5の同じ目のサイコロが 2回連続し
て出る」事象をAとし，「6の目が 2回連続して出る」事象をBとすると

P (A) =

(
2

6
·4
5
+

4

6
·2
5

)
× 5

(
1

6

)2

=
8

3

(
1

6

)2

, P (B) =

(
1

6

)2

求める確率は P (A ∪B)で，AとBは互いに排反であるから

P (A ∪B) = P (A) + P (B) =
8

3

(
1

6

)2

+

(
1

6

)2

=
11

3

(
1

6

)2

=
11

108

A12

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

A10

A11

(2) 3個の球を「黒球，白球，白球」または「白球，黒球，黒球」または「黒
球，黒球，黒球」の順序で取り出す事象をCとすると

P (C) =
4

6
·2
5
·1
4
+

2

6
·4
5
·3
4
+

4

6
·3
5
·2
4
=

7

15

サイコロの 2回目と 3回目がともに 4の目が出る事象をDとすると

P (D) =
1

6
·1
6
=

1

36

求める確率は P (C ∩D) = P (C)P (D) =
7

15
× 1

36
=

7

540
�
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1.7 (1) 条件より，P(0, 1− t)，Q(t, 0)，
R(1− t, t)であるから

−→
PQ = (t, t− 1),
−→
PR = (1− t, 2t− 1)

したがって

S =
1

2
|t(2t− 1)− (t− 1)(1− t)|

=
1

2
|3t2 − 3t+ 1|

　

O

y

x
A

B

P

Q

R
θ

t

1−t

t 1−t 1

1

ここで 3t2 − 3t+ 1 = 3

(
t− 1

2

)2

+
1

4
> 0

よって 4PQR =
1

2
(3t2 − 3t + 1)

別解 直線 PR : y =
2t− 1

1− t
x+ 1− tと直線 x = tの交点の y座標は

y =
2t− 1

1− t
t+ 1− t =

3t2 − 3t+ 1

1− t

これと点Rの x座標 1− tより

4PQR =
1

2
(1− t)·3t

2 − 3t+ 1

1− t
=

1

2
(3t2 − 3t+ 1)

(2) P(0, 1− t)，Q(t, 0)，R(1− t, t)より (0 < t < 1)

PQ2 = t2 + (1− t)2 = 2t2 − 2t+ 1,

QR2 = (1− 2t)2 + t2 = 5t2 − 4t+ 1,

RP2 = (t− 1)2 + (1− 2t)2 = 5t2 − 6t+ 2

PQ = QRのとき 2t2 − 2t+ 1 = 5t2 − 4t+ 1

3t2 − 2t = 0 ゆえに t(3t− 2) = 0 すなわち t =
2

3

QR = RPのとき 5t2 − 4t+ 1 = 5t2 − 6t+ 2

2t− 1 = 0 すなわち t =
1

2

RP = PQのとき 5t2 − 6t+ 2 = 2t2 − 2t+ 1

3t2 − 4t+ 1 = 0 ゆえに (t− 1)(3t− 1) = 0 すなわち t =
1

3

よって t =
2

3
,
1

2
,
1

3
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(3) θは 2つのベクトル
−→
PQ = (t, t− 1)，

−→
PR = (1− t, 2t− 1)のなす角であ

るから

cos θ =

−→
PQ·
−→
PR

|
−→
PQ||
−→
PR|

=
t(1− t) + (t− 1)(2t− 1)√

t2 + (t− 1)2
√

(1− t)2 + (2t− 1)2

=
(1− t)2√

2t2 − 2t+ 1
√
5t2 − 6t+ 2

よって t =
2

3
のとき cos θ =

1

9√
5

3
·
√
2

3

=
1

√
10

t =
1

2
のとき cos θ =

1

4√
2

2
·1
2

=
1
√
2

t =
1

3
のとき cos θ =

4

9√
5

3
·
√
5

3

=
4

5

�
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1.8 (1) M = 100x+ yより，M = 100y + xであるから，これらを

M =
2

3
M + 3

に代入すると

100y + x =
2

3
(100x+ y) + 3 整理すると − 197x+ 298y = 9

(2) N = 100x+ yより，N = 100y + xであるから，これらを

N =
2

3
N + 1

に代入すると

100y + x =
2

3
(100x+ y) + 1 整理すると − 197x+ 298y = 3 (∗)

ユークリッドの互除法 4により，298と 197の最大公約数は，1である．

19 1 1 1

5 ) 96 ) 101 ) 197 ) 298

95 96 101 197

1 5 96 101

P = 298, Q = 197, a = 101, b = 96, c = 5とおくと

P = Q+ a, Q = a+ b, a = b+ c, b = 19c+ 1

これより，1 = b− 19c, c = a− b, b = Q− a, a = P −Qであるから

1 = b− 19c = b− 19(a− b)

= −19a+ 20b = −19a+ 20(Q− a)

= 20Q− 39a = 20Q− 39(P −Q)

= −39P + 59Q

(∗)は−Qx+ Py = 3であるから，上式より

−Qx+ Py = 3(−39P + 59Q) ゆえに P (y + 117) = Q(x+ 177)

x+ 177は 298 (= P )を因数にもつから，整数 kを用いて

x+ 177 = 298k ゆえに x = 298k − 177

k = 0のとき x = −177，k = 1のとき x = 121となり，0 5 x 5 99 を満
たす整数 x，すなわち，条件を満たすN は存在しない． �

4http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2015.pdf (p.18を参照)
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1.9 (1) A(1, 0,−1)，B(0, 5, 0)より，`上の点は (tは実数)

t
−→
OA+ t

−→
OB = t(1, 0,−1) + (0, 5, 0) = (t, 5, − t)

`上の点Qを (q, 5,−q)とおくと，P(a, a2, 0)より

−→
PQ = (a− q, a2 − 5, q)

−→
OA⊥

−→
PQより，

−→
OA·
−→
PQ = 0であるから

1(a− q) + 0·(a2 − 5) + (−1)·q = 0 ゆえに q =
a

2

よって Q

(
a

2
, 5,−

a

2

)
(2) (1)の結果から，|

−→
RS|が最小になるとき，点R(a, a2, 0)に対して，

S
(a
2
, 5,−a

2

)
であるから

|
−→
RS|2 =

(a
2
− a
)2

+ (5− a2)2 +
(
−a

2

)2
= a4 − 19

2
a2 + 25

=

(
a2 − 19

4

)2

+
39

16

|
−→
RS|は，a = ±

√
19

2
のとき最小値

√
39

4
をとる．このとき

R

(
±
√
19

2
,
19

4
, 0

)
, S

(
±
√
19

4
, 5, ∓

√
19

4

)
(複号同順)
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補足 C上の点Rの座標を (r, r2, 0)，`上の点 Sの座標を (s, 5,−s)とする．
2変数関数

f(r, s) = |
−→
RS|2 = (s− r)2 + (5− r2)2 + s2

を考えると

∂

∂r
f(r, s) = 2(r − s) + 4r(r2 − 5) = 4r3 − 18r − 2s,

∂2

∂r2
f(r, s) = 12r2 − 18,

∂

∂s
f(r, s) = 2(s− r) + 2s = 4s− 2r,

∂2

∂s2
f(r, s) = 4

∂

∂r
f(r, s) =

∂

∂s
f(r, s) = 0 とすると

4r3 − 18r − 2s = 4s− 2r = 0 ゆえに r = 2s = ±
√
19

2

このとき
∂2

∂r2
f(r, s) < 0,

∂2

∂s2
f(r, s) < 0

したがって，このとき極小値 (最小値)をとる 5． �

5http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai 2018.pdf (p.11を参照)
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1.10 (1) r = 1のとき f(x) = x+ (1 + sin2 x)−
1
2

f ′(x) = 1− (1 + sin2 x)−
3
2 sinx cosx

= 1− sin 2x

2(1 + sin2 x)
3
2

−1 5 sin 2x 5 1，0 <
1

2(1 + sin2 x)
3
2

5 1

2
より

−1

2
5 sin 2x

(1 + sin2 x)
3
2

5 1

2
ゆえに f ′(x) = 1− 1

2
= 1

2
> 0

よって，f(x)はつねに増加する．

(2) f(x) = x+ r(1 + sin2 x)−
1
2 より，(1)と同様にして

f ′(x) = 1− r sin x cos x

(1 + sin2 x)
3
2

sinx cosx < 0のとき f ′(x) > 0

sinx cosx = 0のとき

f ′(x) = 1− r

√
sin2 x cos2 x

(1 + sin2 x)3
= 1− r

√
sin2 x(1− sin2 x)

(1 + sin2 x)3
(∗)

ここで，t = sin2 xとし

g(t) =
t(1− t)

(1 + t)3
= (t− t2)(1 + t)−3

とおくと (0 5 t 5 1)

g′(t) = (1− 2t)(1 + t)−3 + (t− t2)·(−3)(1 + t)−4

=
(1− 2t)(1 + t)− 3(t− t2)

(1 + t)4
=

t2 − 4t+ 1

(t+ 1)4

tの値の範囲に注意して g′(t) = 0を解くと t = 2−
√
3
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g(t)の増減表は

t 0 · · · 2−
√
3 · · · 1

g′(t) + 0 −
g(t) 0 ↗ 極大 ↘ 0

g(2−
√
3) =

(2−
√
3)(
√
3− 1)

(3−
√
3)3

=
(4− 2

√
3)(
√
3− 1)

2(
√
3)3(
√
3− 1)3

=
(
√
3− 1)2(

√
3− 1)

6
√
3(
√
3− 1)3

=
1

6
√
3

(∗)より，常に f ′(x) = 0であるための条件は

1− r

√
1

6
√
3
= 0 ゆえに 0 < r 5

√
6
√
3

よって，0 < r < cを満たす最大の実数 cは c =
√
6
√
3 �
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1.11 (1) f(x) = (cosx) log(cos x)− cosx+

∫ x

0

(cos t) log(cos t) dt を微分すると

f ′(x) = −(sinx) log(cos x) + cos x·− sin x

cosx
+ sinx+ (cos x) log(cosx)

= (cos x− sinx) log(cos x) = cosx(1− tanx) log(cosx)

したがって，0 5 x <
π

2
における f(x)の増減表は

x 0 · · · π
4

· · ·
(
π
2

)
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

よって，f(x)は区間 0 5 x <
π

2
において最小値 f

(π
4

)
をとる．

(2) (1)の結果から，最小値は

f
(π
4

)
=
(
cos

π

4

)
log
(
cos

π

4

)
− cos

π

4
+

∫ π
4

0

(cos t) log(cos t) dt

=
1√
2
log

1√
2
− 1√

2
+

∫ π
4

0

(cos t) log(cos t) dt

ここで ∫ π
4

0

(cos t) log(cos t) dt =

∫ π
4

0

(sin t)′ log(cos t) dt

=

[
(sin t) log(cos t)

]π
4

0

−
∫ π

4

0

sin t·− sin t

cos t
dt

=
1√
2
log

1√
2
+

∫ π
4

0

(
1

cos t
− cos t

)
dt

=
1√
2
log

1√
2
+

[
1

2
log

1 + sin t

1− sin t
− sin t

]π
4

0

=
1√
2
log

1√
2
+ log(

√
2 + 1)− 1√

2

よって，求める最小値は

f
(π
4

)
=

1√
2
log

1√
2
− 1√

2
+

1√
2
log

1√
2
+ log(

√
2 + 1)− 1√

2

= log(
√
2 + 1) −

√
2(log

√
2 + 1)
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補足 u = sin tとおくと，
du

dt
= cos tより∫

1

cos t
dt =

∫
cos t

cos2 t
dt =

∫
du

1− u2

=
1

2

∫ (
1

u+ 1
− 1

u− 1

)
du

=
1

2
log

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣+ C =
1

2
log

1 + sin t

1− sin t
+ C

上式と同様に次式が利用できる．∫
(cos t) log(cos t) dt =

1

2

∫
log(1− u2) du

=
1

2
u log(1− u2)− 1

2

∫
u· −2u
1− u2

=
1

2
u log(1− u2) +

1

2

∫ (
1

u+ 1
− 1

u− 1
− 2

)
du

=
1

2
u log(1− u2) +

1

2
log

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣− u+ C

= (sin t) log | cos t|+ 1

2
log

1 + sin t

1− sin t
− sin t+ C

したがって∫ x

0

(cos t) log(cos t) dt = (sin x) log | cosx|+ 1

2
log

1 + sinx

1− sinx
− sinx

これから，f(x)は
(
0 5 x <

π

2

)
f(x) = (cos x) log(cos x)− cos x+

∫ x

0

(cos t) log(cos t) dt

= (cos x) log(cos x)− cos x

+ (sin x) log(cos x) +
1

2
log

1 + sin x

1− sinx
− sin x

=
1

2
log

1 + sin x

1− sin x
+ (sinx+ cos x){log(cos x)− 1}

よって，最小値は f
(π
4

)
= log(

√
2 + 1)−

√
2(log

√
2 + 1) �
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1.12 (1) Dで (ii)を満たす点Pの表す領域は図の斜
線部分である．放物線上の点 (a, a2+1)が
この領域にあるから

1 5 a 5
√
3

　

O

y

x1 2 3

1

2

3

A

B

√
3

a

(2) (1)の結果に注意して，a2+1 5 3および3 5 a2+1，すなわち，1 5 a 5
√
2

および
√
2 5 a 5

√
3で場合分けを行う．

(i) 1 5 a 5
√
2のとき

1 5 x 5 2, 0 5 y 5 3における点Qの領域の面積は (3− 2)·1 = 1

0 5 x 5 3, 1 5 y 5 2における点Qの領域の領域は (3− 2)·1 = 1

0 5 x 5 1, 2 5 y 5 3における点Qの領域の領域は

1− {1− (a− 1)}{(a2 + 1)− 2} = a3 − 2a2 − a+ 3

したがって f(a) = 1 + 1 + (a3 − 2a2 − a+ 3) = a3 − 2a2 − a+ 5

(ii)
√
2 5 a 5

√
3のとき

1 5 x 5 2, 0 5 y 5 1における点Qの領域の面積は 1

0 5 x 5 3, 1 5 y 5 2における点Qの領域の面積は

3·1− 2{2− (a2 − 1)} = 2a2 − 3

0 5 x 5 1, 2 5 y 5 3における点Qの領域の面積は 1(a−1) = a−1

したがって f(a) = 1 + (2a2 − 3) + (a− 1) = 2a2 + a− 3

O

y

x1 2 3

1

2

3

A

B

O

y

x1 2 3

1

2

3

A

B

a

a2

a

a2

i) 1 5 a 5
√
2 ii)

√
2 5 a 5

√
3

a−1 a−1

a2+1

a2−1

a2+1
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よって f(a) =

{
a3 − 2a2 − a + 5 (1 5 a 5

√
2)

2a2 + a − 3 (
√
2 5 a 5

√
3)

(3) f(a)は 1 5 a 5
√
3で連続であり

f ′(a) =

 3a2 − 4a− 1 = 3

(
a− 2

3

)2

− 7

3
(1 < a <

√
2)

4a+ 1 (
√
2 < a <

√
3)

1 < a <
√
2で f ′(a) < 5− 4

√
2 < 0，

√
2 < a <

√
3で f ′(a) > 0．

よって，f(a)を最小にする aの値は a =
√
2 �
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1.13 f(z) = z2 + az + bについて (|a| 5 1, |b| 5 1)，f(z) = 0の解は

z =
−a±

√
a2 − 4b

2

(i) a2 − 4b = 0のとき，2つの実数解を

α =
−a−

√
a2 − 4b

2
, β =

−a+
√
a2 − 4b

2

とおく．まず，aを固定すると，−1 5 b 5 1より

−a−
√
a2 + 4

2
5 α 5 −a

2
, −a

2
5 β 5 −a+

√
a2 + 4

2

これらの解は，閉区間
[
−a−

√
a2 + 4

2
,
−a+

√
a2 + 4

2

]
にある．

−1 5 a 5 1より，閉区間
[
−1−

√
5

2
,
1 +
√
5

2

]
である．

(ii) a2 − 4b < 0のとき，2つの虚数解を α, αとおくと，解と係数の関係から

α + α = −a, αα = b ゆえに Re(α) =
α + α

2
= −a

2
, |α|2 = b

このとき，−1 5 a 5 1，0 < b 5 1に注意して

−1

2
5 Re(α) 5 1

2
, |α|2 5 1 (|α| 5 1)

したがって −1

2
5 Re(z) 5 1

2
, |z| 5 1

(i)，(ii)より，zのとりうる値の範囲は，次の境界線を含む領域である．

O

Im

Re1+
√
5

2
−1−

√
5

2
1
2

−1
2

1

−1

1−1

�
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1.14 (1) f(x) =
4

3
sin
(π
4
+ ax

)
cos
(π
4
− ax

)
より f(x) =

2

3
+

2

3
sin 2ax∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

(
2

3
+

2

3
sin 2ax

)
dx

=

[
2

3
x− 1

3a
cos 2ax

]1
0

=
2

3
− 1

3a
cos 2a+

1

3a∫ 1

0

f(x) dx = 1が成立するとき

2

3
− 1

3a
cos 2a+

1

3a
= 1 ゆえに a+ cos 2a− 1 = 0 (∗)

g(a) = a+ cos 2a− 1とおくと g′(a) = 1− 2 sin 2a

0 < a 5 π

4
における g(a)の増減表は

a (0) · · · π
12

· · · π
4

g′(a) + 0 −
g(a) (0) ↗ 極大 ↘ π

4
− 1

π

4
− 1 < 0であるから，(∗)を満たす aがただ 1つ存在する．

別解 0 < a 5 π

4
において

cos 2a = −a+ 1 (A)

が満たす aがただ 1つ存在することを示して
もよい．0 < a 5 π

4
において，y = cos 2aと

y = −a + 1のグラフをかくと，右の図から，
(A)を満たす aがただ 1つ存在する．

　

O

y

a1π
4

1

(2) 0 5 x 5 1において，f(x)は単調増加であるから，0 5 b < c 5 1について

f(b) 5 f(x) 5 f(c) (b 5 x 5 c)∫ c

b

f(b) dx 5
∫ c

b

f(x) dx 5
∫ c

b

f(c) dxにより，次式が成立する．

f(b)(c− b) 5
∫ c

b

f(x) dx 5 f(c)(c− b)
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(3) 定義から
n∑

i=1

Sn,k,i = k ゆえに
n∑

i=1

Sn,k,i

k
= 1

上の第 2式および (∗∗)が成立するとき∫ 1

0

f(x) dx =
n∑

i=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx = lim
k→∞

n∑
i=1

Sn,k,i

k
= 1

(4) Sn,k,iを用いて An,k =
1

k

n∑
i=1

iSn,k,i =
n∑

i=1

i·Sn,k,i

k

(∗∗)を適用すると

An = lim
k→∞

An,k = lim
k→∞

n∑
i=1

i·Sn,k,i

k
=

n∑
i=1

i

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx (A)

ここで，b =
i− 1

n
, c =

i

n
を (2)に代入した不等式を用いると

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
i

n
f

(
i− 1

n

)
5 i

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5 i

n
f

(
i

n

)

(A)より
n∑

i=1

i

n
f

(
i− 1

n

)
5 An 5

n∑
i=1

i

n
f

(
i

n

)

ゆえに lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
f

(
i− 1

n

)
5 lim

n→∞

An

n
5 lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
f

(
i

n

)
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
f

(
i− 1

n

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
f

(
i

n

)
=

∫ 1

0

xf(x) dxであるから，

はさみうちの原理により

lim
n→∞

An

n
=

∫ 1

0

xf(x) dx =

∫ 1

0

x

(
2

3
+

2

3
sin 2ax

)
dx

=

[
x2

3
− x

3a
cos 2ax+

1

6a2
sin 2ax

]1
0

=
1

3
−

cos 2a

3a
+

sin 2a

6a2

�
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1.15 2022 = 2·3·337．2a3bと 2c3dの最大公約数を gとすると，g ⊂ {1, 2, 3, 6}

［1］g = 1のとき，次式を満たす 0以上の整数 x, yを求めればよい．

(1.1) 2x3y + 1 = 2022 または (1.2) 2x + 3y = 2022

(1.1)より 2x3y = 2021 右辺は 2でも 3で割り切れないので不適．

(1.2)より 3y = 2022− 2x x = 1とすると，右辺は 2を因数にもち，等
式を満たさない．x = 0となり，3y = 2021．等式の右辺は 3で割り切れ
ず，不適．

［2］g = 2のとき，次式を満たす 0以上の整数 x, yを求めればよい．

(2.1) 2(2x3y + 1) = 2022 または (2.2) 2(2x + 3y) = 2022

(2.1)より 2x3y = 1010．右辺は 5を因数にもつので，不適．

(2.2)より 2x = 1011− 3y．y = 1とすると，右辺は 3を因数にもち，等
式を満たさない．y = 0となり，2x = 1010．右辺は 5を因数にもち，不適．

［3］g = 3のとき，次式を満たす 0以上の整数 x, yを求めればよい．

(3.1) 3(2x3y + 1) = 2022 または (3.2) 3(2x + 3y) = 2022

(3.1)より 2x3y = 673．右辺は 2，3で割り切れないので，不適．

(3.2)より 3y = 674 − 2x．x = 1とすると，右辺は 2を因数にもち，等
式を満たさない．x = 0となり，3y = 673．右辺は 3で割り切れず，不適．

［4］g = 6のとき，次式を満たす 0以上の整数 x, yを求めればよい．

(4.1) 6(2x3y + 1) = 2022 または (4.2) 6(2x + 3y) = 2022

(4.1)より 2x3y = 336．右辺は 7を因数にもつので，不適．

(4.2)より 2x = 337− 3y．0 5 y 5 5について調べればよい．

y 0 1 2 3 4 5

337− 3y 336 334 328 310 256 94

2x = 337− 3yを満たすのは，256 = 28により x = 8, y = 4

したがって 6(28 + 34) = 29·31 + 21·35 = 2022

対称性に注意して (a, b, c, d) = (9, 1, 1, 5), (1, 5, 9, 1) �
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1.16 (1) Dの境界面を次の 6つに分ける．

平面 x = 0，平面 x = 1の部分をそれぞれEx,0，Ex,1とする．

平面 y = 0，平面 y = 1の部分をそれぞれEy,0，Ey,1とする．

平面 z = 0，平面 z = 1の部分をそれぞれEz,0，Ez,1とする．

Eα,k (α = x, y, z, k = 1, 2)を底面，点A(t− 1, t, t + 1)を頂点する四角
錐の体積を Vα,k(t)とすると

Vx,0(t) =
1

3
|t− 1|, Vx,1(t) =

1

3
|t− 2|,

Vy,0(t) =
1

3
|t|, Vy,1(t) =

1

3
|t− 1|,

Vz,0(t) =
1

3
|t+ 1|, Vz,1(t) =

1

3
|t|

ただし，これらのDの領域外の体積は次の範囲にある．

• Vx,0(t)は t 5 1，Vx,1(t)は 2 5 t

• Vy,0(t)は t 5 0，Vy,1(t)は 1 5 t

• Vz,0(t)は t 5 −1，Vz,1(t)は 0 5 t

t = −1のとき，A(−2,−1, 0)であるから

f(−1) = 13 + Vx,0(−1) + Vy,0(−1) = 1 +
2

3
+

1

3
= 2

(2) 点A(t− 1, t, t+ 1)は，点 (−1, 0, 1)を通り，方向ベクトルが (1, 1, 1)

の直線上にある．また，点AはDの外部にあるから

(i) t 5 −1のとき

f(t) = 13 + Vx,0(t) + Vy,0(t) + Vz,0(t)

= 1 +
1

3
|t− 1|+ 1

3
|t|+ 1

3
|t+ 1|

= 1 +
1

3
(−t+ 1) +

1

3
(−t) + 1

3
(−t− 1) = −t+ 1

(ii) −1 5 t 5 0のとき

f(t) = 13 + Vx,0(t) + Vy,0(t) = 1 +
1

3
|t− 1|+ 1

3
|t|

= 1 +
1

3
(−t+ 1) +

1

3
(−t) = −2

3
t+

4

3
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(iii) 0 5 t 5 1のとき

f(t) = 13 + Vx,0(t) + Vz,1(t) = 1 +
1

3
|t− 1|+ 1

3
|t|

= 1 +
1

3
(−t+ 1) +

1

3
t =

4

3

(iv) 1 5 t 5 2のとき

f(t) = 13 + Vy,1(t) + Vz,1(t) = 1 +
1

3
|t− 1|+ 1

3
|t|

= 1 +
1

3
(t− 1) +

1

3
t =

2

3
t+

2

3

(v) 2 5 tのとき

f(t) = 13 + Vx,1(t) + Vy,1(t) + Vz,1(t)

= 1 +
1

3
|t− 2|+ 1

3
|t− 1|+ 1

3
|t|

= 1 +
1

3
(t− 2) +

1

3
(t− 1) +

1

3
t = t

(i)～(v)より f(t) =



−t+ 1 (t 5 −1)

−2

3
t+

4

3
(−1 5 t 5 0)

4

3
(0 5 t 5 1)

2

3
t+

2

3
(1 5 t 5 2)

t (2 5 t)

y = f(t)のグラフは，下の図のようになる．f(t)の最小値は
4

3

O

y

t−1 1 2

4
3

2

�
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1.17 (1) x3 = (x− a)2(x+ 2a) + 3a2x− 2a3より，求める余りは 3a2x − 2a3

(2) x3 = (x2 + αx+ β)(x− α) + (α2 − β)x+ αβ

x3を x2 + αx+ βで割った余りが 3x+ bであるから

α2 − β = 3, αβ = b (∗)

上の 2式から βを消去すると b = α3 − 3α

g(α) = α3 − 3αとすると

g′(α) = 3α2 − 3 = 3(α + 1)(α− 1)

α · · · −1 · · · 1 · · ·
g′(α) + 0 − 0 +

g(α) ↗ 2 ↘ −2 ↗

(∗)の第 1式から，αの値により，一意的に βが決定するから，f(x)の個
数は，方程式 b = g(α)の解の個数と一致する．よって

−2 < b < 2 のとき 3個
b = ±2 のとき 2個
b < −2, 2 < b のとき 1個

�
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1.18 (1) 4α2 − 2αβ + β2 = 0より (α 6= 0)

(
β

α

)2

− 2

(
β

α

)
+ 4 = 0

0 5 arg

(
β

α

)
5 πに注意して

β

α
= 1 +

√
3i

β

α
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
より

|β| = 2|α|, ∠α0β =
π

3
よって α はA, β はC

(2) (1)の結果から，点B，D，Eを α, βを用いて表すと

B

(
β

2
+ α

)
, D(β − α) , E

(
β

2
− α

)

O A(α)

B(β
2
+ α)

C(β)D(β − α)

β
2

E(β
2
− α)

2γ2 − (3α+ β + 2)γ + (α + 1)(α+ β) = 0より

(2γ − α− β)(γ − α− 1) = 0

A(α)，C(β)の中点
α + β

2
は γではないから γ = α + 1

(i) γが点Bであるとき，(1)の結果を用いて

γ = α + 1 =
β

2
+ α,

β

α
= 1 +

√
3i

上の第 1式から β = 2 これを第 2式に代入して α =
1−
√
3i

2

また第 1式から γ =
3−
√
3i

2
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(ii) γが点Dであるとき，(1)の結果を用いて

γ = α + 1 = β − α,
β

α
= 1 +

√
3i

上の第 1式から β = 2α + 1 これを第 2式に代入して

2α + 1

α
= 1 +

√
3i ゆえに

1

α
= −1 +

√
3i

α =
−1−

√
3i

4
であるから β =

1−
√
3i

2
, γ =

3−
√
3i

4

(iii) γが点 Eであるとき，(1)の結果を用いて

γ = α + 1 =
β

2
− α,

β

α
= 1 +

√
3i

上の第 1式から β = 4α + 2 これを第 2式に代入して

4α + 2

α
= 1 +

√
3i ゆえに

2

α
= −3 +

√
3i

α =
−3−

√
3i

6
であるから β = −2

√
3i

3
, γ =

3−
√
3i

6

(i)～(iii)より

(α, β, γ) =

(
1 −

√
3i

2
, 2,

3 −
√
3i

2

)
,(

−1 −
√
3i

4
,
1 −

√
3i

2
,
3 −

√
3i

4

)
,(

−3 −
√
3i

6
,−

2
√
3i

3
,
3 −

√
3i

6

)

�
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1.19 (1) 求める面積 Sは

S =

∫ π
2

0

cos3 t dt

=

∫ π
2

0

(1− sin2 t) cos t dt

=

[
sin t− 1

3
sin3 t

]π
2

0

=
2

3

　

O

y

xt

cos3 t

π
2

1

CP

QR

(2) f(t) = t cos3 tであるから，0 < t <
π

2
において

f ′(t) = cos3 t+ t·3 cos2 t(− sin t) = cos3 t(1− 3t tan t)

g(t) = 1− 3t tan t
(
0 < t <

π

2

)
とおくと，g(t)は単調減少で

g(0) = 1, lim
t→π

2
−0

= −∞

0 < t <
π

2
において，g(t) = 0をみたす t = αがただ 1つ存在する．

f ′(t) = g(t) cos3 tより，f(t)の増減表は，次のようになる．

t 0 · · · α · · · π
2

f ′(t) + 0 −
f(t) ↗ 極大 ↘

g(α) = 0より 1− 3α tanα ゆえに α =
1

3 tanα

したがって f(α) = α cos3 α =
1

3 tanα
· cos3 α =

cos4 α

3 sinα

(3) g
(π
6

)
= 1− 3·π

6
tan

π

6
= 1− π

2
√
3
=

2
√
3− π

2
√
3

> 0より
π

6
> α

関数
cos4 t

3 sin t

(
0 < t <

π

2

)
は単調減少であるから

cos4 π
6

3 sin π
6

>
cos4 α

3 sinα
ゆえに

3

8
> f(α)

上の第 2式および (1)の結果から

f(α)

S
<

3

8

/
2

3
=

9

16

�
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1.20 「0以上のすべての整数mについて，x3m+1, x3m+2, x3m+3は

x3m+1 ≡ 0, x3m+2 ≡ 0, x3m+3 ≡ 1 (mod 3)

を満たす整数である」を (A)とする．

［1］m = 0のとき

x1 = 0, x2 = x1 + 1 + 2 cos
2πx1

3
= 3, x3 = x2 + 2 + 2 cos

2πx2

3
= 7

したがって，m = 0のとき (A)は成立する．

［2］m = kのとき，(A)が成立すると仮定すると x3k+3 ≡ 1 (mod 3)

x3k+4 = x3k+3 + 3k + 3 + 2 cos
2πx3k+3

3
≡ 0 (mod 3)

x3k+5 = x3k+4 + 3k + 4 + 2 cos
2πx3k+4

3
≡ 0 (mod 3)

x3k+6 = x3k+5 + 3k + 5 + 2 cos
2πx3k+5

3
≡ 1 (mod 3)

したがって，m = k + 1のときも (A)は成立する．

［1］,［2］より，すべての 0以上の整数mについて (A)が成立する．

(A)の結論から

xn+1 − xn − n = 2 cos
2πxn

3
=


2 (n ≡ 1 (mod 3))

2 (n ≡ 2 (mod 3))

−1 (n ≡ 0 (mod 3))

(∗)

y3m+1 = 3m, y3m+2 = 3m+ 2, y3m+3 = 3m+ 4 (m = 0, 1, 2, · · · )により

yn+1 − yn =


2 (n ≡ 1 (mod 3))

2 (n ≡ 2 (mod 3))

−1 (n ≡ 0 (mod 3))

(∗∗)

(∗)，(∗∗)より xn+1−xn−n = yn+1−yn ゆえに xn+1−yn+1−(xn−yn) = n

x1 = y1 = 0より，n = 2のとき
n−1∑
k=1

{xk+1 − yk+1 − (xk − yk)} =
n−1∑
k=1

k

n = 1のときも成立することに注意して xn − yn =
1

2
n(n − 1)
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補足
{
cos

2nπ

3

}
の周期性に注目すると

2 cos
2nπ

3
=


−1 (n ≡ 1 (mod 3))

−1 (n ≡ 2 (mod 3))

2 (n ≡ 0 (mod 3))

上式および (∗)，(∗∗)の右辺に注目して

an = 1− 2 cos
2nπ

3
=


2 (n ≡ 1 (mod 3))

2 (n ≡ 2 (mod 3))

−1 (n ≡ 0 (mod 3))

とおくと，n = 2のとき

n−1∑
k=1

ak =
n−1∑
k=1

(
1− 2 cos

2kπ

3

)

= n− 1− 4√
3

n−1∑
k=1

cos
2kπ

3
sin

π

3

= n− 1 +
2√
3

n−1∑
k=1

(
sin

2k − 1

3
π − sin

2k + 1

3
π

)
= n− 2√

3
sin

2n− 1

3
π

(∗)，(∗∗)および x1 = y1 = 0より

n−1∑
k=1

(xk+1 − xk − k) =
n−1∑
k=1

(yk+1 − yk) =
n−1∑
k=1

ak

したがって xn −
1

2
n(n− 1) = yn = n− 2√

3
sin

2n− 1

3
π

上式は，n = 1のときも成立するから

xn =
1

2
n(n+ 1)− 2√

3
sin

2n− 1

3
π,

yn = n− 2√
3
sin

2n− 1

3
π

�
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1.21 (1) α =
2π

7
より cos 4α = cos

8π

7
= cos

(π
7
+ π
)
= − cos

π

7

cos 3α = cos
6π

7
= cos

(
π − π

7

)
= − cos

π

7

よって cos 4α = cos 3α

別証 α =
2π

7
より，7α = 2πであるから

cos 4α = cos(2π − 3α) = cos(−3α) = cos 3α

(2) cos(n+ 1)α = 2 cosα cosnα− cos(n− 1)αより

cos 2α = 2 cos2 α− 1,

cos 3α = 2 cosα cos 2α− cosα

= 2 cosα(2 cos2 α− 1)− cosα

= 4 cos3 α− 3 cosα,

cos 4α = 2 cosα cos 3α− cos 2α

= 2 cosα(4 cos3 α− 3 cosα)− (2 cos2 α− 1)

= 8 cos4 α− 8 cos2 α + 1

x = cosαとおいて (x 6= 1)，上の 2式を (1)の等式に代入すると

8x4 − 8x2 + 1 = 4x3 − 3x ゆえに (x− 1)(8x3 + 4x2 − 4x− 1) = 0

x 6= 1であるから 8x3 + 4x2 − 4x− 1 = 0

よって，f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1とすると f(cosα) = 0

(3) (2)の結果から

8 cos3 α + 4 cos2 α− 4 cosα− 1 = 0

(2 cosα)3 + (2 cosα)2 − 2(2 cosα)− 1 = 0 (∗)

cosαを有理数と仮定すると，2 cosαも有理数であるから

2 cosα =
p

q
(p, qは互いに素である正の整数)

とおいて，これを (∗)に代入すると

p3

q3
+

p2

q2
− 2p

q
− 1 = 0 ゆえに

p3

q
= −p2 + 2pq + q2

上の第 2式の右辺は整数であるから，q = 1より

p3 = −p2 + 2p+ 1 ゆえに p(p2 + p− 2) = 1

p = 1となるが，p = 1は上式を満たさない．よって cosαは無理数．
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補足 q = 1であることを示すと

2 cosα = p ゆえに cosα =
p

2

0 < cosα < 1より，p = 1となり，cosα 6= 1

2
より矛盾． �
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1.22 線分 PQを表す方程式は (1 5 t 5 2) y = −t2x+ t

(
0 5 x 5 1

t

)
f(t) = −t2x + t (0 5 t 5 2)とおくと，線分 PQが通過する領域は，点Qが x

軸上で
1

2
5 x 5 1にあることに注意すると

0 5 x 5 1

2
のとき min

15t52
f(t) 5 y 5 max

15t52
f(t)

1

2
5 x 5 1 のとき 0 5 y 5 max

15t52
f(t)

O

y

x O

y

x O

y

x

P

Q

t

1
t

P

Q

1

1

2

1
2

P

Q

(t = 1) (t = 2)

0 < x 5 1のとき f(t) = −x
(
t− 1

2x

)2

+
1

4x

(i) x = 0のとき，f(t) = tより 1 5 y 5 2

(ii) 2 5 1

2x
，すなわち，0 < x 5 1

4
のとき

f(1) 5 y 5 f(2) ゆえに − x+ 1 5 y 5 −4x+ 2

(iii)
3

2
5 1

2x
5 2，すなわち，

1

4
5 x 5 1

3
のとき

(定義域の中央
3

2
が軸 t =

1

2x
より左側にあるから，左端 f(1)が最小値)

f(1) 5 y 5 f

(
1

2x

)
ゆえに − x+ 1 5 y 5 1

4x

(iv) 1 5 1

2x
5 3

2
，すなわち，

1

3
5 x 5 1

2
のとき

(定義域の中央
3

2
が軸 t =

1

2x
より右側にあるから，右端 f(2)が最小値)

f(2) 5 y 5 f

(
1

2x

)
ゆえに − 4x+ 2 5 y 5 1

4x
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(v)
1

2x
5 1，すなわち，

1

2
5 x 5 1のとき

0 5 y 5 f(1) ゆえに 0 5 y 5 −x+ 1

(i)～(v)について，(i)と (ii)をまとめると次のようになる．

0 5 x 5 1

4
のとき −x+ 1 5 y 5 −4x+ 2

1

4
5 x 5 1

3
のとき −x+ 1 5 y 5 1

4x
1

3
5 x 5 1

2
のとき −4x+ 2 5 y 5 1

4x
1

2
5 x 5 1 のとき 0 5 y 5 −x+ 1

求める領域は，下の図の境界線を含む斜線部分である．

O

y

x1

2

1

1
2

1
3

1
4

1
2

2
3

y =
1

4x

�
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1.23 (1) Pnの 1辺をAnBnとすると

r1 = 1, rn+1 = rn cos
θ

2

したがって

rn = 1

(
cos

θ

2

)n−1

= cosn−1
θ

2
,

4OAnBn =
1

2
rn

2 sin θ

　

θ
2

Pn
O

Anrn

rn+1

CnCn+1

Bn

θ =
2π

m
より，m =

2π

θ
であるから

sn = πrn
2 −m4OAnBn = πrn

2 − 2π

θ
·1
2
rn

2 sin θ

= π

(
1− sin θ

θ

)
rn

2 = π

(
1 −

sin θ

θ

)
cos2n−2

θ

2

(2) (1)の結果より

f(m) =
∞∑
n=1

sn = π

(
1− sin θ

θ

) ∞∑
n=1

cos2n−2 θ

2

= π

(
1− sin θ

θ

)
· 1

1− cos2 θ
2

= π

(
1− sin θ

θ

)
1

sin2 θ
2

= 4π·θ − sin θ

θ3

(
θ
2

sin θ
2

)2

θ =
2π

m
より，m→∞のとき θ → 0であるから

lim
m→∞

f(m) = lim
θ→0

4π·θ − sin θ

θ3

(
θ
2

sin θ
2

)2

= 4π·1
6
·12 =

2π

3

�
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1.24 (1) 双曲線 C :
x2

4
− y2

4
= 1と直線 ` : y =

√
a x +

√
aの方程式から yを消去

して整理すると
(a− 1)x2 + 2ax+ a+ 4 = 0 (∗)

Cと `が異なる 2点で交わるとき，上の方程式の係数について

a− 1 6= 0 かつ D = a2 − (a− 1)(a+ 3) = 4− 3a > 0

a > 0であるから 0 < a < 1, 1 < a <
4

3

(2) (∗)の 2つの解を s1, s2とすると，解と係数の関係により

s1 + s2 = −
2a

a− 1
ゆえに s =

s1 + s2
2

=
a

1 − a

これを ` : y =
√
a(x+ 1)の方程式に代入すると

t =
√
a

(
a

1− a
+ 1

)
=

√
a

1 − a

(3) (2)の結果から s = − 1

a− 1
− 1

f(a) = − 1

a− 1
− 1とおくと，f(a)は a < 1, 1 < aで単調増加．

f(0) = 0, lim
a→1−0

f(a) =∞, lim
a→1+0

f(a) = −∞, f

(
4

3

)
= −4

よって，0 < a < 1, 1 < a <
4

3
において s < −4, 0 < s

(4) s =
a

1− a
より (s+ 1)a = s s 6= −1であるから a =

s

s+ 1

(2)の結果から t =

√
s

s+ 1

1− s

s+ 1

= (s + 1)

√
s

s + 1

補足 次のように表記することもできる．

t =

{ √
s(s+ 1) (0 < s)

−
√
s(s+ 1) (s < −4)

�
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1.25 (1) 右の図から

t = tan θ, a = tan 2θ

　

O

y

x

A

B C
−1 1

a

It

θ

2t
(2) (1)の結果より

a = tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
=

2t

1 − t2

(3) 4ABCの重心の座標は
(
0,

a

3

)
これが円周上の点 (0, 2t)と一致するから

a

3
= 2t ゆえに a = 6t

これに (2)の結果を代入すると

2t

1− t2
= 6t ゆえに t(3t2 − 2) = 0

0 < t < 1に注意して t =

√
6

3

(4) 点B(−1, 0)を通り，直線ACに垂直な直線の方程式は

y =
1

a
(x+ 1) ゆえに y =

x

a
+

1

a

この直線と y軸との交点
(
0,

1

a

)
が，(0, 2t) と一致するから

1

a
= 2t

これに (2)の結果を代入すると (0 < t < 1)

1− t2

2t
= 2t ゆえに 5t2 = 1 よって t =

√
5

5
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(5) ACの垂直二等分線，すなわち，ACの中点
(
1

2
,
a

2

)
を通り，傾き

1

a
の直

線の方程式は

y − a

2
=

1

a

(
x− 1

2

)
すなわち y =

x

a
+

a

2
− 1

2a

この直線と y軸との交点
(
0,

a

2
− 1

2a

)
が，原点O(0, 0)または (0, 2t)に

一致するときである．

(i)
a

2
− 1

2a
= 0のとき (a > 0)

a2 = 1 ゆえに a = 1

これに (2)の結果を代入すると
2t

1− t2
= 1

t2 + 2t− 1 = 0 tの値の範囲に注意して t = −1 +
√
2

(ii)
a

2
− 1

2a
= 2tのとき，これに (2)の結果を代入すると

t

1− t2
− 1− t2

4t
= 2t 整理すると 7t4 − 2t2 − 1 = 0

したがって t2 =
1 + 2

√
2

7
tの範囲に注意して t =

√
1 + 2

√
2

7

(i)，(ii)より t = −1 +
√
2,

√
1 + 2

√
2

7
�
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1.26 (1) f(x) = e−
x
2 − eより

f ′(x) = −
1

2
e−x

2 ,

∫
f(x) dx = −2e−x

2 − ex + C (Cは積分定数)

(2) (1)の結果から，f(x)は単調減少．f(−2) = 0．

lim
x→+∞

f(x) = −eより lim
x→+∞

|f(x)| = e

したがって，左下の y = f(x)のグラフの概形から，右下の y = |f(x)|の
グラフのグラフの概形を得る．

O

y

x O x

y

e

−e

1− e

e− 1

−2−2

y = f(x) y = |f(x)|

(3) (1)の結果から，F (x) = −2e−x
2 − exとおくと

F (−4) = −2e2 + 4e, F (−2) = 0, F (4) = −2e−2 − 4e

(2)の y = |f(x)|のグラフにより∫ 4

−4

|f(x)| dx =

∫ −2

−4

f(x) dx−
∫ 4

−2

f(x) dx

=

[
F (x)

]−2

−4

−
[
F (x)

]4
−2

= 2F (−2)− F (−4)− F (4)

= 2·0− (−2e2 + 4e)− (−2e−2 − 4e)

= 2(e2 + e−2)

�
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1.27 (1) Pnの x座標を αnとすると，条件から

αn+1 =
3

2
αn +

(
1

2

)n

ゆえに
(
2

3

)n+1

αn+1 −
(
2

3

)n

αn =
2

3

(
1

3

)n

n = 2のとき，α1 = 1より

n−1∑
k=1

{(
2

3

)k+1

αk+1 −
(
2

3

)k

αk

}
=

n−1∑
k=1

2

3

(
1

3

)k

(
2

3

)n

αn −
2

3
α1 =

2

3
·1
3
·
1−

(
1
3

)n−1

1− 1
3(

2

3

)n

αn = 1−
(
1

3

)n

αn =

(
3

2

)n

−
(
1

2

)n

=
3n − 1

2n

上式は，n = 1のときも成立するから αn =
3n − 1

2n
· · · (∗)

よって P2の x座標は α2 =
32 − 1

22
= 2

P4の x座標は α4 =
34 − 1

24
= 5

別解 順次，漸化式に n = 1, 2, 3を代入すると

α2 =
3

2
α1 +

(
1

2

)1

=
3

2
·1 + 1

2
= 2,

α3 =
3

2
α2 +

(
1

2

)2

=
3

2
·2 + 1

4
=

13

4
,

α4 =
3

2
α3 +

(
1

2

)3

=
3

2
·13
4

+
1

8
= 5

(2) (∗)より αn =
3n − 1

2n
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(3) 直線 PnQn+1は点 Pn(αn, 0)を通り，傾き
√
3の直線であるから

y =
√
3(x− αn) · · · 1©

直線OQ1の偏角が
π

3
であるから，lの偏角は

π

6

直線 lの方程式は y = x tan
π

6
すなわち y =

x√
3
· · · 2©

直線 PnQn+1と直線 lの交点の x座標を xnとすると
√
3(xn − αn) =

xn√
3
ゆえに xn =

3

2
αn · · · 3©

よって，直線 PnQn+1と直線 lの交点は(
3

2
αn,

√
3

2
αn

)
すなわち

(
3n+1 − 3

2n+1
,

√
3(3n − 1)

2n+1

)

O

y

x
P1

1

√
3 Q1

Qn+1

Pn+1Pn

αn αn+1

l

xn

Rn+1

snαn+1√
3

√
3(αn+1 − αn)

(4) 1©より，点Qn+1の y座標は
√
3(αn+1 − αn)

直線 Pn+1Qn+1と直線 lの交点をRn+1とおくと，

2©より，Rn+1の y座標は
αn+1√

3

sn =
1

2
Qn+1Rn+1(αn+1 − xn)

=
1

2

{√
3(αn+1 − αn)−

αn+1√
3

}(
αn+1 −

3

2
αn

)
=

1√
3

(
αn+1 −

3

2
αn

)2

=
1√
3

(
1

4

)n

よって
∞∑
n=1

sn =
1√
3

∞∑
n=1

(
1

4

)n

=
1√
3
·1
4
· 1

1− 1
4

=

√
3

9
�
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1.28 (1) g(n) = 6− n，h(n) = 14− nより

(h◦g)(n) = h(6− n) = 14− (6− n) = n + 8,

(g◦h)(n) = g(14− n) = 6− (14− n) = n − 8

(2) f(3 + n) = f(3− n)において，m = 3 + nとおくと (n = m− 3)

f(m) = f(3− (m− 3)) = f(6−m)

したがって f(n) = f(6− n) = (f ◦g)(n)

f(7 + n) = f(7− n)において，m = 7 + nとおくと (n = m− 7)

f(m) = f(7− (m− 7)) = f(14−m)

したがって f(n) = f(14− n) = (f ◦h)(n)

(3) (2)の結果から f(6− n) = f(14− n)

上式において，m = 6− nとおくと (n = 6−m)

f(m) = f(14− (6−m)) = f(m+ 8) (∗)

2022 = 6 + 8·252であるから f(2022) = f(6)

(∗∗) f(3 + n) = f(3− n)に n = 3を代入すると

f(6) = f(0) = 0 · · · 1©

よって f(2022) = 0

(4) (∗)より A = {f(0), f(1), f(2), f(3), f(4), f(5), f(6), f(7)}

(∗∗)に n = 1, 2に代入すると

f(4) = f(2), f(5) = f(1)

上の 2式と 1©より

A = {f(0), f(1), f(2), f(3), f(7)}

よって，Aの要素の個数は 5個以下である． �
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1.29 (1) F (x), G(x)が微分可能であるから

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
, G′(x) = lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h

H(x) = F (x) +G(x)とおくと

H ′(x) = lim
h→0

H(x+ h)−H(x)

h
=

F (x+ h) +G(x+ h)− F (x)−G(x)

h

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
+ lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h
= F ′(x) +G′(x)

よって {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

次に，F ′(x) = f(x)，G′(x) = g(x)を満たす F (x)，G(x)をとり，

H(x) = F (x) +G(x), h(x) = H ′(x)

とすると，次式が成立する．

h(x) = H ′(x) = {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x)

上式および定積分の定義 1©により∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

h(x) dx =

[
H(x)

]b
a

= H(b)−H(a)

= F (b) +G(b)− {F (a) +G(a)}
= F (b)− F (a) +G(b)−G(a)

=

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

(2) G′(x) = g(x)を満たすG(x)をとると，定積分の定義により∫ b

a

g(x) dx = G(b)−G(a)

上式の右辺は平均値の定理により

G(b)−G(a)

b− a
= G′(c) (a < c < b)

G′(c) = g(c) > 0であるから，以上の結果から∫ b

a

g(x) dx = (b− a)g(c) > 0
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(3) 答 (C)

(2)と同様に
∫ i

n

i−1
n

f(x) dxに平均値の定理を適用すると (i = 1, 2, · · · , n)

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx =

(
i

n
− i− 1

n

)
f(ci) =

1

n
f(ci)

(
i− 1

n
< ci <

i

n

)
f(x)は，区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数であるから

f

(
i− 1

n

)
5 f(ci) 5 f

(
i

n

)
以上の結果から，次式を得る．

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n)

(4) 答 (B)

Snの定義により

1

n

n∑
k=1

f

(
i

n

)
=

1

n

n+1∑
k=2

f

(
i− 1

n

)
=

1

n

n∑
k=1

f

(
i− 1

n

)
+

1

n
f(1)− 1

n
f(0)

= Sn +
f(1)− f(0)

n

上式に注意すると， 2©より

1

n

n∑
k=1

f

(
i− 1

n

)
5

n∑
k=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n

n∑
k=1

f

(
i

n

)
Sn 5

∫ 1

0

f(x) dx 5 Sn +
f(1)− f(0)

n

よって 0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)

n
�
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1.30 (1) lim
x→∞
{log(

√
x+
√
x+ 4)− log

√
x} = lim

x→∞
log

(
1 +

√
1 +

4

x

)
= log 2

(2)

d

dx

√
x(x+ 4) =

{x(x+ 4)}′

2
√

x(x+ 4)
=

x + 2√
x(x + 4)

d

dx
log(
√
x+
√
x+ 4) =

(
√
x+
√
x+ 4)′

√
x+
√
x+ 4

=
1

√
x+
√
x+ 4

(
1

2
√
x
+

1

2
√
x+ 4

)
=

1
√
x+
√
x+ 4

·
√
x+ 4 +

√
x

2
√
x(x+ 4)

=
1

2
√
x(x + 4)

(3) f(x) =

√
x√

x+ 4
，g(x) =

x− 2

x

(i) 0 < x 5 2のとき，f(x) > 0，g(x) 5 0より f(x) > g(x)

(ii) x > 2のとき，f(x) > 0，g(x) > 0

f(x)2 − g(x)2 =
x

x+ 4
− (x− 2)2

x2

=
x3 − (x+ 4)(x− 2)2

x2(x+ 4)
=

4(3x− 4)

x2(x+ 4)
> 0

(i)，(ii)より x > 2のとき f(x) > g(x)

(4) S(t)は，次の図の斜線部分の面積である

O

y

x2 t

x = t

P

y = f(x)

y = g(x)

これから

S(t) =

∫ 2

0

f(x) dx+

∫ t

2

{f(x)− g(x)} dx (∗)
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(2)の結果から

f(x) =

√
x√

x+ 4
=

x√
x(x+ 4)

=
x+ 2√
x(x+ 4)

− 4· 1

2
√

x(x+ 4)

=
d

dx

{√
x(x+ 4)− 4 log(

√
x+
√
x+ 4)

}
,

また

g(x) =
x− 2

x
= 1− 2

x
=

d

dx
(x− 2 log x)

これから

F (x) =
√

x(x+ 4)− 4 log(
√
x+
√
x+ 4), G(x) = x− 2 log x (∗∗)

とおくと√
x(x+ 4)− x =

x(x+ 4)− x2√
x(x+ 4) + x

=
4x√

x(x+ 4) + x
=

4√
1 + 4

x
+ 1

に注意して

F (x)−G(x) =
√
x(x+ 4)− 4 log(

√
x+
√
x+ 4)− (x− 2 log x)

=
√
x(x+ 4)− x− 4{log(

√
x+
√
x+ 4)− log

√
x}

=
4√

1 + 4
x
+ 1
− 4 log

(
1 +

√
1 +

4

x

)
(∗ ∗ ∗)

(∗)より S(t) =

[
F (x)

]2
0

+

[
F (x)−G(x)

]t
2

= −F (0) +G(2) + {F (t)−G(t)}

(∗∗)より F (0) = −4 log 2，G(2) = 2− 2 log 2

(∗ ∗ ∗)より lim
t→∞
{F (t)−G(t)} = 2− 4 log 2

よって

lim
t→∞

S(t) = −(−4 log 2) + (2− 2 log 2) + (2− 4 log 2) = 4 − 2 log 2

�
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1.31 (1) an = n2より

bn =
an + an+1 + an+2

3

=
1

3
{n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2} = n2 + 2n +

5

3

したがって

n∑
k=1

bk =
n∑

k=1

(
k2 + 2k +

5

3

)
=

1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) + 2·1

2
n(n+ 1) +

5

3
n

=
1

6
n{(n+ 1)(2n+ 1) + 6(n+ 1) + 10}

=
1

6
n(2n2 + 9n + 17)

(2) an = sinnθ (0 < θ < π)より

3bn = an + an+1 + an+2

= sinnθ + sin(n+ 1)θ + sin(n+ 2)θ

= sin(n+ 1)θ + {sinnθ + sin(n+ 2)θ}
= sin(n+ 1)θ + 2 sin(n+ 1)θ cos θ

= (1 + 2 cos θ) sin(n+ 1)θ = 0

1 + 2 cos θ 6= 0と仮定すると，すべての nについて

sin(n+ 1)θ = 0

となる．例えば，n = 1, 2のとき

sin 2θ = 0 かつ sin 3θ = 0

すなわち θ =
π

2
かつ θ =

π

3
,
2π

3
これを満たす θは存在しない．

したがって，1 + 2 cos θ = 0 (0 < θ < π)を解いて θ =
2π

3
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(3) (i) an =
√
n+ 1−

√
nより

bn =
an + an+1 + an+2

3

=
1

3
{(
√
n+ 1−

√
n) + (

√
n+ 2−

√
n+ 1) + (

√
n+ 3−

√
n+ 2)}

=
1

3
(
√
n+ 3−

√
n) =

1√
n+ 3 +

√
n

また，an+1 =
√
n+ 2−

√
n+ 1 =

1√
n+ 2 +

√
n+ 1

であるから

bn
an+1

=

√
n+ 2 +

√
n+ 1√

n+ 3 +
√
n

=

√
1 + 2

n
+
√
1 + 1

n√
1 + 3

n
+ 1

よって lim
n→∞

bn
an+1

= lim
n→∞

√
1 + 2

n
+
√
1 + 1

n√
1 + 3

n
+ 1

=
1 + 1

1 + 1
= 1

(ii) an =
√
n+ 1−

√
n =

1√
n+ 1 +

√
n
より

1√
n+ 2 +

√
n+ 1

<
1√

n+ 1 +
√
n
すなわち an+1 < an

{an}は単調減少列であるから

bn
an+1

− 1 =

√
n+ 2 +

√
n+ 1√

n+ 3 +
√
n
− 1

=

√
n+ 2 +

√
n+ 1−

√
n+ 3−

√
n√

n+ 3 +
√
n

=
(
√
n+ 1−

√
n)− (

√
n+ 3−

√
n+ 2)√

n+ 3 +
√
n

=
an − an+3√
n+ 3 +

√
n
> 0

an+1 > 0であるから bn > an+1
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(4) (i) (∗)
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

bk

(∗)に n = 1を代入すると，a1 = b1より

a1 =
a1 + a2 + a3

3
整理すると a3 + a2 − 2a1 = 0 · · · 1©

n = 2のとき，(∗)より

n−1∑
k=1

ak =
n−1∑
k=1

bk,
n−1∑
k=1

ak + an =
n−1∑
k=1

bk + bn

上の 2式から an = bn

an =
an + an+1 + an+2

3
ゆえに an+2 + an+1 − 2an = 0 (∗∗)

1©より，(∗∗)は，正の整数 nについて成立するから

an+2 + 2an+1 = an+1 + 2an ゆえに an+1 + 2an = a2 + 2a1

a1 = 1，a2 = 4より an+1 + 2an = 6

(ii) (∗∗)より an+2 − an+1 = −2(an+1 − an)

an+1 − an = (−2)n−1(a2 − a1) = 3(−2)n−1

これと (i)の結果から，an+1を消去すると

3an = 6− 3(−2)n−1 ゆえに an = 2− (−2)n−1

an = bnであるから bn = 2 − (−2)n−1

n∑
k=1

bk =
n∑

k=1

{2− (−2)k−1}

= 2n− 1− (−2)n

1− (−2)

= 2n −
1 − (−2)n

3

�
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1.32 (1) |z| = 1のとき，zz = 1より

|zw + 1| = |zw + zz| = |z(w + z)|
= |z||z + w| = |z + w| = |z + w|

|w| = 1のとき，ww = 1より

|zw + 1| = |w||zw + 1| = |w(zw + 1)|
= |zww + w| = |z + w|

(2) 漸化式 a1 = a > 0, an+1 = an
rebnより，an > 0に注意して

log an+1 = r log an + bn

{bn}は初項 2，公比 rの等比数列より，bn = 2rn−1であるから

log an+1 = r log an + 2rn−1 ゆえに
log an+1

rn+1
=

log an
rn

+
2

r2{
log an
rn

}
は初項

log a

r
，公差

2

r2
の等差数列であるから

log an
rn

=
log a

r
+

2

r2
(n− 1)

したがって log an = rn−1 log a+ 2rn−2(n− 1)

よって an = ern−1 log a+2rn−2(n−1)

補足 an = ar
n−1

e2r
n−2(n−1)と表記してもよい．

(3) 加法定理により

sin(2k + 1)θ = sin 2kθ cos θ + cos 2kθ sin θ

sin(2k − 1)θ = sin 2kθ cos θ − cos 2kθ sin θ

上の第 1式から第 2式を引くと

sin(2k + 1)θ − sin(2k − 1)θ = 2 sin θ cos 2kθ

sin θ 6= 0であるから

2 cos 2kθ =
sin(2k + 1)θ

sin θ
− sin(2k − 1)θ

sin θ
(∗)
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nを自然数とする等式

1 + 2
n∑

k=1

cos 2kθ =
sin(2n+ 1)θ

sin θ

を (A)とする．

［1］n = 1のとき，k = 1を (∗)に代入すると

2 cos 2θ =
sin 3θ

sin θ
− sin θ

sin θ
ゆえに 1 + 2 cos 2θ =

sin 3θ

sin θ

よって，n = 1のとき，(A)は成立する．

［2］n = mのとき，(A)が成立すると仮定すると

1 + 2
m∑
k=1

cos 2kθ =
sin(2m+ 1)θ

sin θ

k = m+ 1を (∗)に代入すると

2 cos 2(m+ 1)θ =
sin(2m+ 3)θ

sin θ
− sin(2m+ 1)θ

sin θ

上の 2式の辺々を加えると

1 + 2
m+1∑
k=1

cos 2kθ =
sin(2m+ 3)θ

sin θ

よって，n = m+ 1のときも (A)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(A)は成立する． �
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1.33 (1) P1は 3回続けて 1の目が出る確率であるから P1 =

(
1

6

)3

=
1

216

出た目の最小値が 2以上である確率は
(
5

6

)3

p1はこの余事象の確率であるから p1 = 1−
(
5

6

)3

=
91

216

(2) 出た目の最大値が n以下である確率は
(n
6

)3
出た目の最大値が n− 1以下である確率は

(
n− 1

6

)3

したがって Pn =
(n
6

)3
−
(
n− 1

6

)3

=
3n2 − 3n + 1

216

出た目の最小値が n以上である確率は
(
7− n

6

)3

出た目の最小値が n+ 1以上である確率は
(
6− n

6

)3

したがって pn =

(
7− n

6

)3

−
(
6− n

6

)3

ここで，A = 7− nとおくと，前の計算に注意して

pn =

(
A

6

)3

−
(
A− 1

6

)3

=
3A2 − 3A+ 1

216
(∗)

よって pn =
3(7− n)2 − 3(7− n) + 1

216
=

3n2 − 39n + 127

216

(3) Pnおよび (∗)を Pn 5 pnに代入すると

3n2 − 3n+ 1

216
5 3A2 − 3A+ 1

216

ゆえに (n− A)(n+ A− 1) 5 0 すなわち 6(2n− 7) 5 0

nは 6以下の自然数であるから n = 1, 2, 3

補足 Pn, pnの結果をそのまま利用してもよい． �
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1.34 (1) P(1, 1, 0)はDから平面OABCに降ろした垂線の足である．

OP =
√
2，OD = 2より

PD =
√
OD2 −OP2 =

√
2

D1，D2の z座標の符号により

D1(1, 1,
√
2), D2(1, 1,−

√
2)

(2) O(0, 0, 0)，A(2, 0, 0)および (1)の結果から

a
−→
OA+ b

−−→
OD1 −

−→
OP = a(2, 0, 0) + b(1, 1,

√
2)− (1, 1, 0)

= (2a+ b− 1, b− 1,
√
2b)

これがベクトル
−→
OA = (2, 0, 0)，

−−→
OD1 = (1, 1,

√
2)に垂直であるから

2(2a+ b− 1) = 0, 1(2a+ b− 1) + 1(b− 1) +
√
2·
√
2b = 0

それぞれ整理すると 2a+ b = 1, a+ 2b = 1 よって a = b =
1

3

(3) 辺 OAの中点をMとし，平面 OAD1と球 S

の接点をTとすると

24MPD1 = MD1·PT = MP·PD1

したがって
√
3PT = 1·

√
2

よって，半径は PT =

√
6

3

　 D1

O

A B

C

PM

T

(2)の結果より，
−→
OT =

1

3

−→
OA +

1

3

−−→
OD1であるから，Tは4OAD1の重心．

4BCD1の重心をT′，平面OABCに関してTと対称な点をT′′とすると

TT′ =
2

3
OC =

4

3
, TT′′ =

2

3
PD1 =

2
√
2

3

4OAD1，4ABD1，4BCD1，4COD1の 4重心が凸多面体の頂点であり，
その 1辺の長さは

1√
2
TT′ = TT′′ =

2
√
2

3

よって，凸多面体は立方体である． �
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1.35 (1) f(x) = e−x2
より

f ′(x) = −2xe−x2

, f ′′(x) = 2(2x2 − 1)e−x2

f ′′(a) = 0より (a > 0) 2a2 − 1 = 0 よって a =
1
√
2

したがって，f(x)の増減および凹凸は次のようになる．

x · · · − 1√
2
· · · 0 · · · 1√

2
· · ·

f ′(x) + + + 0 − − −
f ′′(x) + 0 − − − 0 +

f(x) 1√
e

1 1√
e

変曲点は
(
−

1
√
2
,

1
√
e

)
,

(
1
√
2
,

1
√
e

)
(2) 求める回転体の体積を V とすると

V = 2π

∫ a

0

x{f(x)− f(a)} dx = 2π

∫ 1√
2

0

x

(
e−x2 − 1√

e

)
dx

= π

[
−e−x2 − x2

√
e

] 1√
2

0

= π

(
1 −

3

2
√
e

)

O

y

x

1√
e

1

1√
2

− 1√
2

バウムクーヘン型求積法

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

�
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1.36 (1) (a
1
2 + a−

1
2 )2 = a+ a−1 + 2 = 18 + 2 = 20

a
1
2 + a−

1
2 > 0であるから a

1
2 + a−1

2 = 2
√
5

(a
1
3 + a−

1
3 )3 − 3(a

1
3 + a−

1
3 ) = a+ a−1 = 18より，x = a

1
3 + a−

1
3 とおくと

x3 − 3x = 18 ゆえに (x− 3)(x2 + 3x+ 6) = 0

x > 0であるから x = 3 よって a
1
3 + a−1

3 = 3

(2) (∗) log 1
3
(9x2)· log3

( x

81

)
= −12

真数は正であるから

9x2 > 0 かつ
x

81
> 0 すなわち x > 0 · · · 1©

(∗)を変形すると −(2 log3 x+ 2)(log3 x− 4) = −12

(log3 x)
2 − 3 log3 x− 10 = 0 ゆえに (log3 x+ 2)(log3 x− 5) = 0

したがって log3 x = −2, 5 1©に注意して x =
1

9
, 243

(3) 不等式 cos 2θ +
√
3 sin 2θ = 1 (0 5 θ < 2π)より

sin
(
2θ +

π

6

)
= 1

2
,

π

6
5 2θ +

π

6
< 4π +

π

6

したがって
π

6
5 2θ +

π

6
5 5π

6
, 2π +

π

6
5 2θ +

π

6
5 2π +

5π

6

よって 0 5 θ 5
π

3
, π 5 θ 5

4π

3

(4) z4 = −8− 8
√
3i = 16

(
−1

2
−
√
3

2
i

)
= 24

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
|z| = 2，4 arg z =

4π

3
+ 2kπ ゆえに arg z =

π

3
+

k

2
π

0 5 arg z < 2πであるから k = 0, 1, 2, 3

したがって |z| = 2, arg z =
π

3
,
5π

6
,
4π

3
,
11π

6

よって z = 1 +
√
3i, −

√
3 + i, − 1 −

√
3i,

√
3 − i �
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1.37 (1) 漸化式から

a1 =

∫ 1

0

f1(t) dt =

∫ 1

0

3t2 dt =

[
t3
]1
0

= 1

a2 =

∫ 1

0

f2(t) dt =

∫ 1

0

(3t2 + 4t) dt =

[
t3 + 2t2

]1
0

= 3

(2) (∗) fn+2(x) = 3x2 + 4an+1x− anであるから

an+2 =

∫ 1

0

fn+2(t) dt =

∫ 1

0

(3t2 + 4an+1t− an) dt

=

[
t3 + 2an+1t

2 − ant

]1
0

= 1 + 2an+1 − an

(3) (2)の結果から an+2 − an+1 = an+1 − an + 1 ゆえに bn+1 = bn + 1

{bn}は初項b1 = a2 − a1 = 3− 1 = 2，公差 1の等差数列であるから

bn = 2 + 1(n− 1) = n + 1

an+1 − an = n+ 1であるから，n = 2のとき

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) =
n−1∑
k=1

(k + 1)

ゆえに an − 1 =
1

2
(n− 1)(n+ 2) 整理すると an =

1

2
n(n+ 1)

これは，n = 1のときも成立するから an =
1

2
n(n + 1)

n = 3のとき，これを (∗)に代入すると

fn(x) = 3x2 + 2(n− 1)nx− 1

2
(n− 2)(n− 1)

上式は，n = 1, 2のときも成立するから

fn(x) = 3x2 + 2(n − 1)nx −
1

2
(n − 2)(n − 1)
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(4) (3)の結果から

(∗∗) fn+1(x)− fn(x) = 2{n(n+ 1)− (n− 1)n}x

− 1

2
{(n− 1)n− (n− 2)(n− 1)}

= 4nx− (n− 1)

= n(4x− 1) + 1

x =
1

4
のとき，すべての自然数 nに対して，上式は 1であるから

α =
1

4
, β = 1

gn(x) = fn+1(x) − fn(x)とおくと，(∗∗)より，gn(x)は 1次関数であり，
gn(x) = 0の解を γとすると

γ =
1

4
− 1

4n
= α− 1

4n
ゆえに α− γ =

1

4n

gn(α) = 1より Sn =
1

2
(α− γ)gn(α) =

1

2
· 1
4n
·1 =

1

8n

補足 gn(α) = 0，gn(γ) = 0のとき Sn =
1

2
|α− γ|{gn(α) + gn(γ)} �
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1.38 (1) C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1の両辺を xで微分すると (y 6= 0)

2x

a2
+

2yy′

b2
= 1 ゆえに y′ = − b2x

a2y

C上の点P(a cosα, b sinα)における接線の傾きは，b sinα 6= 0に注意して

y′ = −b2·a cosα
a2·b sinα

= −
b cosα

a sinα

したがって，C上の点 Pにおける接線 lの方程式は

y − b sinα = −b cosα

a sinα
(x− a cosα)

両辺に
sinα

b
を掛けると

sinα

b
(y − b sinα) = −cosα

a
(x− a cosα)

整理すると
cosα

a
x+

sinα

b
y = 1

(2) (1)で示した接線の x切片，y切片がそれぞれ，
a

cosα
,

b

sinα
であるから

S =
1

2
· a

cosα
· b

sinα
=

ab

sin 2α
= ab

(
0 < α <

π

2

)
α =

π

4
で Sは最小値 abをとる．Q

(
a
√
2
,

b
√
2

)
，l :

x
√
2a

+
y

√
2b

= 1

(3) C上の点R(a cos β, b sin β)
(π
2
< β < π

)
における接線mは

cos β

a
x+

sin β

b
y = 1

2直線 l，mの法線ベクトルは，それぞれ
(

1√
2a

,
1√
2b

)
，
(
cos β

a
,
sin β

b

)
であり，これらは垂直であるから

cos β√
2a2

+
sin β√
2b2

= 1 ゆえに tanβ = −
b2

a2

このとき
1

cos2 β
= 1+ tan2 β =

a4 + b4

a4
，

1

sin2 β
= 1+

1

tan2 β
=

a4 + b4

b4

π

2
< β < πより，cos β = − a2√

a4 + b4
，sin β =

b2√
a4 + b4

であるから

R

(
−

a3

√
a4 + b4

,
b3

√
a4 + b4

)
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(4) (2)の結果から，lの方程式は

l : bx+ ay =
√
2ab

また，(3)の結果から，mの方程式は

m : −ax+ by =
√
a4 + b4

これらの 2式から，lとmの交点A(x, y)について

(bx+ ay)2 + (−ax+ by)2 = (
√
2ab)2 + (

√
a4 + b4)2

(a2 + b2)(x2 + y2) = (a2 + b2)4

x2 + y2 = a2 + b2

OA2 = a2 + b2

また，(2)，(3)の結果から

OQ2 =
a2 + b2

2
, OR2 =

a6 + b6

a4 + b4

以上の結果から

OA2 −OR2 = a2 + b2 − a6 + b6

a4 + b4
=

a2b2(a2 + b2)

a6 + b6
> 0,

OR2 −OQ2 =
a6 + b6

a4 + b4
− a2 + b2

2
=

(a2 + b2)(a2 − b2)2

2(a4 + b4)
> 0

したがって OA2 > OR2 > OQ2 よって OA > OR > OQ �
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1.39 (1) P1(a, 0, 0)，P2(a+ 1, 0, 0)より
−−−→
P1P2 = (1, 0, 0)

Q(0, 1, 0)，R(0, 0, 3)．4P1QR，4P2QRのそれぞれの重心G1，G2は

G1

(
a

3
,
1

3
, 1

)
, G2

(
a+ 1

3
,
1

3
, 1

)
ゆえに

−−−→
G1G2 =

(
1

3
, 0, 0

)

したがって
−−−→
G1G2 =

1

3

−−−→
P1P2

よって，P1，P2を通る直線と，G1，G2を通る直線は平行である．

(2)
−−−→
P1P2 = (1, 0, 0)，

−−−→
P1G1 =

(
−2a

3
,
1

3
, 1

)
より

|
−−−→
P1P2|2 = 1, |

−−−→
P1G1|2 =

4a2

9
+

10

9
,
−−−→
P1P2·

−−−→
P1G1 = −

2a

3

したがって 4P1P2G1 =
1

2

√
|
−−−→
P1P2|2|

−−−→
P1G1|2 − (

−−−→
P1P2·

−−−→
P1G1)2

=
1

2

√
1

(
4a2

9
+

10

9

)
−
(
−2a

3

)2

=

√
10

6

求める四角形 P1P2G2G1の面積を Sとすると

S = 4P1P2G1 +4G1G2P2

= 4P1P2G1 +
1

3
4P1P2G1

=
4

3
4P1P2G1 =

4

3
·
√
10

6
=

2
√
10

9

　

G1 G2

P1 P2

(3)
−−→
P1R = (−a, 0, 3)．

−−−→
P1P2および

−−−→
P1G1に垂直な単位ベクトルの 1つを

~n =
1√
10

(0,−3, 1)

とする．点Rから四角形 P1P2G1G2に引いた垂線の長さ hは

h = |
−−→
P1R·~n| =

3√
10

よって，求める立体の体積を V とすると

V =
1

3
Sh =

1

3
·2
√
10

9
· 3√

10
=

2

9
�
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1.40 (1) f(p) = p2 + xp+ yについて，f(p) = 0が実数
解を持つから係数について

x2 − 4y = 0 ゆえに y 5 1

4
x2

よって，D : y 5 1

4
x2の表す領域は，右の図の

斜線部分で境界線を含む．

　

O

y

x

y = 1
4
x2

(2) f(p) =
(
p+

x

2

)2
+ y − x2

4

［1］f(p) = 0の 2つの解がともに 0 5 p 5 1にあるとき，

0 5 −x

2
5 1，y − x2

4
5 0，f(0) = 0，f(1) = 0より

−2 5 x 5 0, y 5 x2

4
, y = 0, y = −x− 1

［2］f(p) = 0の 1つの解が p 5 0，他の 1つの解が 0 5 p 5 1にあるとき，
f(0) 5 0，f(1) = 0より

y 5 0, y = −x− 1

Eの表す領域は，［1］または［2］を満たす領域で境界線を含む．

O

y

x−2

1

−1

(3) f(x, y) = x2 + y2 − 4y + 4とおくと，f(x, y) = x2 + (y − 2)2は点 (x, y)

と点 (0, 2)の距離の 2乗である．これを最小にするE上の点は

y =
1

4
x2 (−2 5 x 5 0)

にあるから，−2 5 x 5 0における次式の最小値を求めればよい．

f

(
x,

1

4
x2

)
= x2 +

(
1

4
x2 − 2

)2

=
1

16
x4 + 4

よって，求める最小値は f(0, 0) = 4 �
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1.41 (1) |
−→
AB|2 = |

−→
OB−

−→
OA|2より |

−→
AB|2 = |

−→
OB|2 − 2

−→
OA·
−→
OB+ |

−→
OA|2

−→
OA·
−→
OB =

1

2
(|
−→
OA|2 + |

−→
OB|2 − |

−→
AB|2) = 1

2
(29 + 29− 8) = 25

|
−→
BC|2 = |

−→
AC−

−→
AB|2 = |

−→
AB|2 + |

−→
AC|2 − 2

−→
AB·
−→
AC = 8 + 26− 2·8 = 18

−→
OB·
−→
OC =

1

2
(|
−→
OB|2 + |

−→
OC|2 − |

−→
BC|2) = 1

2
(29 + 11− 18) = 11,

−→
OC·
−→
OA =

1

2
(|
−→
OC|2 + |

−→
OA|2 − |

−→
AC|2) = 1

2
(11 + 29− 26) = 7

(2)
−→
AP = t

−→
AB +

−→
ACより

−→
OP = t

−→
AB +

−→
OC

(1)の結果を用いると

−→
AB·
−→
OC = (

−→
OB−

−→
OA)·

−→
OC

=
−→
OB·
−→
OC−

−→
OC·
−→
OA = 11− 7 = 4

したがって |
−→
OP|2 = t2|

−→
AB|2 + 2t

−→
AB·
−→
OC+ |

−→
OC|2

= 8t2 + 8t+ 11 = 8

(
t+

1

2

)2

+ 9

よって t = −
1

2
のとき，|

−→
OP|は最小値 3をとる．

(3)
−→
OP = −1

2

−→
AB+

−→
OCであるから

−→
OP·
−→
AB = −1

2
|
−→
AB|2 +

−→
AB·
−→
OC = −1

2
·8 + 4 = 0

ここで
−→
OC·
−→
AC =

−→
OC·(

−→
OC−

−→
OA) = |

−→
OC|2 −

−→
OC·
−→
OA = 11− 7 = 4

−→
OP·
−→
AC = −1

2

−→
AB·
−→
AC+

−→
OC·
−→
AC = −1

2
·8 + 4 = 0

よって
−→
OP⊥

−→
AB，

−→
OP⊥

−→
AC

(4) 4ABC =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−−→
|AC|2 − (

−→
AB·
−→
AC)2 =

1

2

√
8·26− 82 = 6

Pは平面ABC上の点で
−→
OPは平面ABCに垂直であるから，求める体積は

1

3
4ABC|

−→
OP| = 1

3
·6·3 = 6 �
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1.42 (1) F ′(x) = (x+ a)(x− 3a) = x2 − 2ax− 3a2，F (0) = 0より

F (x) =
1

3
x3 − ax2 − 3a2x

(2) G′(x) = b(x− 3a)，放物線 y = G(x)の頂点が (x0, y0)より

G(x) =
b

2
(x− 3a)2 + y0, x0 = 3a

y0 = F (3a)であるから

y0 =
1

3
(3a)3 − a(3a)2 − 3a2·3a = −9a3

よって G(x) =
b

2
(x − 3a)2 − 9a3

(3) (1)，(2)の結果から

F (x)−G(x) =
1

3
x3 − ax2 − 3a2x−

{
b

2
(x− 3a)2 − 9a3

}
=

1

3
x3 −

(
a+

b

2

)
x2 − (3a2 − 3ab)x+ 9a3 − 9

2
a2b

=
1

3
(x− 3a)2

(
x+ 3a− 3

2
b

)
F (x)−G(x) = 0の解が1個であるから 3a = −3a+3

2
b よって b = 4a

別解 x0 = 3a，F (3a) = y0に注目すると

F ′(x) = (x+ a)(x− 3a) = {(x− 3a) + 4a}(x− 3a)

= (x− 3a)2 + 4a(x− 3a)

したがって F (x) =
1

3
(x− 3a)3 + 2a(x− 3a)2 + y0

これとG(x) =
b

2
(x− 3a)2 + y0について，F (x) = G(x)とすると

1

3
(x− 3a)3 + 2a(x− 3a)2 + y0 =

b

2
(x− 3a)2 + y0

(x− 3a)2
{
(x− 3a) + 6a− 3b

2

}
= 0

(x− 3a)2
(
x+ 3a− 3b

2

)
= 0

解が 1個であるから 3a = −3a+ 3b

2
よって b = 4a �
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1.43 (1) ak = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (k2 + 1)π

4

∣∣∣∣n より
a1 = lim

n→∞

∣∣∣∣sin (12 + 1)π

4

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣sin π

2

∣∣∣n = 1,

a2 = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (22 + 1)π

4

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣∣sin 5π

4

∣∣∣∣n = 0

(2) jを自然数とする．

a2j−1 = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (2j − 1)2 + 1

4
π

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣∣sin(j2 − j +
1

2

)
π

∣∣∣∣n = 1,

a2j = lim
n→∞

∣∣∣∣sin (2j)2 + 1

4
π

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣∣sin(j2 + 1

4

)
π

∣∣∣∣n = 0

よって，ak = 0となる kは偶数，ak = 1となる kは奇数．

(3) (2)の結果から b2m+1 =
m∑
k=1

ak = m+ 1

よって lim
m→∞

b2m+1

m
= lim

m→∞

m+ 1

m
= lim

m→∞

(
1 +

1

m

)
= 1 �
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1.44 • N1 = 2となる確率は，1回目に白玉を取り出す確率であるから
1

3

N1 = 3となる確率は，1回目に赤玉を取り出す確率であるから
2

3

• 1回目に赤玉が移動して 2回目に白玉が移動する確率は
2

3
·1
4
=

1

6

1回目に白玉が移動して 2回目に白玉が移動する確率は
1

3
·2
4
=

1

6

よって，N2 = 2となる確率は
1

6
+

1

6
=

1

3

• N3 = 1となるは，次の色の玉が移動する場合である．

(1回目，2回目，3回目)=(赤玉，赤玉，白玉)，(赤玉，白玉，白玉)

よって，その確率は
2

3
·3
4
·1
4
+

2

3
·1
4
·2
4
=

5

24

N3 = 3となるは，次の色の玉が移動する場合である．

(1回目，2回目，3回目)=(白玉，赤玉，赤玉)，(白玉，白玉，赤玉)

よって，その確率は
1

3
·2
4
·3
4
+

1

3
·2
4
·2
4
=

5

24

N3 = 2となる確率は，N3 = 1とN3 = 3の余事象の確率であるから

1−
(

5

24
+

5

24

)
=

7

12

(あ)
1

3
(い)

2

3
(う)

1

6
(え)

1

6
(お)

1

3
(か)

5

24
(き)

5

24
(く)

7

12
�
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1.45 (1) (X1, X2, X3, X4, X5, X6) = (1, 2, 3, 4, 5, 10)

補足 A1 = {1, 9}, A2 = {2, 8}, A3 = {3, 7}, A4 = {4, 6}, A5 = {5}, A6 = {10}
とすると，Ak (k = 1, 2, 3, 4, 5, 6)から 1つずつ取り出す場合である．残り
のA3, A4から 1つずつ選ぶ場合であるから，全部で 22 = 4通りある．

(2) A1 = {1, 9}, A2 = {2, 8}, A3 = {3, 7}, A4 = {4, 6}, A5 = {5}, A6 = {10}
とする．1から 10の 10枚の札から 7枚取り出すとき，A1, A2, A3, A4の
4組の同じ組から 2枚取り出されるものが少なくとも 1組存在する．
したがって，(∗∗)が成立する．

(3) (∗∗)を満たす組合せはA1, A2, A3, A4の 4通りある．Ak (k = 1, 2, 3, 4)

の要素 2枚とそれ以外の 8枚から 1枚選んだ 3枚について，Akの要素が
必ず 3回目に並ぶ場合が 2·2! = 4通りある．よって，求める確率は

4·8·4
10P3

=
4·8·4
10·9·8

=
8

45

(4) (∗∗)を満たす組合せはA1, A2, A3, A4の 4通りある．Ak (k = 1, 2, 3, 4)

の要素 2枚とそれ以外の 8枚から 2枚選ぶとき，Aj (j 6= k)から 2枚選ぶ
場合を除いた

8C2 − 3 =
8·7
2·1
− 3 = 25 (通り)

これら 4枚について，Akの要素が必ず 4回目に並ぶ場合が 2·3! = 12通り
ある．よって，求める確率は

4·25·12
10P4

=
4·25·12
10·9·8·7

=
5

21

�
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1.46 (1) Cは線分ABを t : (1 − t)に内分する
点であるから (0 < t < 1)

AC = 2t ゆえに CM = |1− 2t|

したがって

CD =
√
MD2 − CD2

=
√
12 − (1− 2t)2

= 2
√

t(1 − t)

　

A B

O1

MC

D

N
P

O2

O3

(2) ∠BCD = 90◦であるから，O2はBDを直径とする円．

BC = AB−AC = 2− 2tおよび (1)の結果から，O2の半径をR2とすると

(2R2)
2 = BC2 + CD2 ゆえに R2

2 = (1− t)2 + t(1− t) = 1− t

したがって R2 =
√
1− t

NはBDの中点で4BMN ≡ 4DMNより ∠MND = 90◦

O3はDMを直径とする円で，その半径をR3とすると R3 =
1

2

R2 = R3より
√
1− t =

1

2
これを解いて t =

3

4

(3) 直角三角形MNDにおいて，MD = 1，DN = R2 =
√
1− tより

MN =
√
MD2 −DN2 =

√
t

したがって 4MNP =
1

2
4MND =

1

2
·1
2
MN·DN =

1

4

√
t(1− t)

0 < t < 1において t(1− t) = −
(
t− 1

2

)2

+
1

4
5 1

4

よって，4MNPの面積が最大となるとき t =
1

2

(4) 4点B，M，P，Nが同一円周上にあるから，方べきの定理の定理により

DP·DM = DN·DB

DP =
1

2
，DM = 1，DN = R2，DB = 2R2を代入して

1

2
·1 = 2R2

2 ゆえに R2
2 =

1

4

したがって 1− t =
1

4
よって t =

3

4
�
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1.47 (1) 余弦定理を4ABCに適用すると

cosB =
52 + 92 − 62

2·5·9
=

7

9

ゆえに sinB =

√
1−

(
7

9

)2

=
4
√
2

9

　

5 6

9
H

A

B C

よって AH = AB sinB = 5·4
√
2

9
=

20
√
2

9

別解 a = 9，b = 6，c = 5であるから，s =
a+ b+ c

2
= 10，4ABCの面積を

Sとすると，ヘロンの公式より

S =
√

s(s− a)(s− b)(s− c) =
√

10(10− 9)(10− 6)(10− 5) = 10
√
2

S =
1

2
BC·AHより 1

2
·9·AH = 10

√
2 よって AH =

20
√
2

9

(2) ab = 4a− bより (a+ 1)(b− 4) = −4

a, bは正の整数であるから，a+ 1 = 2, b− 4 = −3に注意して{
a+ 1 = 2

b− 4 = −2
または

{
a+ 1 = 4

b− 4 = −1

よって (a, b) = (1, 2), (3, 3)

(3) 2n個の頂点から異なる 3つの頂点を結んでできる三角形の総数は

2nC3 =
2n(2n− 1)(2n− 2)

3!
=

2n(2n − 1)(n − 1)

3
(個)

円周角が 90◦となるのは，弦が直径であるときに限る．直径のとり方が
2n

2
通りあり，その円周角のとり方が直径の両端を除く 2n − 2個ある．した
がって，直角三角形の総数は

2n

2
(2n− 2) = 2n(n− 1) (個)

よって，求める確率は 2n(n− 1)

/
2n(2n− 1)(n− 1)

3
=

3

2n − 1
�
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1.48 (1)
−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC，

−→
OC = (1 + t)

−−→
OMより

−→
OG =

−→
OA+

−→
OB+ (1 + t)

−−→
OM

= (3 + t)·
−→
OA+

−→
OB+ (1 + t)

−−→
OM

1 + 1 + (1 + t)
= (3 + t)

−→
OP

よって
−→
OP =

~a +~b +~c

3 + t

O A

F
B

C
E

G
D

1

t

M

P Q

(2) 四面体OABEの体積と四面体OAGBの体積は等しいから，(1)の結果より

V1 : V2 = 3 + t : 1

(3)
−→
OQ =

1

3
(~a+~b)，

−→
OF = ~a+~b，

−→
OC = ~c および (1)の結果から

−→
FC =

−→
OC−

−→
OF = ~c− (~a+~b) = −~a−~b+~c,

−→
QP =

−→
OP−

−→
OQ =

1

3 + t
(~a+~b+~c)− 1

3
(~a+~b)

=
1

3 + t

(
− t

3
~a− t

3
~b+~c

)
−→
FC//

−→
QPであるから − t

3
= −1 よって t = 3 �
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1.49 (1) f(x) = − 1

x2
+

2

x
より f ′(x) =

2

x3
− 2

x2
=

2(1− x)

x3

したがって，x > 0における f(x)の増減表は

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 1 ↘

よって 極大値 f(1) = 1

(2) C上の点
(
t,− 1

t2
+

2

t

)
における接線の方程式は

y =

(
2

t3
− 2

t2

)
(x− t)− 1

t2
+

2

t

これが点 (0, 1)を通るから

1 = − 2

t2
+

2

t
− 1

t2
+

2

t
整理すると 1 = − 3

t2
+

4

t

したがって t2 − 4t+ 3 = 0 ゆえに t = 1, 3

f ′(1) = 0，f ′(3) = − 4

27
より，求める lの傾きは −

4

27

(3) lは点 (0, 1)を通り，傾き− 4

27
の直線であるから y = − 4

27
x+ 1

Cと lの方程式から yを消去すると

− 1

x2
+

2

x
= − 4

27
x+ 1 整理すると 4x3 − 27x2 + 54x− 27 = 0

したがって (x− 3)2(4x− 3) = 0 ゆえに x = 3,
3

4

求める面積を Sとすると

S =

∫ 3

3
4

(
− 1

x2
+

2

x
+

4

27
x− 1

)
dx

=

[
1

x
+ 2 log x+

2

27
x2 − x

]3
3
4

= 4 log 2 −
21

8

　

O

y

x33
4

1
2

1

l

C

�

163

Sa
m
pl
e



1.50 (1) (A) S3(n) =
n2(n+ 1)2

4

［1］n = 1のとき S3(1) =
12(1 + 1)2

4
= 13

よって，n = 1のとき，(A)は成立する．

［2］n = kのとき，(A)が成立すると仮定すると S3(k) =
k2(k + 1)2

4

S3(k + 1) = S3(k) + (k + 1)3 =
k2(k + 1)2

4
+ (k + 1)3

=
(k + 1)2{k2 + 4(k + 1)}

4
=

(k + 1)2(k + 2)2

4

よって，n = k + 1のときも (A)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(A)は成立する．

(2) k3(k + 1)3 − (k − 1)3k3 = 6k5 + 2k3および k3 = S3(k)− S3(k − 1)より

k5 =
1

6
{k3(k + 1)3 − (k − 1)3k3} − 1

3
{S3(k)− S3(k − 1)}

S5(n) =
n∑

k=1

k5であるから

S5(n) =
1

6

n∑
k=1

{k3(k + 1)3 − (k − 1)3k3} − 1

3

n∑
k=1

{S3(k)− S3(k − 1)}

=
1

6
n3(n+ 1)3 − 1

3
S3(n) =

1

6
n3(n+ 1)3 − 1

3
·n

2(n+ 1)2

4

=
1

12
n2(n+ 1)2{2n(n+ 1)− 1} =

1

12
n2(n + 1)2(2n2 + 2n − 1)

(3) k4(k + 1)4 − (k − 1)4k4 = 8k7 + 8k5および k5 = S5(k)− S5(k − 1)より

24k7 = 3{k4(k + 1)4 − (k − 1)4k4} − 24{S5(k)− S5(k − 1)}

したがって

24S7(n) = 3
n∑

k=1

{k4(k + 1)4 − (k − 1)4k4} − 24S5(n)

= 3n4(n+ 1)4 − 2n2(n+ 1)2(2n2 + 2n− 1)

= n2(n+ 1)2{3n2(n+ 1)2 − 2(2n2 + 2n− 1)}

よって，24S7(n)は整数 n2(n+ 1)2で割り切れる． �
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1.51 (1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと

|~a| = |~b| = |~c| = 1,

~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 1·1 cos π
3
=

1

2
,

−→
OD =

2

3
~a,
−→
OE =

1

3
~b,
−→
OP = t~c

したがって

−→
DE =

−→
OE−

−→
OD =

1

3
~b− 2

3
~a,

−→
DP =

−→
OP−

−→
OD = t~c− 2

3
~a

　 O

D

A

2

1
2

1

E

P

B

C

t

これから

|
−→
DE|2 = 1

9
|~b|2 − 4

9
~a·~b+ 4

9
|~a|2 = 1

9
− 2

9
+

4

9
=

1

3
,

|
−→
DP|2 = t2|~c|2 − 4

3
t~c·~a+ 4

9
|~a|2 = t2 − 2

3
t+

4

9
−→
DE·
−→
DP =

1

3
t~b·~c− 2

3
t~c·~a− 2

9
~a·~b+ 4

9
|~a|2 = −1

6
t+

1

3

したがって

cos∠EDP =

−→
DE·
−→
DP

|
−→
DE||
−→
DP|

=
−1

6
t+ 1

3√
1
3

√
t2 − 2

3
t+ 4

9

=

√
3(2 − t)

2
√
9t2 − 6t + 4

(2) f(t) =

√
3(2− t)

2
√
9t2 − 6t+ 4

(0 5 t 5 1) とおいて，f(t)を微分すると

f ′(t) =

√
3

2
·
(−1)

√
9t2 − 6t+ 4− (2− t)· 9t− 3√

9t2 − 6t+ 4
9t2 − 6t+ 4

=

√
3

2
·−(9t

2 − 6t+ 4)− (2− t)(9t− 3)

(9t2 − 6t+ 4)
3
2

=

√
3

2
· 2− 15t

(9t2 − 6t+ 4)
3
2

t 0 · · · 2
15
· · · 1

f ′(t) + 0 −
f(t)

√
3
2
↗

√
7
3
↘

√
21
14

よって 最大値 f

(
2

15

)
=

√
7

3
，最小値 f(1) =

√
21

14
�
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2.1 (1) y = axと y = x|x− 2|の 2式から yを消去すると

ax = x|x− 2| ゆえに x(a− |x− 2|) = 0

交点の x座標は a < 0のとき x = 0,

a = 0のとき x = 0, 2± a

したがって，交点の x座標の個数は

a < 0 のとき 1個,

a = 0, 2 のとき 2個,

0 < a < 2, 2 < aのとき 3個

よって，求める aの範囲は 0 < a < 2, 2 < a

別解 y = x|x− 2|の x = 0における接線の傾きは，
y = x(2− x)より y′ = 2− 2xであるから

x = 0 のとき y′ = 2

したがって，y = x|x − 2|の x = 0における
接線の方程式は y = 2x

a < 0 のとき 1個,

a = 0, 2 のとき 2個,

0 < a < 2, 2 < aのとき 3個

よって，求める aの範囲は

0 < a < 2, 2 < a

　

O

y

x2
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(2) 右の図のS1～S4の面積は，(1)で求めた
交点の x座標および x2の係数により

S1 =
1

6
(2− a)3,

S2 =
1

6
·23 = 4

3
,

S3 = S2 − S1 =
4

3
− 1

6
(2− a)3,

S4 =
1

6
(2 + a)3 − (S2 + S3)

　

O

y

x2+a2−a
2

S1

S2

S3

S4

S2 + S3 =
4

3
+

{
4

3
− 1

6
(2− a)3

}
=

8

3
− 1

6
(2− a)3であるから

S4 =
1

6
(2 + a)3 − (S2 + S3)

=
1

6
(2 + a)3 −

{
8

3
− 1

6
(2− a)3

}
=

1

6
(2 + a)3 +

1

6
(2− a)3 − 8

3

よって S(a) = S1 + S4 =
1

6
(2− a)3 +

1

6
(2 + a)3 +

1

6
(2− a)3 − 8

3

=
1

3
(2− a)3 +

1

6
(2 + a)3 − 8

3

= −
a3

6
+ 3a2 − 2a +

4

3

(3) (2)の結果から S ′(a) = −a2

2
+ 6a− 2 = −1

2
(a2 − 12a+ 4)

0 < a < 2に注意して，S ′(a) = 0を解くと a = 6− 4
√
2

したがって，S(a)の増減表は

a (0) · · · 6− 4
√
2 · · · (2)

S ′(a) − 0 +

S(a) ↘ 極小 ↗

よって，S(a)を最小にする aの値は 6 − 4
√
2 �
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2.2 (1) C : y = x3 + x2と点 (−1, 0)を通り傾き a直線La : y = a(x+ 1)の方程式
から yを消去すると

x3 + x2 = a(x+ 1) ゆえに (x+ 1)(x2 − a) = 0 (∗)

この方程式が重解もつ次の場合である．

(i) x2 − a = 0が重解をもつとき a = 0

(ii) x2 − a = 0が x = −1を解にもつとき a = 1

(i)，(ii)から，求める aの値は a = 0, 1

(2) (i) a = 0のとき，(∗)の解は x = −1, 0∫ 0

−1

(x3 + x2) dx =

[
x4

4
+

x3

3

]0
−1

=
1

12

(ii) a = 1のとき，(∗)の解は x = −1, 1∫ 1

−1

{(x+ 1)− (x3 + x2)} dx = 2

∫ 1

0

(1− x2) dx = 2

[
x− x3

3

]1
0

=
4

3

O

y

x O

y

x

(i) a = 0

−1

(ii) a = 1

−1
1

L1

L0

補足 積分公式 6

∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

∫ 1

−1

{(x+ 1)− (x3 + x2)} dx =

∫ 1

−1

(x+ 1)2(1− x) dx

=
1

12
{1− (−1)}4 = 4

3

6http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．
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(3) Cと Laがちょうど三つの共有点をもつとき，方程式 (∗)は異なる 3つの
実数解をもつから，aの値は次の範囲にある．

(i) 0 < a < 1のとき，下の図に示した S1，S2の面積について，(2)の結
果から

0 < S1 <
1

12
, 0 < S2 <

4

3
ゆえに |S2 − S1| <

4

3

このとき，|S2 − S1| 6=
3

2
であり，不適．

(ii) a > 1のとき，f(x) = a(x + 1) − (x3 + x2)とおくと，下の図の二つ
の部分の面積 T1，T2は

T1 = −
∫ 1

−
√
a

f(x) dx, T2 =

∫ √
a

1

f(x) dx

したがって

T2 − T1 =

∫ √
a

1

f(x) dx+

∫ 1

−
√
a

f(x) dx,

=

∫ √
a

−
√
a

f(x) dx = 2

∫ √
a

0

(a− x2) dx

= 2

[
ax− x3

3

]√a

0

=
4

3
a

3
2

条件より
4

3
a

3
2 =

3

2
ゆえに a

3
2 =

9

8
よって a =

3
4
3

4

O

y

x O

y

x

S1

S2

T1

T2

La

La

C C

√
a

−
√
a

i) 0 < a < 1 (ii) a > 1

−1 −1

�
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2.3 (1) w =
z − 3

1− 2z
より (2w+1)z = w+3 w 6= −1

2
であるから z =

w + 3

2w + 1

これを |z − 1| = aに代入すると∣∣∣∣ w + 3

2w + 1
− 1

∣∣∣∣ = a ゆえに

∣∣∣∣−w + 2

2w + 1

∣∣∣∣ = a (∗)

上の第 2式より |w − 2|2 = a2|2w + 1|2

(4a2 − 1)|w|2 + 2(a2 + 1)(w + w) + a2 − 4 = 0

a =
1

2
のとき，Re(w) =

w + w

2
=

3

4
となり，wは直線を表す．

a 6= 1

2
のとき |w|2 + 2(a2 + 1)

4a2 − 1
(w + w) +

a2 − 4

4a2 − 1
= 0∣∣∣∣w +

2(a2 + 1)

4a2 − 1

∣∣∣∣2 = 25a2

(4a2 − 1)2

したがって，Kが円である条件は a 6=
1

2
かつ a > 0

Kの中心−
2(a2 + 1)

4a2 − 1
，半径

5a

|4a2 − 1|

別解 a 6= 1

2
のとき，(∗)より |w − 2| : |w + 1

2
| = 2a : 1

a =
1

2
のとき，Kは 2点 2,−1

2
の垂直二等分線Re(w) =

3

4

Kは 2点 2,−1

2
を 2a : 1に内分および外分する 2点

1·2 + 2a
(
−1

2

)
2a+ 1

,
−1·2 + 2a

(
−1

2

)
2a− 1

, すなわち
2− a

2a+ 1
,
−2− a

2a− 1

を直径の両端とする円である．

中心は
1

2

(
2− a

2a+ 1
+
−2− a

2a− 1

)
= −2(a2 + 1)

4a2 − 1

半径は
1

2

∣∣∣∣ 2− a

2a+ 1
− −2− a

2a− 1

∣∣∣∣ = 5a

|4a2 − 1|
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(2) (1)の結果から，2点−2(a2 + 1)

4a2 − 1
+

5a

|4a2 − 1|
i, − 2(a2 + 1)

4a2 − 1
− 5a

|4a2 − 1|
iを

結ぶ線分が通過する領域である．その領域を表す点を x+ yiとすると

x = −2(a2 + 1)

4a2 − 1
, |y| 5 5a

|4a2 − 1|

上の第 1式から a2 =
x− 2

2(2x+ 1)
> 0 ゆえに x < −1

2
, 2 < x

x+
1

2
= −5

2
· 1

4a2 − 1
より −2

5

(
x+

1

2

)
=

1

4a2 − 1
，

2

5
|y| 5 2a

4a2 − 1(
2

5
|y|
)2

−
{
2

5

(
x+

1

2

)}2

5 4a2

(4a2 − 1)2
− 1

(4a2 − 1)2
=

1

4a2 − 1

したがって
4

25
y2 − 4

25

(
x+

1

2

)2

5 −2

5

(
x+

1

2

)

以上の結果から
(
x− 3

4

)2

− y2 = 25

16
, x 6= −1

2
, 2

求める領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．ただし，◦は含まない．

O

y

x−1
2

3
4

2

3
4

−3
4

�
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2.4 点 zが点
3

2
を中心とする半径 r (r > 0)の円周上を動くとき∣∣∣∣z − 3

2

∣∣∣∣ = r · · · 1©

z + w = zwより (w − 1)z = w w 6= 1であるから z =
w

w − 1
· · · 2©

2©を 1©に代入すると
∣∣∣∣ w

w − 1
− 3

2

∣∣∣∣ = r

∣∣∣∣2w − 3(w − 1)

w − 1

∣∣∣∣ = 2r ゆえに
|w − 3|
|w − 1|

= 2r (∗)

(i) 2r = 1のとき，wは 2点 1, 3の垂直二等分線であるから

Re(w) = 2

(ii) 2r 6= 1のとき，wは 2点 1, 3を 1 : 2rに内分および外分する 2点

2r + 3

1 + 2r
,
−2r + 3

1− 2r

を直径の両端とする円 (アポロニウスの円)である．wの中心は

1

2

(
2r + 3

1 + 2r
+
−2r + 3

1− 2r

)
=

3− 4r2

1− 4r2

wの半径は
1

2

∣∣∣∣2r + 3

1 + 2r
− −2r + 3

1− 2r

∣∣∣∣ = 4r

|1− 4r2|

(i)，(ii)より，wが描く図形は
r =

1

2
のとき 直線Re(w) = 2

r 6=
1

2
のとき (r > 0) 中心

3 − 4r2

1 − 4r2
, 半径

4r

|1 − 4r2|
の円

172

Sa
m
pl
e



別解 (∗)より |w − 3|2 = 4r2|w − 1|2

(w − 3)(w − 3) = 4r2(w − 1)(w − 1)

(1− 4r2)ww − (3− 4r2)(w + w) + 9− 4r2 = 0 (∗∗)

(i) r =
1

2
のとき，これを (∗∗)に代入すると

w + w = 4 ゆえに Re(w) =
w + w

2
= 2

(ii) r 6= 1

2
のとき (r > 0)，(∗∗)より

ww − 3− 4r2

1− 4r2
(w + w) = −9− 4r2

1− 4r2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣2 = (3− 4r2

1− 4r2

)2

− 9− 4r2

1− 4r2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣2 = 16r2

(1− 4r2)2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣ = 4r

|1− 4r2|

(i)，(ii)より，wが描く図形は
r =

1

2
のとき Re(w) = 2

r 6=
1

2
のとき (r > 0) 中心

3 − 4r2

1 − 4r2
, 半径

4r

|1 − 4r2|

�
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2.5 (1) g(x) = x− f(x)とおくと (x > 0)

g(x) = x− log(x+ 1)− 1,

g′(x) = 1− 1

x+ 1
=

x

x+ 1
> 0

g(x)は単調増加関数である．

g(0) = −1 < 0, g(e2 − 1) = e2 − 4 = (e+ 2)(e− 2) > 0

g(x) = 0，すなわち，f(x) = xは，x > 0の範囲でただ 1つの解をもつ．

(2) f(x) = log(x+ 1) + 1より，f ′(x) =
1

x+ 1
，f ′′(x) = − 1

(x+ 1)2

x > 0において，f ′(x) > 0，f ′′(x) < 0より，f(x)は単調増加，f ′(x)は単
調減少である．0 < x < αを満たすとき

f(x) < f(α) = α ゆえに
α− f(x)

α− x
> 0 (A)

また，平均値の定理により

f(α)− f(x)

α− x
= f ′(c), x < c < α

を満たす cが存在する．x < cより f ′(x) > f ′(c)であるから

α− f(x)

α− x
< f ′(x) (B)

(A)，(B)より

0 <
α− f(x)

α− x
< f ′(x) (証終)

別証 f ′′(x) < 0を利用する．

f(α)− f(x) =

∫ α

x

f ′(t) dt =

∫ α

x

(t− α)′f ′(t) dt

=

[
(t− α)f ′(t)

]α
x

−
∫ α

x

(t− α)f ′′(t) dt

= (α− x)f ′(x) +

∫ α

x

(α− t)f ′′(t) dt

< (α− x)f ′(x)
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(3) すべての自然数 nについて，(∗) 1 5 xn < αが成立することを示す．

［1］n = 1のとき，x1 = 1より，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定する．

f(x)が単調増加であるから，1 5 xn < αより

f(1) 5 f(xn) < f(α) ゆえに 1 < log 2 + 1 5 xn+1 < α

よって，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する． (証終)

x = xnとして，(2)の結論を利用すると

0 <
α− f(xn)

α− xn

< f ′(xn)

f ′(x)が単調減少であることと 1 5 xnにより

0 <
α− xn+1

α− xn

< f ′(xn) 5 f ′(1) =
1

2
(∗∗)

よって
α− xn+1

α− xn

<
1

2

(4) (∗∗)より 0 < α− xn+1 <
1

2
(α− xn)

したがって 0 < α− xn < (α− 1)

(
1

2

)n−1

lim
n→∞

(α− 1)

(
1

2

)n−1

= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(α− xn) = 0 よって lim
n→∞

xn = α

�
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2.6 (1)

(√
2
√
2
)√

2

=
√
2
2
=
√
2

(√
2
2
)
>
√
2

(√
2
√

2
)

よって
√
2

(√
2

√
2
)
<

(√
2
√

2
)√

2

(2) f(x) =
√
2 xより f ′(x) =

√
2 x log

√
2

f(2) = 2, f ′(2) = 2 log
√
2 = log 2であるから，求める接線の方程式は

y − 2 = (x− 2) log 2 すなわち y = x log 2 + 2− 2 log 2

よって m = log 2, k = 2 − 2 log 2

(3) f ′(x) =
√
2 x log

√
2 > 0, f ′′(x) =

√
2 x(log

√
2)2 > 0

mx+ n = f ′(2)(x− 2) + f(2)より

g(x) = f(x)− f ′(2)(x− 2)− f(2)

とおくと g(2) = 0

g′(x) = f ′(x)− f ′(2)

f ′(x)は単調増加であるから，g(x)の増減表は

x · · · 2 · · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ 極小 ↗

したがって，すべての実数 xに対して

g(x) = 0 よって f(x) = mx+ k
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(4)
√
2 5 x 5 2のとき，f(x), f ′(x)は単調増加である．平均値の定理により

f(2)− f(x)

2− x
= f ′(c) (x < c < 2)

を満たす cが存在する．f(2) = 2および f ′(c) 5 f ′(2) = log 2より

2− f(x)

2− x
5 log 2 (A)

f(2) = 2で，
√
2 5 x 5 2において，f(x)は単調増加であるから

f(x) 5 f(2) ゆえに 0 5 2− f(x) (B)

(A)，(B)より，
√
2 5 x 5 2のとき，次式が成立する．

0 5 2− f(x) 5 (2− x) log 2 (∗)

数列 {an}が a1 =
√
2および漸化式 an+1 = f(an)で定義されたとき，すべ

ての自然数 nについて，次が成立することを数学的帰納法で示す．

an < an+1 < 2 (∗∗)

［1］n = 1のとき，a1 =
√
2，a2 =

√
2
√
2について

√
2 <
√
2
√
2 <
√
2 2 ゆえに a1 < a2 < 2

よって，n = 1のとき，(∗∗)が成立する．
［2］n = kのとき，(∗∗)が成立する，すなわち，ak < ak+1 < 2 であると

仮定すると，f(x)は単調増加であるから

f(ak) < f(ak+1) < f(2) ゆえに ak+1 < ak+2 < 2

［1］,［2］より，すべての自然数nについて，(∗∗)が成立する．(証終)

(∗∗)より，すべての自然数 nについて
√
2 5 an < 2

が成立するから，これを (∗)に適用すると

0 5 2− an+1 5 (2− an) log 2

したがって 0 5 2− an 5 (2−
√
2)(log 2)n−1

0 < log 2 < 1より lim
n→∞

(2−
√
2)(log 2)n−1 = 0

はさみうちの原理により

lim
n→∞

(2− an) = 0 よって lim
n→∞

an = 2 �
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2.7 (1) f(x) = log
ex

x
= x− log xより f ′(x) = 1− 1

x
, f ′′(x) =

1

x2

1 5 x 5 2のとき，f(x), f ′(x)は単調増加である．平均値の定理により

f(x)− f(1)

x− 1
= f ′(c) (1 < c < x)

を満たす cが存在する．f(1) = 1および f ′(c) 5 f ′(2) =
1

2
より

f(x)− 1

x− 1
5 1

2
(A)

f(1) = 1で，1 5 x 5 2において，f(x)は単調増加であるから

f(1) 5 f(x) ゆえに 0 5 f(x)− 1 (B)

(A)，(B)より，1 5 x 5 2のとき，次式が成立する．

0 5 f(x)− 1 5 1

2
(x− 1) (∗)

(2) すべての自然数 nについて，次が成立することを数学的帰納法で示す．

1 < an+1 < an (∗∗)

［1］n = 1のとき，a1 = 2，a2 = 2− log 2

1 < 1 + (1− log 2) = a2 < 2 ゆえに 1 < a2 < a1

よって，n = 1のとき，(∗∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗∗)が成立する，すなわち，1 < ak+1 < akであると

仮定すると，f(x)は単調増加であるから

f(1) < f(ak+1) < f(ak) ゆえに 1 < ak+2 < ak+1

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗∗)が成立する． (証終)

(∗∗)より，すべての自然数 nについて 1 < an 5 2が成立するから，これ
を (∗)に適用すると

0 5 an+1 − 1 5 1

2
(an − 1) ゆえに 0 5 an − 1 5

(
1

2

)n−1

lim
n→∞

(
1

2

)n−1

= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(an − 1) = 0 よって lim
n→∞

an = 1
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(3) 漸化式より
bn+1

bn
= an+1 ゆえに

n−1∏
k=1

bk+1

bk
=

n−1∏
k=1

ak+1 (n = 2)

bn
b1

=
n−1∏
k=1

ak+1 b1 = a1より bn =
n∏

k=1

ak (∗ ∗ ∗)

漸化式より an+1 = f(an) = an − log an

log an = an − an+1 ゆえに an = ean−an+1

したがって
n∏

k=1

ak =
n∏

k=1

eak−ak+1 = e2−an+1

lim
n→∞

an = 1であるから，上式および (∗ ∗ ∗)から

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

n∏
k=1

ak = e2−1 = e

�
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2.8 C : x = et cos t+ eπ, y = et sin t (0 5 t 5 π)より

dx

dt
= et(cos t− sin t) =

√
2et cos

(
t+

π

4

)
,

dy

dt
= et(sin t+ cos t) =

√
2et sin

(
t+

π

4

)
t 0 · · · π

4
· · · 3π

4
· · · π

dx
dt

+ 0 − − −
dy
dt

+ + + 0 −
(dx
dt
, dy
dt
) ↗ ↑ ↖ ← ↙

(x, y) (x0, y0) · · · (xπ
4
, yπ

4
) · · · (x 3π

4
, y 3π

4
) · · · (0, 0)

ただし (x0, y0) = (1 + eπ, 0)，(xπ
4
, yπ

4
) =

(
e
π
4√
2
+ eπ, e

π
4√
2

)
，

(x 3π
4
, y 3π

4
) =

(
− e

3π
4√
2
+ eπ, e

3π
4√
2

)

O

y

x

t = π
4

t = 0

t = 3π
4

t = π

C

x = f(t), y = g(t)とし，求める面積を Sとすると

S =

∫ f(π
4
)

f(π)

y dx−
∫ f(π

4
)

f(0)

y dx = −
∫ f(π)

f(0)

y dx

= −
∫ π

0

g(t)f ′(t) dt = −
∫ π

0

et sin t·et(cos t− sin t) dt

= −
∫ π

0

e2t
(
1

2
sin 2t− 1− cos 2t

2

)
dt

= −1

2

∫ π

0

e2t(sin 2t+ cos 2t− 1) dt

= −1

4

[
e2t(sin 2t− 1)

]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

180

Sa
m
pl
e



別解 Cを x軸方向に−eπだけ平行移動させた曲線

C ′ : x = et cos t, y = et sin t (0 5 t 5 π)

と x軸で囲まれた部分の面積を求めてもよい．

O

y

x

t = π
4

t = 0

t = 3π
4

t = π

C ′
t = π

2

−eπ 1

e
π
2

C ′はOを極とする極方程式 r = et (0 5 t 5 π)で表されるから，その面積は

S =
1

2

∫ π

0

r2 dt =
1

2

∫ π

0

e2t dt =
1

4

[
e2t
]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

ガウス・グリーンの定理

曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

本題は，ガウス・グリーンを用いて求めることもできる．

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = et cos t·et(sin t+ cos t)− et(cos t− sin t)·et sin t = e2t

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt = 1

2

∫ π

0

e2t dt =
1

4

[
e2t
]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

補足 極座標 x = r cos t, y = r sin tについて xy′ − x′y = r2であるから，ガウス・グ
リーンの定理により，極方程式における面積公式が導かれる． �
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2.9 (1) x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)より

dx

dt
= −5(sin t+ sin 5t) = −10 sin 3t cos 2t,

dy

dt
= 5(cos 5t− cos t) = 10 sin 3t sin 2t,

dy

dx
=

dy

dt

/
dx

dt
= − tan 2t

0 < t <
π

6
のとき，0 < 2t < 3t <

π

2
であるから

dx

dt
< 0,

dy

dx
< 0

(2) (1)の結果および
dy

dt
> 0より

t 0 · · · π
6

dx
dt

−
dy
dt

+

(dx
dt
, dy
dt
) ↖

(x, y) (6, 0) · · · (2
√
3, 2)

　

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

右上の図の斜線部分が求める面積で，その面積を Sとすると

S =
1

2
·2
√
3·2 +

∫ 6

2
√
3

y dx = 2
√
3 +

∫ 0

π
6

y
dx

dt
dt

= 2
√
3 +

∫ 0

π
6

(5 sin t− sin 5t)(−5 sin t− 5 sin 5t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

(5 sin2 t− sin2 5t+ 4 sin 5t sin t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

{
5·1− cos 2t

2
− 1− cos 10t

2
− 2(cos 6t− cos 4t)

}
dt

= 2
√
3 + 5

[
2t− 5

4
sin 2t+

1

20
sin 10t− 1

3
sin 6t+

1

2
sin 4t

]π
6

0

= 2
√
3 + 5

(
π

3
− 2
√
3

5

)
=

5

3
π
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(3) f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5tとおくと

f(−t) = f(t), g(−t) = −g(t)

よって，C上の 2点 (f(t), g(t))と (f(−t), g(−t))は x軸に関して対称．

xy直交座標系の原点Oを中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた直交座標

系をXY 系とすると

x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
cos
(
π
3
+ π

2

)
sin
(
π
3
+ π

2

) )(
x

y

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
− sin π

3

cos π
3

)

X = f(t)，Y = g(t)とすると

x = (5 cos t+ cos 5t) cos
π

3
− (5 sin t− sin 5t) sin

π

3

= 5
(
cos t cos

π

3
− sin t sin

π

3

)
+ cos 5t cos

π

3
+ sin 5t sin

π

3

= 5 cos
(
t+

π

3

)
+ cos

(
5t− π

3

)
= 5 cos

(
t+

π

3

)
+ cos 5

(
t+

π

3

)
= f

(
t+

π

3

)
,

y = (5 cos t+ cos 5t) sin
π

3
+ (5 sin t− sin 5t) cos

π

3

= 5
(
cos t sin

π

3
+ sin t cos

π

3

)
+ cos 5t sin

π

3
− sin 5t cos

π

3

= 5 sin
(
t+

π

3

)
− sin

(
5t− π

3

)
= 5 sin

(
t+

π

3

)
− sin 5

(
t+

π

3

)
= g

(
t+

π

3

)
XY 系における点 (f(t), g(t))は，xy系における点

(
f
(
t+

π

3

)
, g
(
t+

π

3

))
であるから，C上の点を原点を中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させ

た点はC上にある．
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(4)
dy

dx
= − tan 2tおよび

dx

dt
< 0

(
0 < t <

π

6

)
により，0 < t <

π

6
において

d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dx

)/
dx

dt
=

d

dt
(− tan 2t)

/
dx

dt
= − 2

cos2 2t

/
dx

dt
> 0

(3)の結果から，Cの 0 5 t 5 π

6
の部分と−π

6
5 t 5 0の部分は x軸に関

して対称であるから，Cの−π

6
5 t 5 π

6
の概形は次のようになる．

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

t = −π
6

−2

さらに，これを原点を中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた部分もC上

にある．よって，Cの−π 5 t < πの概形は，次のようになる．

O

y

x6−6

4

−4

3−3

3
√
3

−3
√
3

C
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解説 C上の点 (x, y) = (f(t), g(t))における接ベクトルは (f ′(t), g′(t))より

dy

dx
=

g′(t)

f ′(t)
ゆえに

d2y

dx2
=

d

dt

{
g′(t)

f ′(t)

}
· dt
dx

逆関数定理により，
dt

dx
=

1

dx
dt

=
1

f ′(t)
であるから

d2y

dx2
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)2
· 1

f ′(t)
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3

本題において

f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

したがって

f ′(t) = −5(sin t+ sin 5t), g′(t) = 5(cos t− cos 5t)

f ′′(t) = −5(cos t+ 5 cos 5t), g′′(t) = −5(sin t− 5 sin 5t)

これから

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) = 25(sin t− 5 sin 5t)(sin t+ sin 5t)

+ 25(cos t− cos 5t)(cos t+ 5 cos 5t)

= −100 + 100(cos 5t cos t− sin 4t sin t)

= −100(1− cos 6t)

0 < t <
π

6
において f ′(t) < 0, g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) < 0

したがって
d2y

dx2
=

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3
> 0

185

Sa
m
pl
e



ガウス・グリーンの定理

曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

本題 (2)は，ガウス・グリーンの定理を用いて求めることもできる．

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (5 cos t+ cos 5t)·5(cos t− cos 5t)

+ 5(sin t+ sin 5t)·(5 sin t− sin 5t)

= 20− 20(cos 5t cos t− sin 5t sin t)

= 20(1− cos 6t)

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π
6

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

= 10

∫ π
6

0

(1− cos 6t) dt = 10

[
t− 1

6
sin 6t

]π
6

0

=
5

3
π

�
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2.10 (1)
x2

a2
+

y2

b2
= 1，

x2

b2
+

y2

a2
= 1より

b2x2

a2
+ y2 = b2,

a2x2

b2
+ y2 = a2 (∗)

上の 2式の辺々の差をとると
(
b2

a2
− a2

b2

)
x2 = b2 − a2

(b2 − a2)(b2 + a2)

a2b2
x2 = b2 − a2

b2− a2 6= 0であるから x2 =
a2b2

a2 + b2
これを (∗)の第 1式に代入すると

b4

a2 + b2
+ y2 = b2 ゆえに y2 =

a2b2

a2 + b2

2つの楕円の第1象限における交点であるから
(

ab
√
a2 + b2

,
ab

√
a2 + b2

)
(2) 2つの楕円を

C1(θ) = (a cos θ, b sin θ), C2(θ) = (b cos θ, a sin θ)

とおく．(1)で求めた交点 (c, c)が，C1(α)およびC2(β)であるとき

c = a cosα = b sinα = b cos β = a sin β
(
0 < α, β <

π

2

)
ゆえに sinα = cos β, cosα = sin β すなわち α + β =

π

2
· · · 1©

O

y

x

S1
C1

C2

x = c

a−a

a

−a

b

−b

b−b
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したがって

S1 =

∫ a cosα

a cos π
2

y dx =

∫ α

π
2

y
dx

dθ
dθ

=

∫ α

π
2

b sin θ(−a sin θ) dθ = ab

∫ π
2

α

sin2 θ dθ

=
1

2
ab

∫ π
2

α

(1− cos 2θ) dθ =
1

2
ab

[
θ − 1

2
sin 2θ

]π
2

α

=
1

2
ab
(π
2
− α

)
+

1

4
ab sin 2α

ここで
1

4
ab sin 2α =

1

2
ab sinα cosα =

1

2
(a cosα)(b sinα) =

1

2
c2

S1 =
1

2
ab
(π
2
− α

)
+

1

2
c2

同様にして

S2 =
1

2
ab
(π
2
− β

)
+

1

2
c2

1©および (1)の結果により

S1 + S2 =
1

2
ab{π − (α + β)}+ c2 =

πab

4
+

a2b2

a2 + b2

補足 C1とC2は直線 y = xに関して対称であるから，前頁の S1から下の図の
面積 S1 − c2と S2の面積の和を利用すると

(S1 − c2) + S2 =
πab

4
ゆえに S1 + S2 =

πab

4
+ c2

O

y

x

C1

C2

x = c

a−a

a

−a

b

−b

b−b

S1 − c2

c

c
S2S2
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別解 原点Oと交点 (c, c)を結ぶ線分と y軸およびC1で囲まれた部分の面積を
T1とすると，ガウス・グリーンの定理 7により

T1 =
1

2

∫ π
2

α

{a cos θ(b sin θ)′ − (a cos θ)′b sin θ}dθ

=
1

2
ab

∫ π
2

α

dθ =
1

2
ab
(π
2
− α

)
同様に，原点Oと交点 (c, c)を結ぶ線分と y軸およびC1で囲まれた部分
の面積を T2とすると

T2 =
1

2

∫ π
2

β

{b cos θ(a sin θ)′ − (b cos θ)′a sin θ}dθ

=
1

2
ab

∫ π
2

β

dθ =
1

2
ab
(π
2
− β

)
S1 = T1 +

1

2
c2，S2 = T2 +

1

2
c2であるから， 1©および (1)の結果により

S1 + S2 =
1

2
ab{π − (α + β)}+ c2 =

πab

4
+

a2b2

a2 + b2

O

y

x

C1

C2

x = c

a−a

a

−a

b

−b

b−b

T1

(c, c)

�

7http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita 2021.pdf (p.11を参照)．
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2.11 n枚から 3枚取り出す場合の総数は

nC3 =
n(n− 1)(n− 2)

6
(通り)

n − 2個の石を横 1列に並べ，その中から 3つ選び，選んだ 3つの石を左から
X, Y, Zとする．このとき，Xと Y および Y とZの間にそれぞれ石を 1個ず
つ追加する操作を考える．これら n個並んだ石の配置について，X, Y, Zを左
から数えた順番とすればよいから，その場合の総数は

n−2C3 =
(n− 2)(n− 3)(n− 4)

6
(通り)

よって，求める確率は

(n− 2)(n− 3)(n− 4)

6

/
n(n− 1)(n− 2)

6
=

(n − 3)(n − 4)

n(n − 1)

�
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2.12 (1) 5個の石を横 1列に並べ，その中から 3つ選び，選んだ 3つの石を左から
a1, a2, a3とする．このとき，a1と a2および a2と a3の間にそれぞれ石
を 2個ずつ追加する操作を考える．これら 9個並んだ石の配置について，
a1, a2, a3を左から数えた順番とすればよいから，求める場合の総数は

5C3 = 10 (通り)

(2) 32個の石を横 1列に並べ，その中から 3つ選び，選んだ 3つの石を左か
ら a1, a2, a3とする．このとき，a1と a2および a2と a3の間にそれぞれ石
を 9個ずつ追加する操作を考える．これら 50個並んだ石の配置について，
a1, a2, a3を左から数えた順番とすればよいから，求める場合の総数は

32C3 = 4960 (通り)

(3) 座席が横 1列のとき，条件を満たす場合の総数は (1)と同様にして

16C3 = 560 (通り)

座席が円形であるため，この中から (a1, a3) = (1, 20), (1, 19), (2, 20)の
場合を除けばよい．

(a1, a3) = (1, 20)のとき a2 = 4, 5, · · · , 17の 14通り

(a1, a3) = (1, 19)のとき a2 = 4, 5, · · · , 16の 13通り

(a1, a3) = (2, 19)のとき a2 = 5, 6, · · · , 17の 13通り

よって，求める場合の総数は

560− (14 + 13 + 13) = 520 (通り)

�
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2.13 (1) (∗)に順次 y = 1, 2, 3を代入すると

y = 1のとき x2 − 6x− 8 = 0 ゆえに x = 3±
√
17

y = 2のとき x2 − 12x− 5 = 0 ゆえに x = 6±
√
41

y = 3のとき x2 − 18x = 0 ゆえに x = 0, 18

(∗)を満たす正の整数 (x, y)の組で，yが最小のものは

(x, y) = (18, 3)

(2) (x, y) = (an+1, an)が (∗)を満たすとき

an+1
2 − 6an+1an + an

2 = 9

与えられた漸化式から an = 6an+1 − an+2

上の 2式から anを消去すると

an+1
2 − 6an+1(6an+1 − an+2) + (6an+1 − an+2)

2 = 9

上式の左辺を整理すると

an+2
2 − 6an+2an+1 + an+1

2 = 9

よって，(x, y) = (an+2, an+1)も (∗)を満たす．
(3) a1 = 3，a2 = 18とおくと (x, y) = (a2, a1)は (∗)を満たす．
次の命題 (A)が成立することを示す．

(A) すべての自然数 nについて an+1 > an > 0

与えらえた漸化式から

an+2 − an+1 = 5(an+1 − an) + 4an (∗∗)

［1］a2 > a1 > 0であるから，n = 1のとき (A)は成立する．

［2］n = kのとき，(A)が成立すると仮定すると，(∗∗)より

ak+2 > ak+1 > 0

したがって，n = k + 1のときも (A)が成立する．

［1］,［2］より，(A)が成立する．

よって，(2)の結果と (A)により，(∗)の整数解は無数にある．

補足

∣∣∣∣∣ an+2 an+1

an+1 an

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 6 −11 0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ an+1 an

an an−1

∣∣∣∣∣ , a2 = 18, a1 = 3, a0 = 0

∣∣∣∣∣ an+2 an+1

an+1 an

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 6 −11 0

∣∣∣∣∣
n ∣∣∣∣∣ a2 a1

a1 a0

∣∣∣∣∣
ゆえに an+2an+1 − an+1

2 = −9 よって an+1
2 − 6an+1an + an

2 = 9 �
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2.14 (1) an+1an−1 = an
2 + 1 > 0より，すべての自然数 nで，an 6= 0であるから 8

an+1 =
an

2 + 1

an−1

(n = 2)

a1 = 1，a2 = 2であるから，n = 2, 3, 4を上式に順次代入すると

a3 =
a2

2 + 1

a1
=

22 + 1

1
= 5,

a4 =
a3

2 + 1

a2
=

52 + 1

2
= 13,

a5 =
a4

2 + 1

a3
=

132 + 1

5
= 34

(2) an+1an−1 = an
2 + 1より (an−1

2 = anan−2 − 1)

(an+1 + can + an−1)an−1 = an+1an−1 + canan−1 + an−1
2

= (an
2 + 1) + canan−1 + (anan−2 − 1)

= an(an + can−1 + an−2)

(3) すべての nについて，an 6= 0であるから，(2)の結果より

an+1 + can + an−1

an
=

an + can−1 + an−2

an−1

したがって
an + can−1 + an−2

an−1

=
a3 + ca2 + a1

a1

c = −3のとき，a3 + ca2 + a1 = 5− 3·2 + 1 = 0より

an − 3an−1 + an−2 = 0

補足 フィボナッチ数列 {fn}の特性方程式 x2− x− 1 = 0の解をα, βとすると

fn − (α + β)fn−1 + αβfn−2 = 0

f1 = 1, f2 = 1であるから fn =
βn − αn

β − α

α + β = 1, αβ = −1より，α2 + β2 = 3, α2β2 = 1であるから

an − (α2 + β2)an−1 + α2β2an−2 = 0

a1 = 1, a2 = 2より an =
β2n−1 − α2n−1

β − α
= f2n−1

8http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2015.pdf 4 を参照．
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発展 f1 = 1, f2 = 1, fn+2 − fn+1 − fn = 0 (n = 1, 2, · · · )とすると

fn+4 − fn+3 − fn+2 = 0

fn+3 − fn+2 − fn+1 = 0

−fn+2 + fn+1 + fn = 0

これらの辺々を加えると

fn+4 − 3fn+2 + fn = 0

これから

f2n+3 − 3f2n+1 + f2n−1 = 0 または f2n+4 − 3f2n+2 + f2n = 0

an = f2n−1，bn = f2nとおくと

an+2 − 3an+1 + an = 0, bn+2 − 3bn+1 + bn = 0

a1 = f1 = 1，a2 = f3 = 2とすると，{an}はフィボナッチ数列の奇数項．
b1 = f2 = 1，b2 = f4 = 3とすると，{bn}はフィボナッチ数列の偶数項．

an+2 = 3an+1 − an，すなわち，

(
an+2

an+1

)
=

(
3 −1
1 0

)(
an+1

an

)
より

(
an+2 an+1

an+1 an

)
=

(
3 −1
1 0

)(
an+1 an
an an−1

)

両辺の行列式をとると (det(AB) = detA detB)∣∣∣∣∣ an+2 an+1

an+1 an

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 3 −11 0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ an+1 an

an an−1

∣∣∣∣∣
したがって an+2an − an+1

2 = an+1an−1 − an
2

a1 = 1, a2 = 2より，a3 = 5であるから

an+1an−1 − an
2 = a3a1 − a2

2 = 5·1− 22 = 1

これより，設問の漸化式を得る． �
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3.1 (1) x < 0, 1 < xのとき

f(x) = x(x− 1) + (x− a)(x− b) = 2x2 − (a+ b+ 1)x+ ab

= 2

(
x− a+ b+ 1

4

)2

+ f

(
a+ b+ 1

4

)

0 5 a 5 b 5 1より
1

4
5 a+ b+ 1

4
5 3

4
であるから

x < 0 では f(x) > f(0) = f(m),

1 < x では f(x) > f(1) = f(m)

(2)

f(x) =


2x2 − (a+ b+ 1)x+ ab (x 5 0, 1 5 x)

(1− a− b)x+ ab (0 5 x 5 a, b 5 x 5 1)

−2x2 + (a+ b+ 1)x− ab (a 5 x 5 b)

(1)の結果から，最小値は 0 5 x 5 1の区間でとる．関数の増減から

m = min{f(0), f(a), f(b), f(1)}

である．これらの値は

f(0) = ab, f(a) = a(1− a),

f(b) = b(1− b), f(1) = (1− a)(1− b)

これから

f(a)− f(0) = a(1− a− b), f(b)− f(0) = b(1− a− b),

f(a)− f(1) = (1− a)(a+ b− 1), f(b)− f(1) = (1− b)(a+ b− 1)

(i) a+ b− 1 = 0のとき

f(0) = f(a) = f(1), f(0) = f(b) = f(1) ゆえに m = f(1)

(ii) a+ b− 1 5 0のとき

f(1) = f(a) = f(0), f(1) = f(b) = f(0) ゆえに m = f(0)

(i)，(ii)より m = f(0) または m = f(1)
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(3) (2)の結果から

(i) a+ b− 1 = 0のとき (1− b 5 a)

m = f(1) = (1− a)(1− b) 5 (1− a)a = −
(
a− 1

2

)2

+
1

4

したがって，m 5 1

4
が成立し，等号が成立するとき

1− b = a, a =
1

2
すなわち a = b =

1

2

(ii) a+ b− 1 5 0のとき (a 5 1− b)

m = f(0) = ab 5 (1− b)b = −
(
b− 1

2

)2

+
1

4

したがって，m 5 1

4
が成立し，等号が成立するとき

a = 1− b, b =
1

2
すなわち a = b =

1

2

(i)，(ii)より a = b =
1

2
のとき，mは最大値

1

4
をとる． �
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3.2 (1) 同値変形を用いると

|x− y| 5 x+ y ⇐⇒ −(x+ y) 5 x− y 5 x+ y

⇐⇒

{
−(x+ y) 5 x− y

x− y 5 x+ y
⇐⇒

{
x = 0

y = 0

(2) |1 + y − 2x2 − y2| 5 1− y − y2について

A−B = 1 + y − 2x2 − y2, A+B = 1− y − y2

とすると A = 1− x2 − y2, B = x2 − y

(1)の結論に適用すると，A = 0, B = 0であるから{
1− x2 − y2 = 0

x2 − y = 0
すなわち

{
x2 + y2 5 1

y 5 x2

よって，求める領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．

O

y

x1−1

−1

1

補足 円 x2 + y2 = 1と放物線 y = x2の方程式から xを消去すると

y2 + y − 1 = 0 これを解いて y =
−1±

√
5

2

0 5 y 5 1に注意して y =

√
5− 1

2

これを y = x2に代入することにより x = ±
√√

5− 1

2

したがって，これらの交点の座標は

(
±
√√

5− 1

2
,

√
5− 1

2

)
�
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3.3 (1) 点A

(
0,

1

2

)
を通り，傾き tの直線は

y = tx+
1

2
(∗)

この直線と C : x2 + y2 = 1の方程式から
yを消去して整理すると

(t2 + 1)x2 + tx− 3

4
= 0

これを解くと x =
−t±

√
4t2 + 3

2(t2 + 1)

　

O

y

x

P(X, Y )

`1

`2

Q1

Q2
A

1
2

1

1

−1 C

この方程式の解が x1, x2であるから (x1 < x2)

x2 − x1 =
−t+

√
4t2 + 3

2(t2 + 1)
− −t−

√
4t2 + 3

2(t2 + 1)
=

√
4t2 + 3

t2 + 1

y1 = tx1 +
1

2
，y2 = tx2 +

1

2
であるから

y2 − y1 = t(x2 − x1) =
t
√
4t2 + 3

t2 + 1

(2) 2点Q1, Q2を通る直線は点 P(X, Y )を極とする極線

Xx+ Y y = 1

である．(∗)より，これが−2tx+ 2y = 1に一致するから

X = −2t, Y = 2 (∗∗)

(3) (∗∗)より，P(−2t, 2)であるから，点 Pの軌跡は y = 2 �

円 C : x2 + y2 = r2 の外部の点 P(a, b)か
らCに引いた 2本の接線の接点をM(x1, y1)，
N(x2, y2)とする．2本の接線

x1x+ y1y = r2, x2x+ y2y = r2

は点 P(a, b)を通るから

ax1 + by1 = r2, ax2 + by2 = r2

　

O

y

x

P(a, b)M

N

r−r

C

l

上の 2式から直線 l : ax+ by = r2は 2点M，Nを通る．

このとき，lを Pを極とするCの極線という．
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3.4 2000 < 2022 < 2048より

log4 2022 < log4 2048 = log4 2
11 = 5.5,

log4 2022 > log4 2000 =
log10 2000

log10 4
=

log10 2 + 3

2 log10 2
=

1

2
+

3

2 log10 2

>
1

2
+

3

2·0.3011
= 0.5 + 4.98 · · · > 5.4

よって 5.4 < log4 2022 < 5.5 �
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3.5 t = 2x + 2−xとおくと t = 2
√
2x·2−x = 2 · · · 1©

8x + 8−x = (2x + 2−x)3 − 3(2x + 2−x) = t3 − 3t,

4x + 4−x = (2x + 2−x)2 − 2 = t2 − 2

このとき，不等式 8x + 8−x − (4x + 4−x)− 11 = 0は

t3 − 3t− (t2 − 2)− 11 = 0 ゆえに (t− 3)(t2 + 2t+ 3) = 0

t2 + 2t+ 3 = (t+ 1)2 + 2 > 0および 1©に注意して t = 3

2x + 2−x = 3 ゆえに (2x)2 − 3·2x + 1 = 0

したがって 2x 5 3−
√
5

2
,

3 +
√
5

2
5 2x

よって x 5 log2

3 −
√
5

2
, log2

3 +
√
5

2
5 x �
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3.6 (1) 対数の定義から b = ap ⇐⇒ p = loga b

q = logc aとすると a = cq ゆえに b = ap = cpq

したがって，対数の定義により pq = logc b (条件から pq 6= 0)

loga b logc a = logc b よって loga b =
logc b

logc a

(2) (1)で示した等式を用いて

log30 600 =
log10 600

log10 30
=

log10(2·3·102)
log10(3·10)

=
log10 2 + log10 3 + 2

log10 3 + 1
=

s + t + 2

t + 1

(3) 与えられた関数

y = 2(log5 x)
2 − log5 x

8 + 6 (1 5 x 5 125)

について，t = log xとおくと y = 2t2 − 8t+ 6 (0 5 x 5 3)

y = 2(t− 2)2 − 2

よって t = 0，すなわち，x = 1のとき最大値 6

t = 2，すなわち，x = 25のとき最小値−2

補足 p = loga bより，b = apの両辺を cを底とする対数をとると

logc b = logc a
p

= p logc a

の式変形を別途証明 (省略)した上で，次に続く．

p =
logc b

logc a
よって loga b =

logc b

logc a
(証終)

さらに，pの底 aを c，dに変換すると
logc b

logc a
=

logd b

logd a

logc a logd b = logd a logc b

これらの積は底 (真数)について互換性が成立する．

例えば log3 8 log2 9 = log2 8 log3 9 = 3·2 = 6 �
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3.7 P(cos θ, sin θ)，Q(1, 3 sin 2θ)より

4OPQ =
1

2
| cos θ·3 sin 2θ − sin θ·1|

=
1

2
|6 sin θ cos2 θ − sin θ|

=
1

2
|6 sin θ(1− sin2 θ)− sin θ|

=
1

2
| − 6 sin3 θ + 5 sin θ|

t = sin θとおくと (0 5 θ < 2π) −1 5 t 5 1

4OPQ =
1

2
| − 6t3 + 5t|

f(t) = −6t3 + 5t (−1 5 t 5 1)とおくと f ′(t) = −18t2 + 5

f ′(t) = 0とすると t = ±
√
10

6

t −1 · · · −
√
10
6

· · ·
√
10
6

· · · 1

f ′(t) − 0 + 0 −
f(t) 1 ↘ −5

√
10
9

↗ 5
√
10
9

↘ −1

|f(t)| 5 5
√
10

9
であるから，求める最大値は

1

2
·5
√
10

9
=

5
√
10

18
�
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3.8 (1) f(x) = x3 + 3x2より

f ′(x) = 3x2 + 6x = 3x(x+ 2)

x · · · −2 · · · 0 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 4 ↘ 0 ↗

極大値 f(−2) = 4，極小値 f(0) = 0

　

O

y

x

4

−2−3

(2) 曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y = f ′(t)(x− t) + f(t)

これが点 (p, q)を通るから 9

q = f ′(t)(p− t) + f(t) ゆえに f(t) + f ′(t)(p− t)− q = 0

ϕ(t) = f(t)+ f ′(t)(p− t)− qとおくと ϕ(t) = −2t3− 3t2+3pt(t+2)− q

ϕ′(t) = f ′(t) + f ′′(t)(p− t) + f ′(t)·(−1)
= f ′′(t)(p− t) = 6(t+ 1)(p− t)

ϕ′(t) = 0を解くと t = −1, p

3次方程式ϕ(t) = 0 の解の個数が点A(p, q)から曲線 y = x3 +3x2に引け
る接線の本数であるから

ϕ(−1)ϕ(p) = (−3p− q − 1)(p3 + 3p2 − q) < 0

よって，求める領域は，下の図の斜線部分で境界線は含まない．

O

q

p

4

−2−3 −1

2

−1

�
9http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai 2017.pdf (p.12を参照)
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3.9 (1) 1©は原点Oを中心とする半径 2の円を表す． 2©は原点Oと点
√
3 − iを

結ぶ線分の垂直二等分線を表す． 1©， 2©の図形をそれぞれ C，Lとする
と次のようになる．

O

Im

Re O

Im

Re2−2

2

−2

C

√
3− i

L

−2

(2) (1)の結果から，CとLの 1つの交点は

−2i

点
√
3− iの偏角は−π

6
であるから，

もう 1つの交点は

2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
=
√
3 + i

よって −2i,
√
3 + i

　

O

Im

Re
√
3− i

L

−2i

√
3 + i

C

π
6

π
3

2

(3) (2)の結果から

w = 2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
·2
{
cos
(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

)}
= 4

{
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)}
ゆえに argwn = n argw = n

(
−π

3

)
= −nπ

3
wnが負の実数となるとき

−nπ

3
= (2k − 1)π (kは整数)

をみたせばよい．ゆえに n = 3− 6k よって n ≡ 3 (mod 6) �

204

Sa
m
pl
e



3.10 (1) 3点A(1)，B(z)，C(z2)に関する必要条件は

z 6= 1, z2 6= 1, z2 6= z すなわち z 6= 0, ± 1 (∗)

このとき，∠BAC =
π

3
であるから

z2 − 1

z − 1
= cos

π

3
± i sin

π

3
ゆえに z + 1 =

1

2
±
√
3

2
i

よって z = −
1

2
±

√
3

2
i

別解 AB = BC = CA 6= 0より |z − 1| = |z2 − z| = |z2 − 1| 6= 0

|z − 1| = |z||z − 1| = |z + 1||z − 1| 6= 0

したがって 1 = |z| = |z − 1|, z 6= 1

2円 |z| = 1, |z − 1| = 1の交点であるから z = −
1

2
±

√
3

2
i

(2) (i) ∠BAC =
π

2
のとき，(∗)に注意して z2 − 1

z − 1
= z + 1

上式は，純虚数であるから

(z + 1) + (z + 1) = 0 ゆえに Re(z) =
z + z

2
= −1, z 6= −1

(ii) ∠ABC =
π

2
のとき，(∗)に注意して z2 − z

1− z
= −z

上式は，純虚数であるから

−z + (−z) = 0 ゆえに Re(z) 6= 0, z 6= 0

(iii) ∠BCA =
π

2
のとき，(∗)に注意して 1− z2

z − z2
=

1 + z

z

上式は，純虚数であるから

1 + z

z
+

(
1 + z

z

)
= 0 整理すると z(1 + z) + z(1 + z) = 0

zz +
1

2
z +

1

2
z = 0 ゆえに

∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ = 1

2
, z 6= 0,−1

205

Sa
m
pl
e



(i)～(iii)より，点 z全体は，下の図のようになる．

O

Im

Re−1

別解 AB = |z − 1|，BC = |z2 − z| = |z||z − 1|，CA = |1− z2| = |z + 1||z − 1|

このとき，AB 6= 0, BC 6= 0, CA 6= 0より z 6= 0, ± 1

AB : BC : CA = 1 : |z| : |z + 1|であるから，次の (i)～(iii)の場合がある．

(i) 12 + |z + 1|2 = |z|2のとき

z + z = −2 ゆえに Re(z) =
z + z

2
= −1, z 6= −1

(ii) 12 + |z|2 = |z + 1|2のとき

z + z = 0 ゆえに Re(z) =
z + z

2
= 0, z 6= 0

(iii) |z|2 + |z + 1|2 = 12のとき

zz +
1

2
z +

1

2
z = 0 ゆえに

∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ = 1

2
, z 6= 0,−1

�
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3.11 (1) z2 +
1

z2
= 1より

(
z +

1

z

)2

= 3,

(
z − 1

z

)2

= −1

したがって z +
1

z
= ±
√
3, z − 1

z
= ±i

上の 2式から z = ±
√
3

2
± 1

2
i (複号任意)

zの実部と虚部がともに正であるから

z =

√
3

2
+

1

2
i = cos

π

6
+ i sin

π

6

(2) (1)の結果から

z100 =
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)100
= cos

100π

6
+ i sin

100π

6

= cos

(
16π +

2π

3

)
+ i sin

(
16π +

2π

3

)
= −1

2
+

√
3

2
i

zz = 1より，
1

z
= zであるから

1

z100
= z100 = −1

2
−
√
3

2
i よって z100 +

1

z100
= −1

(3) 3点−1, z, z2を頂点とする三角形の面積を Sとすると 10

S =
1

2

∣∣Im{(z + 1)(z2 + 1)}
∣∣

このとき (z + 1)(z2 + 1) = (z + 1)(z2 + 1)

= z + z + 1 + z2

したがって Im{(z + 1)(z2 + 1)} = Im(z2) =

√
3

2

よって，三角形の面積は S =
1

2

∣∣Im{(z + 1)(z2 + 1)}
∣∣ = √

3

4
�

10http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai ri 2020.pdf 2 (2)を参照．
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3.12 (1) x > 0，
√
1 + x− 1 =

x√
1 + x+ 1

であるから

x

2 + x
5
√
1 + x− 1 5 x

2

⇐⇒ x

2 + x
5 x√

1 + x+ 1
5 x

2

⇐⇒ 2 + x =
√
1 + x+ 1 = 2

⇐⇒ 1 + x =
√
1 + x = 1 · · · (∗)

r =
√
1 + xとすると r > 1より r2 = r = 1

(∗)が成立するから，与えれた不等式も成立する．

(2) Sn =
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
を (1)の不等式に適用すると

n∑
k=1

k
n2

2 + k
n2

5 Sn 5
n∑

k=1

k

2n2
=

n+ 1

4n

上式の左辺について

n∑
k=1

k
n2

2 + k
n2

=
n∑

k=1

k
n2

2 + n
n2

=
n∑

k=1

k

n(2n+ 1)
=

n+ 1

2(2n+ 1)

したがって
n+ 1

2(2n+ 1)
5 Sn 5 n+ 1

4n

lim
n→∞

n+ 1

2(2n+ 1)
= lim

n→∞

1 + 1
n

2
(
2 + 1

n

) =
1

4
， lim

n→∞

n+ 1

4n
= lim

n→∞

(
1

4
+

1

4n

)
=

1

4

はさみうちの原理により lim
n→∞

Sn =
1

4
�
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3.13 (1) t = tan θとすると

m = tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
=

2t

1− t2

tについて整理すると mt2 + 2t−m = 0

m, t > 0に注意して，tについて解くと t =
−1 +

√
1 + m2

m

O

y

x
θ

b

a

y = tx

` : y = mx
C

B

A
b

a

(2) OA =
a

sin θ
，OB =

b

sin θ
，AB = a+ b，AB = OB−OAであるから

a+ b =
b

sin θ
− a

sin θ
ゆえに a

(
1

sin θ
+ 1

)
= b

(
1

sin θ
− 1

)
1

sin θ
=

√
1 + tan2 θ

tan θ
=

√
1 + t2

t
であるから

a

(√
1 + t2

t
+ 1

)
= b

(√
1 + t2

t
− 1

)
よって

b

a
=

√
1 + t2 + t

√
1 + t2 − t

(3) (2)の結果から
b

a
− 1 =

2t√
1 + t2 − t

1

m

(
b

a
− 1

)
=

1− t2

2t
· 2t√

1 + t2 − t
= (1− t2)(

√
1 + t2 + t)

m→ +0のとき t→ +0であるから

lim
m→+0

1

m

(
b

a
− 1

)
= lim

t→+0
(1− t2)(

√
1 + t2 + t) = 1 �

209

Sa
m
pl
e



3.14 (1) (∗) an+2 =
√
an+1·anより

an+2
√
an+1 = an+1

√
an ゆえに an+1

√
an = a2

√
a1

a1 = 1, a2 = 2より an+1
√
an = 2

√
1 よって an+1 =

2
√
an

(2) (∗)の両辺の自然対数をとると

log an+2 =
1

2
log an+1 +

1

2
log an

bn = log anより b1 = 1，b2 = log 2，bn+2 =
1

2
bn+1 +

1

2
bn

bn+2 +
1

2
bn+1 = bn+1 +

1

2
bn,

bn+2 − bn+1 = −
1

2
(bn+1 − bn)

したがって

bn+1 +
1

2
bn = b2 +

1

2
b1 = log 2,

bn+1 − bn =

(
−1

2

)n−1

(b2 − b1) =

(
−1

2

)n−1

log 2

上の第 1式から第 2式の辺々を引くと

3

2
bn =

{
1−

(
−1

2

)n−1
}
log 2

よって bn =
2

3

{
1 −

(
−
1

2

)n−1
}
log 2

(3) (2)の結果から

lim
n→∞

bn =
2

3
log 2 = log 2

2
3 ゆえに lim

n→∞
log an = log 2

2
3

よって lim
n→∞

an = 2
2
3 �
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3.15 (1) f(x) (0 5 x 5 1)は単調増加であるから

最小値 f(0) = 1, 最大値 f(1) =
√
2

(2) g(x) = sin
πx

2
とおく (0 5 x 5 1)．

y = g(x)は上に凸であり，曲線 y = g(x)

は，2点 (0, 0)，(1, 1) を結ぶ線分

y = x (0 5 x 5 1)

の下側にないから

g(x) = x = 0 (0 5 x 5 1)

　

O

y

x1

1

x

x

g(x)

が成り立つ．したがって，0 5 x 5 1において

f(x)2 − 2x2 = 1 + sin2 πx

2
− 2x2

= 1− x2 + g(x)2 − x2 = 0

f(x) > 0であるから f(x) =
√
2x (0 5 x 5 1)

上式および (1)の結果から
√
2x 5 f(x) 5

√
2 (0 5 x 5 1)

(3) (2)の結果から∫ 1

0

(
√
2x)n dx 5

∫ 1

0

{f(x)}n dx 5
∫ 1

0

(
√
2)n dx

したがって
(
√
2)n

n+ 1
5 an 5 (

√
2)n ゆえに

√
2

n
√
n+ 1

5 n
√
an 5

√
2 · · · (∗)

lim
n→∞

log n
√
n+ 1 = lim

n→∞

log(n+ 1)

n
= 0より lim

n→∞
n
√
n+ 1 = 1 · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)から，はさみうちの原理により lim
n→∞

n
√
an =

√
2 �
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3.16 (1) f(x) =
log x

x
より f ′(x) =

1− log x

x2

x (0) · · · e · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘

増減表より 最大値 f(e) =
1

e

(2) ab = baの両辺の自然対数をとると b log a = a log b

log a

a
=

log b

b
ゆえに f(a) = f(b) (∗)

f(1) = 0．e < xのとき f(x) > 0．

増減表から，(∗)を満たす a, bの一方は 2であるから，a = 2とすると

log 2

2
=

log b

b
ゆえに 2b = b2

b = 4はこれを満たす．よって，求める (a, b)の組は

(a, b) = (2, 4), (4, 2)

�
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3.17 (1) C : x = cos3 t, y = 3 sin3 t
(
0 < t <

π

2

)
より

dx

dt
= −3 sin t cos2 t, dy

dt
= 9 sin2 t cos t

このとき，0 < sin t < 1，0 < cos t < 1に注意して

dy

dx
=

dy

dt

/
dx

dt
=

9 sin2 t cos t

−3 sin t cos2 t
= −3 sin t

cos t
= −3 tan t

したがって，C上の点 P(cos3 t, 3 sin3 t)における接線 `の方程式は

y − 3 sin3 t = −3(tan t)(x− cos3 t)

したがって y = −(3 tan t)x+ 3 sin t(sin2 t+ cos2 t)

よって y = −3(tan t)x+ 3 sin t

(2) rは ` : 3(tan t)x+y−3 sin t = 0と原点の距離 rにより r =
| − 3 sin t|√
9 tan2 t+ 1

α = cos2 tとすると

r2 =
9 sin2 t

9 tan2 t+ 1
=

9(1− cos2 t)

9

(
1

cos2 t
− 1

)
+ 1

=
9(1− α)

9

(
1

α
− 1

)
+ 1

=
9α(1− α)

9(1− α) + α
=

9α(α− 1)

8α− 9

(3) (2)の結果から

r2 =

(8α− 1)

(
9

8
α +

9

64

)
+

81

64

8α− 9
=

9

8
α+

9

64
+

81

64
· 1

8α− 9

=
9

64
(8α− 9 + 9) +

9

64
+

81

64
· 1

8α− 9
=

45

32
− 9

64

(
9− 8α +

9

9− 8α

)
9−8α > 0であるから (0 < α < 1)，相加平均・相乗平均の大小関係により

9− 8α +
9

9− 8α
= 2

√
(9− 8α)· 9

9− 8α
= 6 ゆえに r2 5 9

16

上式で等号が成立するとき 9− 8α =
9

9− 8α
すなわち α =

3

4

cos2 t =
3

4

(
0 < t <

π

2

)
より，t =

π

6
のとき，rは最大値

3

4
をとる． �
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3.18 (1) k 5 x 5 k + 1のとき (kは自然数)
1

k + 1
5 1

x
5 1

k∫ k+1

k

1

k + 1
dx 5

∫ k+1

k

1

x
dx 5

∫ k+1

k

1

k
dx

したがって
1

k + 1
5
∫ k+1

k

1

x
dx 5 1

k

(2) (1)の結果から
n−1∑
k=1

1

k + 1
5

n−1∑
k=1

∫ k+1

k

1

x
dx =

∫ n

1

1

x
dx

両辺に 1を加えると
n∑

k=1

1

k
5 1 + log n (∗)

(1)の結果から
n∑

k=1

∫ k+1

k

1

x
dx 5

n∑
k=1

1

k

∫ n+1

1

1

x
dx 5

n∑
k=1

1

k
ゆえに log(n+ 1) 5

n∑
k=1

1

k
(∗∗)

(∗)，(∗∗)より

log(n+ 1) 5
n∑

k=1

1

k
5 1 + log n

(3) (2)の結果から，nを 2以上の自然数とすると

log(n+ 1)

log n
5 1

log n

n∑
k=1

1

k
5 1

log n
+ 1

ここで

lim
n→∞

log(n+ 1)

log n
= lim

n→∞

{
log(n+ 1)− log n

log n
+ 1

}
= lim

n→∞

{
log
(
1 + 1

n

)
log n

+ 1

}
= 1,

lim
n→∞

(
1

log n
+ 1

)
= 1

はさみうちの原理により lim
n→∞

1

log n

n∑
k=1

1

k
= 1 �
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3.19 (1) f(x) = x(log x)2を微分すると

f ′(x) = (log x)2 + x·2(log x) 1
x
= (log x+ 2) log x

(あ) log x + 2

(2) f(x) =
tanx

x2
= x−2 tanxより

f ′(x) = −2x−3 tanx+ x−2· 1

cos2 x

=
−2 sin x cos x+ x

x3 cos2 x
=

x− sin 2x

x3 cos2 x

(い) x − sin 2x

(3) f(x) =
x3 − 1

(x− 1)(x− 2)
=

x2 + x+ 1

x− 2
= x+ 3 +

7

x− 2
より

∫
f(x) dx =

x2

2
+ 3x+ 7 log |x− 2|+ C (Cは積分定数)

(う)
x2

2
+ 3x + 7 log |x − 2|

(4) f(x) = e
√
xについて，u =

√
xとおくと，x = u2より

dx

du
= 2u∫

f(x) dx =

∫
eu

dx

du
du = 2

∫
euu du

= 2eu(u− 1) + C = 2e
√
x(
√
x− 1) + C

(え) 2e
√

x(
√
x − 1)

(5) sin2 x cos2 x =
1

4
sin2 2x =

1

8
(1− cos 4x)より

∫ π
12

0

sin2 x cos2 x dx =
1

8

∫ π
12

0

(1− cos 4x) =
1

8

[
x− 1

4
sin 4x

] π
12

0

=
1

8

(
π

12
− 1

4
·
√
3

2

)
=

π

96
−
√
3

64

(お)
π

96
−

√
3

64
�
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3.20 (1) y = log |x+
√
x2 + 1|を微分すると

y′ =

1 +
x√

x2 + 1

x+
√
x2 + 1

=
1

√
x2 + 1

(2) x 6= 0のとき
1

1 + x2
<

1√
1 + x2

したがって，a > 0のとき，次式が成立する．∫ a

0

1

1 + x2
dx <

∫ a

0

1√
1 + x2

dx (∗)

(3) a = 1を (∗)に代入すると∫ 1

0

1

1 + x2
dx <

∫ 1

0

1√
1 + x2

dx (∗∗)

(∗∗)の左辺について，x = tan θとおくと
dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ

dx

dθ
dθ

=

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4

(∗∗)の右辺について，(1)の結果を用いると∫ 1

0

1√
1 + x2

dx =

[
log |x+

√
x2 + 1|

]1
0

= log(1 +
√
2)

以上の結果を (∗∗)に代入すると
π

4
< log(1 +

√
2)

�
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3.21 (1) f(x) = log(1 + x2)− ax2より (0 < a < 1)

f ′(x) =
2x

1 + x2
− 2ax =

2x(1− a− ax2)

1 + x2

f ′(x) = 0とすると x = 0, ±
√

1− a

a

x · · · −
√

1−a
a
· · · 0 · · ·

√
1−a
a
· · ·

f ′(x) + 0 − 0 + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

よって 極大値 f

(
±
√

1− a

a

)
= a − 1 − log a，極小値 f(0) = 0

(2) f(0) = 0，f(1) = 0．y = f(x)のグラフは x軸に関して対称であるから，
求める面積を Sとすると

S

2
=

∫ 1

0

f(x) dx =

[
xf(x)

]1
0

−
∫ 1

0

xf ′(x) dx

= −
∫ 1

0

x

(
2x

1 + x2
− 2ax

)
dx

=

∫ 1

0

(2ax2 − 2) dx+ 2

∫ 1

0

1

1 + x2
dx (∗)

ここで∫ 1

0

(2ax2 − 2) dx =

[
2

3
ax3 − 2x

]1
0

=
2

3
a− 2

x = tan θとおくと

dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4

　

O

y

x1−1

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4

これらを (∗)に代入すると S

2
=

2

3
a− 2 +

π

2

f(1) = log 2− a = 0より a = log 2 よって S =
4

3
log 2 − 4 + π �
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3.22 (1) f(x) = log(x2 + 1) (x = 0)より

f ′(x) =
2x

x2 + 1
,

f ′′(x) =
2(x2 + 1)− 2x·2x

(x2 + 1)2
=

2(1− x2)

(x2 + 1)2

　
x 0 · · · 1 · · ·

f ′(x) + + +

f ′′(x) + 0 −
f(x) 0 log 2

よって，曲線Cの変曲点は P(1, log 2)

g(x) = f(x)− f ′(1)(x− 1)− f(1)とおくと g(1) = 0

g′(x) = f ′(x)− f ′(1) =
2x

x2 + 1
− 1 = −(x− 1)2

x2 + 1
5 0

g(x)は単調減少で，g(x) = 0を満たす xは x = 1に限る．

方程式 f(x)−f ′(1)(x−1)−f(1) = 0の解が 1個，すなわち，曲線 y = f(x)

と直線 y = f ′(1)(x− 1) + f(1)の共有点は P(1, f(1))の 1つだけである．

(2) (1)の結果から，0 5 x 5 1において，g(x) = 0であるから，求める面積
を Sとすると

S =

∫ 1

0

g(x) dx =

[
xg(x)

]1
0

−
∫ 1

0

xg′(x) dx

= g(1)−
∫ 1

0

x{f ′(x)− f ′(1)} dx

= 0−
∫ 1

0

x

(
2x

x2 + 1
− 1

)
dx =

∫ 1

0

(
2

x2 + 1
+ x− 2

)
dx

= 2

∫ 1

0

dx

x2 + 1
+

[
x2

2
− 2x

]1
0

= 2

∫ 1

0

dx

x2 + 1
− 3

2

ここで，x = tan θとおくと
dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4∫ 1

0

1

x2 + 1
dx =

∫ π
4

0

1

tan2 θ + 1
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4

よって，求める面積は

S = 2·π
4
− 3

2
=

π − 3

2

　

O

y

x1

C
l

log 2− 1

P

�
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3.23 (1) f(x) = x
√
3− xより

f ′(x) =
√
3− x+ x· −1

2
√
3− x

=
2(3− x)− x

2
√
3− x

=
3(2− x)

2
√
3− x

,

f ′′(x) =
3

2
·
(−1)

√
3− x− (2− x)· −1

2
√
3−x

3− x

=
3

4
·−2(3− x) + (2− x)

(3− x)
√
3− x

=
3(x− 4)

4(3− x)
√
3− x

CのOにおける接線の傾き kは k = f ′(0) =
√
3

(あ) 3(2 − x) (い) 3(x − 4) (う)
√
3

(2) (1)の結果から lim
3−0

f ′(x) = −∞

(3) f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · 2 · · · 3

f ′(x) + 0 −
f ′′(x) − − −

極大
f(x) 2

変曲点はなし．

C : y = f(x)の概形は右の図のとおり．

　

O

y

x2

2

3

(4) f(x) = x
√
3− x = {(x− 3) + 3}

√
3− x = −(3− x)

3
2 + 3(3− x)

1
2 より∫ 3

0

f(x) dx =

∫ 3

0

{−(3− x)
3
2 + 3(3− x)

1
2} dx

=

[
2

5
(3− x)

5
2 − 2(3− x)

3
2

]3
0

=
12

5

√
3

l : y =
√
3xは，x = 3のとき，y = 3

√
3

よって S =
1

2
·3·3
√
3− 12

5

√
3 =

21

10

√
3 �
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3.24 (1) Hを基準に他の 7個を円形に並べる場合の総数は

7!

2!2!
= 1260 (通り)

よって，求める確率は
1

1260

(2) 隣り合う子音が存在しない確率を求める．母音と子音がそれぞれ 4個あり，

交互に配置する場合の総数は，Hを基準に子音 3個の並び方
3!

2!
= 3通り，

母音 4個の並び方
4!

2!
= 12通りあるから，その確率は

3·12
1260

=
1

35

求める確率は，この余事象の確率であるから

1− 1

35
=

34

35

(3) KKを基準に母音 4個の並び方は
4!

2!
= 12 通り

残りの子音 2個の並び方は，下の図の〇の 3カ所の 2カ所に並べる

3P2 = 6 通り

したがって，隣り合う子音がKKだけである確率は

12·6
1260

=
2

35

よって，求める条件つき確率は

2

35

/
34

35
=

1

17

KK

母音

母音

母音

母音

�
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3.25 (1) 2次方程式ax2−bx+c = 0が異なる 2つの実数解をもつとき b2−4ac > 0

(i) a = 1のとき，c <
b2

4
より，次の 17通り．

b 5 2のとき cはなし

b = 3のとき c = 1, 2

b = 4のとき c = 1, 2, 3

b = 5, 6のとき c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

(ii) a = 2のとき，c <
b2

8
より，次の 9通り

b 5 2のとき cはなし

b = 3, 4のとき c = 1

b = 5のとき c = 1, 2, 3

b = 6のとき c = 1, 2, 3, 4

よって，求める確率は
17 + 9

2·62
=

13

36

(2) 異なる 2つの整数の解をもつとき，因数分解に着目する．

(i) a = 1のとき，x2 − bx+ c = 0より

c = 1のとき bはなし
c = 2のとき b = 3

c = 3のとき b = 4

c = 4のとき b = 5

c = 5のとき b = 6

c = 6のとき b = 5

(ii) a = 2のとき，2つの整数解を α, βとすると，解と係数の関係から

α + β =
b

2
, αβ =

c

2
ゆえに b = 2(α + β), c = 2αβ

b, cはともに偶数であるから，b′ =
b

2
, c′ =

c

2
として

x2 − b′x+ c′ = 0 (b′, c′ = 1, 2, 3)

この方程式が異なる整数を解にもつ b′, c′を求めればよい．

c′ = 1のとき b′はなし
c′ = 2のとき b′ = 3

c′ = 3のとき b′はなし

(i)，(ii)より，求める確率は
5 + 1

2·62
=

1

12
�
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3.26 Mが 3で割り切れない事象をA，Mが 2で割り切れない事象をB，Mが 2で割
り切れるが 4で割り切れない事象をC，M が 4で割り切れる事象をDとする．

(1) Mが 2でも 3でも割り切れない確率は，n個のサイコロの出た目がすべて
1または 5の確率であるから

P (A ∩B) =

(
2

6

)n

=
1

3n

(2) n個のサイコロの中で 1個だけ 2の目が出て，残りの n− 1個は 1または
5の目が出る確率であるから

P (A ∩ C) = nC1

(
1

6

)1(
2

6

)n−1

=
n

2·3n

(3) M が 3で割り切れない確率は

P (A) =

(
4

6

)n

=
2n

3n

求める確率は

P (A ∩D) = P (A)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)

=
2n

3n
− 1

3n
− n

2·3n
=

2n+1 − 2 − n

2·3n

�
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3.27 (1) p6は，5回目までに表が 4回出て，6回目に表が出る確率であるから

p6 = 5C4

(
1

2

)5

× 1

2
= 5

(
1

2

)6

=
5

64

(2) pnは，n− 1回目までに表が 4回出て，n回目に表が出る確率であるから

pn = n−1C4

(
1

2

)n−1

× 1

2

=
(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

4!

(
1

2

)n

=
(n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4)

3·2n+3

(3) (2)の結果から

pn+1

pn
=

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

3·2n+4
· 3·2n+3

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

=
n

2(n − 4)

ゆえに
pn+1

pn
− 1 =

n

2(n− 4)
− 1 =

8− n

2(n− 4)

したがって p5 < p6 < p7 < p8 = p9 > p10 > p11 > · · ·

よって，最大値 p8 = p9 =
35

256
�
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3.28 (1) 違う色の玉を取り出す確率は 2C1 × 2C1

4C2

=
2× 2

6
=

2

3

同じ色の玉を取り確率は，上の余事象の確率であるから 1− 2

3
=

1

3

よって，Bが 1巡目で勝者になる確率は
2

3
× 1

3
=

2

9

(2) N 巡目でBが勝者になる確率は

{(
2

3

)2
}N−1

× 2

9
=

2

9

(
4

9

)N−1

よって，N 巡目以内にBが勝者になる確率 pN は

pN =
N∑
k=1

2

9

(
4

9

)k−1

=
2

9
×

1−
(
4
9

)N
1− 4

9

=
2

5

{
1 −

(
4

9

)N
}

pN > 0.396となるとき
2

5

{
1−

(
4

9

)N
}

> 0.396

(
4

9

)N

<
1

100
ゆえに

(
3

2

)N

> 10

上の第 2式について 2を底とする対数をとると

N(log2 3− 1) > 1 + log2 5 ゆえに 0.585N > 3.322

したがって N >
3322

585
= 5.6 · · · よって N の最小値は 6

(3) N 巡目でAが勝者になる確率は
1

3

{(
2

3

)2
}N−1

=
1

3

(
4

9

)N−1

N 巡目以内にAが勝者になる確率を qN とすると

qN =
N∑
k=1

1

3

(
4

9

)k−1

=
1

3
×

1−
(
4
9

)N
1− 4

9

=
3

5

{
1 −

(
4

9

)N
}

したがって qN − pN =
1

5

{
1−

(
4

9

)N
}

> 0

よって，求める確率は，Aの方が大きい． �
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3.29 (1) 条件付き確率 p0は，赤玉 3個，白玉 4個の計 7個から 2個取り出し，2個
とも赤玉の確率であるから

p0 =
3C2

7C2

=
3

21
=

1

7

条件付き確率 p1は，赤玉 2個，白玉 5個の計 7個から 2個取り出し，2個
とも赤玉の確率であるから

p1 =
2C2

7C2

=
1

21

(2) qA =
3

n + 8

箱Aに白玉が入る確率を qAとすると qA = 1− qA =
n+ 5

n+ 8

qC = qAp0 + qAp1

=
n+ 5

n+ 8
·1
7
+

3

n+ 8
· 1
21

=
n + 6

7(n + 8)

(3)

P (X ∩ Y ) =
3

n+ 8
·n+5Cn

n+7Cn

=
3

n+ 8
·n+5C5

n+7C7

=
3

n+ 8
·(n+ 5)!

n!5!
· n!7!

(n+ 7)!

=
3

n+ 8
· 7·6
(n+ 7)(n+ 6)

=
126

(n + 8)(n + 7)(n + 6)

P (X ∩ Y ∩ Z) =
126

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
·2C2

7C2

=
6

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
,

P (X ∩ Y ∩ Z) =
n+ 5

n+ 8
·n+4Cn

n+7Cn

·3C2

7C2

=
n+ 5

n+ 8
·n+4C4

n+7C7

·3C2

7C2

=
n+ 5

n+ 8
·(n+ 4)!

n!4!
· n!7!

(n+ 7)!
·1
7
=

30

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

したがって

P (Y ∩ Z) = P (X ∩ Y ∩ Z) + P (X ∩ Y ∩ Z)

=
6

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
+

30

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

=
36

(n + 8)(n + 7)(n + 6)
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(4)

P (X ∩ Y ) =
n+ 5

n+ 8
·n+4Cn

n+7Cn

=
n+ 5

n+ 8
·n+4C4

n+7C7

=
n+ 5

n+ 8
·(n+ 4)!

n!4!
· n!7!

(n+ 7)!
=

210

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

上式および (3)の結果から

P (Y ) = P (X ∩ Y ) + P (X ∩ Y )

=
126

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
+

210

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

=
336

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

したがって

PY (X) =
P (X ∩ Y )

P (Y )

=
126

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
·(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

336
=

3

8
,

PY (Z) =
P (Y ∩ Z)

P (Y )

=
36

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
·(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

336
=

3

28

�
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3.30 (1) 赤玉 2つと白玉 1つが入っている箱をA，赤玉 1つと白玉 2つが入ってい
る箱をBとする．n回目の操作でAを選ぶ確率を xnとすると

x1 =
1

2
, xn+1 =

2

3
xn +

2

3
(1− xn) =

2

3
(n = 1)

すなわち x1 =
1

2
, xn =

2

3
(n = 2)

したがって pn =
2

3
xn +

1

3
(1− xn) =

1

3
xn +

1

3
· · · 1©

よって p1 =
1

3
x1 +

1

3
=

1

3
·1
2
+

1

3
=

1

2

pn =
1

3
xn +

1

3
=

1

3
·2
3
+

1

3
=

5

9
(n = 2)

(2) n回目の操作でAを選ぶ確率を ynとすると

y1 =
1

2
, yn+1 =

2

3
yn +

1

2
·1
3
yn +

1

2
·2
3
(1− yn) =

1

2
yn +

1

3

ゆえに yn+1 −
2

3
=

1

2

(
yn −

2

3

)
すなわち yn =

2

3
− 1

3

(
1

2

)n

1©と同様にして qn =
1

3
yn +

1

3

よって qn =
1

3

{
2

3
− 1

3

(
1

2

)n}
+

1

3
=

5

9
−

1

9

(
1

2

)n

�
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3.31 (1) p1 = 1，p2 =
2

3
p1，p3 =

2

3
p2 +

1

3
(1− p2) =

1

3
p2 +

1

3
より

p2 =
2

3
·1 =

2

3
, p3 =

1

3
·2
3
+

1

3
=

5

9

(2) 条件から，次の確率漸化式が成立する．

pn+1 =
2

3
pn +

1

3
(1− pn) すなわち pn+1 =

1

3
pn +

1

3

(3) (2)の結果から pn+1 −
1

2
=

1

3

(
pn −

1

2

)
{
pn −

1

2

}
は，初項 p1 −

1

2
=

1

2
，公比

1

3
の等比数列であるから

pn −
1

2
=

1

2

(
1

3

)n−1

ゆえに pn =
1

2

(
1 +

1

3n−1

)

pn 5 0.5000005 =
1

2
+

1

2
·10−6より

1

2

(
1 +

1

3n−1

)
5 1

2
+

1

2
·10−6 ゆえに 3n−1 = 106

上の第 2式の常用対数をとると

(n− 1) log10 3 = 6 ゆえに n = 1 +
6

log10 3

0.47 < log10 3 < 0.48より，
25

12
<

1

log10 3
<

100

47
であるから

12 +
1

2
=

25

2
<

6

log10 3
<

600

47
= 12 +

36

47

したがって 13 +
1

2
< 1 +

6

log10 3
< 13 +

36

47

よって，(∗)を満たす最小の正の整数 nは 14 �
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3.32 (1) 条件から P1(A) = 0，P1(B) =
1

3
，P1(C) =

1

3
，P1(D) =

1

3

(2) (1)の結果から

P2(A) =
1

3
{P1(B) + P1(C) + P1(D)}

=
1

3

(
1

3
+

1

3
+

1

3

)
=

1

3
,

P2(B) =
1

3
{P1(A) + P1(C) + P1(D)}

=
1

3

(
0 +

1

3
+

1

3

)
=

2

9

(3) Pn(A) + Pn(B) + Pn(C) + Pn(D) = 1に注意して

Pn+1(A) =
1

3
{Pn(B) + Pn(C) + Pn(D) = 1}

=
1

3
{1− Pn(A)}

したがって Pn+1(A)−
1

4
= −1

3

{
Pn(A)−

1

4

}

Pn(A)−
1

4
=

{
P1(A)−

1

4

}(
−1

3

)n−1

P1(A) = 0より Pn(A) =
1

4

{
1 −

(
−
1

3

)n−1
}

よって lim
n→∞

Pn(A) =
1

4
�
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3.33 (1) pは 5以上の素数であるから，pは奇数，すなわち，p+ 1は偶数．

2数 p, p+ 2 (p = 5)が素数であるから，pと p+ 2はともに 3で割り切れ
ない．このとき，連続する 3整数 p, p + 1, p + 2のうち 1つが 3の倍数，
すなわち，p+ 1が 3の倍数である．ゆえに，p+ 1は偶数かつ 3の倍数．

よって，p+ 1は 6の倍数である．

補足 p = 5とする双子素数 (p, p+2)について，その間の p+1が 6の倍数にな
ることは，次からも分かる．5以上の整数を

6n− 1, 6n, 6n+ 1, 6n+ 2, 6n+ 3, 6n+ 4 (n = 1, 2, · · · )

とおくと，6n, 6n+2 = 2(3n+1), 6n+3 = 3(2n+1), 6n+4 = 2(3n+2)

であるから，2整数

(p, p+ 2) = (6n− 1, 6n+ 1)

が双子素数であるための必要条件である．

よって，(p, p+ 2)が双子素数のとき，p+ 1 = 6nは 6の倍数である．

一般に，5以上の整数N について，N ≡ ±1 (mod 6)はN が素数である

ための必要条件である．エラトステネスの
ふるい

篩 (素数判定)で数字を書き並
べるとき，1列に 6個ずつ数字を並べると，素数の配列が分かりやすい．

双子素数は無数に存在するかという問題，いわゆる「双子素数の予想」や
「双子素数の問題」は，いまだに数学上の未解決問題である．無数に存在
するだろうと，多くの数論学者が予想している．

(2) すべての位の数字が 1である k桁の数

k 個︷ ︸︸ ︷
11 · · · 1をN とすると

N = 2k−1 + 2k−2 + · · ·+ 2 + 1 = 2k − 1

kが素数でない，すなわち，k = pq (p, qは 2以上の整数)とすると

N = 2pq − 1 = (2p)q − 1 = (2p − 1){2p(q−1) + 2p(q−2) + · · ·+ 2p + 1}

このとき，2p − 1 = 3，2p(q−1) + 2p(q−2) + · · ·+ 2p + 1 = 2p + 1 = 5

したがって kが素数でない =⇒ N は素数ではない

よって N が素数 =⇒ kは素数 �
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3.34 (1) R = ax = by = (ab)zとおくと (x, y, z 6= 0, 1 < a < b) R 6= 1

a = R
1
x , b = R

1
y , ab = R

1
z

ゆえに R
1
xR

1
y = R

1
z したがって R

1
x
+ 1

y = R
1
z よって

1

x
+

1

y
=

1

z

別解 R = ax = by = (ab)zとおくと (x, y, z 6= 0, 1 < a < b) R 6= 1

正の実数 c (c 6= 1)を底とする対数をとると

logc R = x logc a = y logc b = z(logc a+ logc b)

したがって logc a =
logcR

x
, logc b =

logcR

y
, logc a+ logc b =

logc R

z

上の第 1式，第 2式を第 3式に代入すると

logc R

x
+

logc R

y
=

logc R

z
よって

1

x
+

1

y
=

1

z

(2)
1

m
+

1

n
=

1

p
より mn = (m+ n)p ゆえに (m− p)(n− p) = p2

m > nに注意すると，m− p > n− p > 0であるから

m− p = p2, n− p = 1 よって (m, n) = (p2 + p, p + 1)

別解
1

m
+

1

n
=

1

p
より mn = (m+ n)p · · · 1©

pは素数であるから，mまたはnは pを因数にもつ．mが pを因数にもつ，
すなわち，m = kp (kは整数)とし， 1©に代入すると

kpn = (kp+ n)p ゆえに n =
kp

k − 1

上の第 2式の右辺は整数で kと k− 1は互いに素であるから，k− 1 = 1, p

である．このとき，(m, n) = (2p, 2p), (p(p+ 1), p+ 1)

また，m, nの対称性から

(m, n) = (2p, 2p), (p(p+ 1), p+ 1), (p+ 1, p(p+ 1))

m > nであるから m = p(p + 1), n = p + 1
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(3) m, nは自然数であるから，Q = am = bnとおくと (1 < a < b) Q > 1

a = Q
1
m , b = Q

1
n

a < bより Q
1
m < Q

1
n ゆえに

1

m
<

1

n
すなわち m > n

さらに，(1)，(2)の結論を適用すると

ap(p+1) = bp+1 よって b = ap �

232

Sa
m
pl
e



3.35 (1) c1 = 39, c2 = 13, cn+2 = cn+1 + cnより

c3 = 52, c4 = 65, c5 = 117, c6 = 182

117 = 13·32，182 = 13·2·7より，c5と c6の最大公約数は 13

補足 nがmで割り切れること (mが nの約数)をm |nと表記し，整数 x，yの
最大公約数を (x, y)と表記すると

(x, y) | x, (x, y) | y

が成り立つ．

cn+2 = cn+1+ cnより，(cn+1, cn) | cn+2，また，(cn+1, cn) | cn+1であるから，
(cn+1, cn)は，cn+2と cn+1の公約数，したがって

(cn+1, cn) | (cn+2, cn+1) (A)

cn = cn+2− cn+1より，(cn+2, cn+1) | cn，また，(cn+2, cn+1) | cn+1であるか
ら，(cn+2, cn+1)は，cn+1と cnの公約数，したがって

(cn+2, cn+1) | (cn+1, cn) (B)

(A)，(B)より (cn+2, cn+1) = (cn+1, cn) 一般に (cn+1, cn) = (c2, c1)

(2) Pn : c3n−2と c3n−1はともに奇数であり，c3nは偶数である．

［1］n = 1のとき，c1と c2がともに奇数であるから，c3は偶数．
よって，P1が成立する．

［2］Pkが成立すると仮定すると

c3k−1が奇数，c3kが偶数より c3k+1は奇数，
c3kが偶数，c3k+1が奇数より c3k+2は奇数，
c3k+1が奇数，c3k+2が奇数より c3k+3は偶数

よって，Pk+1も成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，Pnが成立する． (証終)
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(3) Qn : c2n−1と c2nはともに dの倍数である．

［1］c1と c2はともに dの倍数であるから，Q1は成立する．

［2］Qkが成立すると仮定すると

c2k−1 = dx2k−1, c2k = dx2k

となる整数 x2k−1, x2kが存在するから

c2k+1 = c2k + c2k−1 = d(x2k + x2k−1),

c2k+2 = c2k+1 + c2k = d(x2k + x2k−1) + dx2k

= d(2x2k + x2k−1)

よって，Qk+1も成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，Qnが成立する．

よって，aと bがともに dの倍数であるとき，cnは dの倍数である．

(4) a+ bが偶数であるのは，次の場合である．

(i) aと bがともに奇数であるとき，(2)の結論から，c2022 = c3·674 は偶数
であるから不適．

(ii) aと bがともに偶数 (2の倍数)であるとき，(3)の結論から，c2022は
偶数 (2の倍数)であるから不適．

(i)，(ii)より，a+ bは偶数ではない，すなわち，a+ bは奇数である．�
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3.36 (1)
−→
GA = ~a，

−→
GB = ~b，

−→
GC = ~cから，条件により

−−→
GA′ = −~a,

−−→
GB′ = −~b,

−−→
GC′ = −~c

したがって
−−→
B′C′ =

−−→
GC′ −

−−→
GB′ = −~c− (−~b) = −(~c−~b) = −

−→
BC

よって
−−→
B′C′//

−→
BC

A

B C

A′

B′C′

G

M
Aγ Aβ

Bα

BγCβ

Cα

(2) 辺BCの中点をMとすると
−−→
GM =

−→
GB+

−→
GC

2
=

~b+~c

2−→
GA = −2

−−→
GMであるから

~a = −2·
~b+~c

2
よって ~a+~b+~c = ~0

(3) B′C′とABおよびACとの交点をそれぞれCβ，Bγとする．Cβ，BγはB′C′

上の点であるから，実数 β，γを用いて

−−→
GCβ = (1− β)

−−→
GB′ + β

−−→
GC′ = (1− β)(−~b) + β(−~c)

= (β − 1)~b+ β(~a+~b) = β~a+ (2β − 1)~b,
−−→
GBγ = γ

−−→
GB′ + (1− γ)

−−→
GC′ = γ(−~b) + (1− γ)(−~c)

= γ(~c+ ~a) + (γ − 1)~c = γ~a+ (2γ − 1)~c

Cβ，BγはそれぞれAB，AC上にあるから，係数について

β + (2β − 1) = 1, γ + (2γ − 1) = 1 ゆえに β = γ =
2

3

したがって，Cβは辺ABを 1 : 2に内分し，Cγは辺ACを 1 : 2 に内分す
る点である．よって，T ′の辺B′C′は T の辺ABおよびACと交わる．

(4) Aγ，Cαは，BC，BAをそれぞれ 1 : 2に内分し，Bα，Aβは，CA，CBを

それぞれ 1 : 2に内分する．よって S − S·
(
1

3

)2

× 3 =
2

3
S �
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3.37 (1)
−→
OP =

1

3
~a

(2) 4ABCの重心をGとすると
−→
OG =

1

3
(~a+~b+~c)

よって
−−→
OO′ = 2

−→
OG =

2

3
(~a +~b +~c)

αに関して，Pと対称な点を P′とすると

−−→
OP′ =

2
−−→
OO′ +

−→
OA

3
=

7~a+ 4~b+ 4~c

9

=
15

9
·7
~a+ 4~b+ 4~c

15

よって
−→
OX =

7~a + 4~b + 4~c

15
�
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3.38 (1) OAの中点をMとすると，Gは線分 PMを 2 : 1に内分する点で，2点 P，
Gは平面MBC上の点である．このとき，BO = AB，OC = ACより

4ABM ≡ OBM, 4ACM ≡ OCM ゆえに MB⊥OA, MC⊥OA

したがって 平面MBC⊥OA よって
−→
PG⊥

−→
OA

P

B

O

M

A

C
Gθ

(2) (1)の結果から

MB =
√
AB2 − AM2 =

√
32 − 22 =

√
5

CM =
√
OC2 −OM2 =

√
(2
√
3)2 − 22 = 2

√
2

θ = ∠BCMとおき，4BCMに余弦定理を適用すると

cos θ =
BC2 + CM2 −MB2

2BC·CM
=

9 + 8− 5

2·3·2
√
2

=
1√
2

これから sin θ =
√
1− cos2 θ =

1√
2

PGが最小となるとき，MP⊥BCであるから，求める最小値は

2

3
MP =

2

3
CMsin θ =

2

3
·2
√
2· 1√

2
=

4

3

�
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3.39 (1)
−→
OP = t

−→
OA = t(1, 2, 3)，

−→
OB = (1, 1,−1)，

−→
OC = (7, 3, 5) より

−→
BP =

−→
OP−

−→
OB = (t− 1, 2t− 1, 3t+ 1),

−→
CP =

−→
OP−

−→
OC = (t− 7, 2t− 3, 3t− 5)

したがって

BP2 + CP2 = |
−→
BP|2 + |

−→
CP|2

= (t− 1)2 + (2t− 1)2 + (3t+ 1)2

+ (t− 7)2 + (2t− 3)2 + (3t− 5)2

= 28t2 − 56t + 86

(2) (1)の結果から BP2 + CP2 = 28(t− 1)2 + 58

よって t = 1，すなわち，P(1, 2, 3)のとき，最小値 58をとる．

(3)
−→
OH =

−→
OB·
−→
OA

|
−→
OA|2

−→
OA，

−→
OK =

−→
OC·
−→
OA

|
−→
OA|2

−→
OAであるから 11

|
−→
OA|2 = 14,

−→
OB·
−→
OA = 0,

−→
OC·
−→
OA = 28

ゆえに
−→
OH = ~0，

−→
OK = 2

−→
OA = 2(1, 2, 3)

よって H(0, 0, 0), K(2, 4, 6)

また
−→
HB =

−→
OB = (1, 1,−1)，

−→
KC =

−→
OC−

−→
OK = (5,−1,−1)

したがって，
−→
HB，

−→
KCのなす角 θは

cos θ =

−→
HB·
−→
KC

|
−→
HB||
−→
KC|

=
1·5 + 1·(−1) + (−1)(−1)√

3·3
√
3

=
5

9

(4) BP + CPの値が最小となるとき，4BPH 4CPKであるから

|
−→
HB| : |

−→
KC| =

√
3 : 3
√
3 = 1 : 3 ゆえに HP : PK = 1 : 3

−→
OP =

1

1 + 3

−→
OK =

1

4
·2
−→
OA =

1

2

−→
OAであるから P

(
1

2
, 1,

3

2

)

BP2 = OB2 +OP2 = OB2 +

(
1

2
OA

)2

= 3 +
1

4
·14 =

26

4
ゆえに BP =

√
26

2

CP = 3BPであるから BP + CP = 4BP = 4·
√
26

2
= 2

√
26 �

11http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2017.pdf (p.5の補足を参照)
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3.40 (1) 3
−→
OP + 8

−→
AP + 7

−→
BP +

−→
CP = ~0より

3
−→
OP+ 8(

−→
OP−

−→
OA) + 7(

−→
OP−

−→
OB) +

−→
OP−

−→
OC = ~0

したがって

−→
OP =

8
−→
OA+ 7

−→
OB+

−→
OC

19
=

16

19
·8
−→
OA+ 7

−→
OB+

−→
OC

16

よって
−→
OP =

8~a + 7~b +~c

19
,

−→
OQ =

8~a + 7~b +~c

16

(2) 2直線CQとABの交点をRとすると

−→
CQ =

−→
OQ−

−→
OC =

8
−→
CA+ 7

−→
CB

16

=
15

16
·8
−→
CA+ 7

−→
CB

15
=

15

16

−→
CR

Qは線分CRを 15 : 1に内分するから

4ABQ =
1

16
4ABC

=
1

16
·1
2
·12 sin π

3
=

√
3

64

　

P

QR

O

A

B

C
3

16

1

15

補足 Rは線分ABを 7 : 8に内分する点である．

(3) |~a| = |~b| = |~c| = 1，~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 1·1 cos π
3
=

1

2

3
−→
OG·
−→
AB = (~a+~b+~c)·(~b− ~a) = (~a+~b)·(~b− ~a) +~c·(~b− ~a)

= |~b|2 − |~a|2 +~b·~c−~c·~a = 0,

3
−→
OG·
−→
AC = (~a+~b+~c)·(~c− ~a) = (~a+~c)·(~c− ~a) +~b·(~c− ~a)

= |~c|2 − |~a|2 +~b·~c− ~a·~b = 0

−→
OG⊥

−→
AB,

−→
OG⊥

−→
ACより，

−→
OGと平面ABCは垂直である．

(4) |
−→
OG| = 1

3
|~a+~b+~c|

=
1

3

√
|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 + 2(~a·~b+~b·~c+~c·~a) =

√
6

3

求める体積は
1

16
· 3
19
× 1

3
4ABC|

−→
OG| = 1

16
· 3
19
× 1

3
·
√
3

4
·
√
6

3
=

√
2

1216
�
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3.41 (1) a1 =
1

2
，b1 = 2および

(∗)

{
an+1 = an + bn
bn+1 = 2an + 1

(n = 1, 2, 3, · · · )

で定めらた漸化式に n = 1, 2を順次代入すると

a2 = a1 + b1 =
1

2
+ 2 =

5

2
, b2 = 2a1 + 1 = 2·1

2
+ 1 = 2,

a3 = a2 + b2 =
5

2
+ 2 =

9

2
, b3 = 2a2 + 1 = 2·5

2
+ 1 = 6

(2) 与えられた等式

an+1 + pbn+1 + q = r(an + pbn + q) (n = 1, 2, 3, · · · )

の左辺に (∗)を代入すると

(1 + 2p)an + bn + p+ q = ran + rpbn + rq

係数および定数項を比較すると
1 + 2p = r · · · 1©
1 = rp · · · 2©
p+ q = rq · · · 3©

1©， 2©から，rを消去すると

1 = (1 + 2p)p ゆえに (p+ 1)(2p− 1) = 0

1©より p = −1のとき r = −1，p =
1

2
のとき r = 2

これらを 3©に代入して (p, q, r) =

(
−1,

1

2
,−1

)
,

(
1

2
,
1

2
, 2

)
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(3) (2)の結果から

(∗∗)


an+1 − bn+1 +

1

2
= −

(
an − bn +

1

2

)
an+1 +

1

2
bn+1 +

1

2
= 2

(
an +

1

2
bn +

1

2

)
したがって

an − bn +
1

2
=

(
a1 − b1 +

1

2

)
(−1)n−1

=

(
1

2
− 2 +

1

2

)
= (−1)n,

an +
1

2
bn +

1

2
=

(
a1 +

1

2
b1 +

1

2

)
·2n−1

=

(
1

2
+

1

2
·2 + 1

2

)
·2n−1 = 2n

上の 2式から an =
2n+1

3
+

(−1)n

3
−

1

2

bn =
2n+1

3
−

2(−1)n

3

(4) c1 =
√
2, d1 = 4および{

cn+1 = cndn
dn+1 = 2cn

2
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定めれた数列は，すべての nについて，cn > 0, dn > 0であることに注
意して，2式の両辺を 2を底とする対数をとると

log2 cn+1 = log2 cn + log2 dn, log2 dn+1 = 2 log2 cn + 1

また a1 = log2 c1 =
1

2
, b1 = log2 d1 = 2

これから，log2 cn, log2 dnが，それぞれ an, bnと一致するから

log2 cn
2dn = 2 log2 cn + log2 dn

= 2an + bn

= 2

{
2n+1

3
+

(−1)n

3
− 1

2

}
+

{
2n+1

3
− 2(−1)n

3

}
= 2n+1 − 1

よって cn
2dn = 22n+1−1 �
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3.42 (1) q1は，1回目に裏が出る確率であるから q1 = 1 − p

操作により，次の確率漸化式が成立する．

qn+1 = (1− p)qn + p(1− qn) すなわち qn+1 = (1− 2p)qn + p (∗)

これを変形すると

qn+1 −
1

2
= (1− 2p)

(
qn −

1

2

)

数列
{
qn −

2

2

}
は初項 q1 −

1

2
=

1

2
(1− 2p)，公比 1− 2pの等比数列より

qn −
1

2
=

1

2
(1− 2p)·(1− 2p)n−1 よって qn =

1

2
{1 + (1− 2p)n} (∗∗)

n = 2, 3を (∗∗)に代入すると

q2 = 1 − 2p + 2p2, q3 = 1 − 3p + 6p2 − 4p3

(2) (∗)より qn+1 = (1 − 2p)qn + p

(3) (∗∗)より qn =
1

2
{1 + (1 − 2p)n}

(4)
Xn 1 −1 合計

P (Xn) qn 1− qn 1

E(Xn) = 1qn + (−1)(1− qn) = 2qn − 1 = (1 − 2p)n

E(Xn
2) = 12qn + (−1)2(1− qn) = 1

したがって

V (Xn) = E(Xn
2)− E(Xn)

2 = 1 − (1 − 2p)2n

σ(Xn) =
√

V (Xn) =
√
1 − (1 − 2p)2n

�
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3.43 (1) 大きいサイコロ，小さいサイコロの目をそれぞれ，A, Bとすると

X = 10A+B, Y = 10B + A (A,B = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

X − Y = 9(A−B)より，X − Y = 0のとき，A = Bであるから

P (X − Y = 0) = P (A = B) =
6

62
=

1

6

P (X − Y > 0) + P (X − Y = 0) + P (X − Y < 0) = 1，

P (X − Y > 0) = P (X − Y < 0)であるから

P (X − Y > 0) =
1

2
{1− P (X − Y = 0)} = 1

2

(
1− 1

6

)
=

5

12

(2) E(A) = E(B)，V (A) = V (B)により (A, Bは独立変数)

E(X) = E(10A+B) = 10E(A) + E(B) = 11E(A),

V (X) = V (10A+B) = 102V (A) + V (B) = 101V (A)

このとき E(A) =
1

6
·1
2
·6·7 =

7

2
,

V (A) = E(A2)− E(A)2 =
1

6
·1
6
·6·7·13−

(
7

2

)2

=
35

12

よって E(X) = 11·7
2
=

77

2
, V (X) = 101·35

12
=

3535

12

(3) (2)の V (A), V (B)を用いると

V (A−B) = V (A+ (−B)) = V (A) + V (−B)

= V (A) + (−1)2V (B) = 2V (A) = 2·35
12

=
35

6
,

V (X − Y ) = V (9(A−B)) = 92V (A−B) = 92·35
6

よって σ(X − Y ) =
√
V (X − Y ) = 9

√
35

6
=

3

2

√
210

補足 A, Bは独立変数であるから V (A−B) = V (A) + V (B)

X, Y は独立変数ではないから V (X − Y ) 6= V (X) + V (Y ) �
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4.1 (1) ABを直径とする円をCtとする．

∠P =
π

2
より，PはCt上にある．

円周角の定理により

∠BOP = ∠BAP

ゆえに ∠BOP = α

直線OPの偏角は
π

2
− α

直線OPの方程式は

y = x tan
(π
2
− α

)
よって y =

x

tanα

　

O

y

x

t

αα

A

P

B Ct

(2) ∠OBP = t+
(π
2
− α

)
=

π

2
− (α− t)

4OBPに正弦定理を適用すると

OP

sin∠OBP
= 1 ゆえに OP = sin

{π
2
− (α− t)

}
= cos(α− t)

f(t) = OPとおくと，f(t)は t = 0から t = αまで単調増加，

t = αから t =
π

2
まで単調減少である．

f(0) = cosα, f(α) = 1, f
(π
2

)
= sinα

よって，点 Pが動く道のりを Lとすると

L = {f(α)− f(0)}+
{
f(α)− f

(π
2

)}
= 1− cosα + (1− sinα) = 2 − sinα − cosα
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(3) 与えらた連立不等式から(
x− 1

2

)2

+ y2 <
1

4
,

x2 +

(
y − 1

2

)2

<
1

4

これを満たす領域Dは右の図の斜線
部分である (境界線を含まない)．2点
O，Pを通る直線を `とし，`とDの
境界線の交点をQとする．

　

O

y

x1
2

1
2

1

1

(i) 0 < α 5 π

4
のとき

OQ = sinα 5 cosα = f(0) < f(t) = OP

(ii)
π

4
5 α <

π

2
のとき

OQ = cosα 5 sinα = f
(π
2

)
< f(t) = OP

(i)，(ii)より，点 Pは領域Dには入らない．

O

y

x1

1

O

y

x1

1

α

α

Q

Q

0 < α 5 π

4

π

4
5 α <

π

2

`

`

α

�
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4.2 (1)
1

α− 1
=

α− 1

(α− 1)(α− 1)
=

α− 1

|α− 1|2
より

Im

(
1

α− 1

)
= Im

(
α− 1

|α− 1|2

)
= Im

(
α

|α− 1|2

)
= − Im(α)

|α− 1|2

よって Im(α) > 0 ⇐⇒ Im

(
1

α− 1

)
< 0

(2) Im(z) > 0より，z 6= 0に注意して

z2 − 1

(1− iz)− 1
=

z2 − 1

−iz

は実数であるから

z2 − 1

−iz
−
(
z2 − 1

−iz

)
= 0 ゆえに

z2 − 1

−iz
− z2 − 1

iz
= 0

上の第 2式から z(z2 − 1) + z(z2 − 1) = 0

(z + z)(zz − 1) = 0

2Re(z)(|z|2 − 1) = 0

よって，Sの満たす条件は

Re(z) = 0 または |z| = 1 (Im(z) > 0)

したがって，Sは，下の図の太線部分で，◦は含まない．

O

Im

Re

1

1−1
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(3) w =
1

z − 1
について，(1)の結論から，Im(z) > 0より Im(w) < 0

d =

∣∣∣∣w +
i√
2

∣∣∣∣とおくと，dは点− i√
2
と点wの 2点間の距離を表す．

w =
1

z − 1
より z =

w + 1

w

(i) Re(z) = 0のとき，z + z = 0より
w + 1

w
+

w + 1

w
= 0

ww +
1

2
(w + w) = 0 ゆえに

∣∣∣∣w +
1

2

∣∣∣∣2 = 1

4

wは中心−1

2
，半径

1

2
の円の Im(w) < 0 の部分を表す．

dを最小にする点をw1とすると∣∣∣∣w1 +
i√
2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−1

2
+

i√
2

∣∣∣∣− 1

2
=

√
3− 1

2

(ii) |z| = 1のとき，

∣∣∣∣w + 1

w

∣∣∣∣ = 1より |w + 1| = |w|

wは 2点−1, 0の垂直二等分線の Im(w) < 0の部分を表す．

dを最小にする点をw2とすると

∣∣∣∣w2 +
i√
2

∣∣∣∣ = 1

2

(i)，(ii)の結果から∣∣∣∣w2 +
i√
2

∣∣∣∣− ∣∣∣∣w1 +
i√
2

∣∣∣∣ = 1

2
−
√
3− 1

2
=

2−
√
3

2
> 0∣∣∣∣w1 +

i√
2

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣w2 +
i√
2

∣∣∣∣ であるから，求める最小値は∣∣∣∣w1 +
i√
2

∣∣∣∣ =
√
3 − 1

2

O

Im

Re

−1
2−1

− i√
2

w1

w2
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補足 (2)で得られた結果

Re(z) = 0 または |z| = 1 (Im(z) > 0)

は次のように表記することもできる 12．

z = i tan θ
(
0 < θ <

π

2

)
または z = cosϕ+ i sinϕ (0 < ϕ < π)

(i) z = i tan θ
(
0 < θ <

π

2

)
のとき

w =
1

z − 1
=

1

i tan θ − 1
= − cos θ

cos θ − i sin θ

= − cos θ(cos θ + i sin θ) = − cos2 θ − i sin θ cos θ

= −1

2
− 1

2
(cos 2θ + i sin 2θ)

= −1

2
+

1

2
{cos(2θ + π) + i sin(2θ + π)}

wは中心−1

2
，半径

1

2
の円周上のπ < arg

(
w +

1

2

)
< 2π を満たす点．

(ii) z = cosϕ+ i sinϕ (0 < ϕ < π)のとき

w =
1

z − 1
=

1

cosϕ+ i sinϕ− 1

=
cosϕ− 1− i sinϕ

(cosϕ− 1 + i sinϕ)(cosϕ− 1− i sinϕ)

=
cosϕ− 1− i sinϕ

2(1− cosϕ)
= −1

2
− i sinϕ

2(1− cosϕ)

= −1

2
−

2i sin ϕ
2
cos ϕ

2

4 sin2 ϕ
2

= −1

2
− i

2 tan ϕ
2

= −1

2
− i

2
tan

π − ϕ

2

wはRe(w) = −1

2
の直線上の Im(w) < 0を満たす点． �

12http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2019.pdf (p.10の解説を参照)
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4.3 (1) 0 5 x 5 1

n
において xme−

1
n 5 xme−x 5 xm

∫ 1
n

0

xme−
1
n dx = e−

1
n

∫ 1
n

0

xm dx = e−
1
n

[
xm+1

m+ 1

] 1
n

0

=
e−

1
n

(m+ 1)nm+1
,∫ 1

n

0

xm dx =

[
xm+1

m+ 1

] 1
n

0

=
1

(m+ 1)nm+1

したがって
e−

1
n

(m+ 1)nm+1
5
∫ 1

n

0

xme−x dx 5 1

(m+ 1)nm+1
(∗)

e−
1
n 5 (m+ 1)nm+1

∫ 1
n

0

xme−x dx 5 1

よって e−
1
n 5 A(m, n) 5 1

(2) (1)の結果について lim
n→∞

e−
1
n = 1であるから，はさみうちの原理により

bm = lim
n→∞

A(m, n) = 1

(3) A(m, n)について

A(m, n) = (m+ 1)nm+1

∫ 1
n

0

xme−x dx

= nm+1

∫ 1
n

0

(xm+1)′e−x dx

= nm+1

[
xm+1e−x

] 1
n

0

− nm+1

∫ 1
n

0

xm+1(e−x)′ dx

= e−
1
n + nm+1

∫ m+1

0

xm+1e−x dx

したがって
∣∣∣A(m, n)− e−

1
n

∣∣∣ = nm+1

∫ 1
n

0

xm+1e−x dx

(∗)により
∣∣∣A(m, n)− e−

1
n

∣∣∣ 5 nm+1· 1

(m+ 2)nm+2
=

1

(m+ 2)n

lim
m→∞

1

(m+ 2)n
= 0であるから，はさみうちの原理により

cn = lim
m→∞

A(m, n) = e− 1
n �
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4.4 (1) xnを x− αで割った商をQ1(x)，余りをCとすると

xn = (x− α)Q1(x) + C

Q1(x)を x− βで割った商をQ2(x)，余りをBとすると

Q1(x) = (x− β)Q2(x) +B

Q2(x)を x− βで割った商をQ(x)，余りをAとすると

Q2(x) = (x− β)Q(x) + A

したがって

xn = (x− α)Q1(x) + C

= (x− α){(x− β)Q2(x) +B}+ C

= (x− α)(x− β)Q2(x) +B(x− α) + C

= (x− α)(x− β){(x− β)Q(x) + A}+B(x− α) + C

= (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C (∗)
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(2) x = αを (∗)に代入すると C = αn

xn − αn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) + B(x− α)

xn − αn

x− α
= (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B

f(x) =
xn − αn

x− α
とおくと f ′(x) =

nxn−1(x− α)− (xn − αn)

(x− α)2

f(x) = (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B,

f ′(x) = 2(x− β)Q(x) + (x− β)2Q′(x) + A

これから，B = f(β)，A = f ′(β)より

B =
βn − αn

β − α
, A =

nβn−1(β − α) − (βn − αn)

(β − α)2

(3) g(β) = nβn−1(β − α)− (βn − αn)とおくと

g′(β) = n(n− 1)βn−2(β − α)

g′′(β) = n(n− 1){(n− 2)βn−3(β − α) + βn−2}

g(α) = 0，g′(α) = 0，g′′(α) = n(n− 1)αn−2より，g(β)は (β − α)2 を因
数にもつから，g(β) = (β − α)2A(β)とおくと

g′(β) = 2(β − α)A(β) + (β − α)2A′(β)

g′′(β) = 2A(β) + 4(β − α)A′(β) + (β − α)2A′′(β)

g′′(α) = 2A(α) = n(n− 1)αn−2, A = A(β)より

lim
β→α

A = lim
β→α

A(β) = A(α) =
1

2
n(n− 1)αn−2

補足 n次式 g(β)を αを極としてテイラー展開すると 13

g(β) = g(α) + g′(α)(β − α) +
g′′(α)

2!
(β − α)2 +

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k

このとき A =
g(β)

(β − α)2
=

g′′(α)

2!
+

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k−2

よって lim
β→α

A =
g′′(α)

2!
=

1

2
n(n− 1)αn−2 �

13http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2001.pdf (p.7)
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4.5 (1) f(x) = (x2 + 3x+ a)(x+ 1)2の最小値が負であるとき，2次方程式

x2 + 3x+ a = 0

が異なる 2つの実数解をもつから，係数について

D = 32 − 4a > 0 よって a <
9

4

(2) f(x)を微分すると

f ′(x) = (2x+ 3)(x+ 1)2 + (x2 + 3x+ a)·2(x+ 1)

= (x+ 1){(2x+ 3)(x+ 1) + 2(x2 + 3x+ a)}
= (x+ 1)(4x2 + 11x+ 2a+ 3)

g(x) = 4x2 + 11x+ 2a+ 3とおくと g(−1) = 2(a− 2) < 0

f ′(x) = 0の実数解−1, α1, α2(α1 < α2)について α1 < −1 < α2

解と係数の関係から α1 + α2 = −
11

4

f ′(x) = 4(x+ 1)(x− α1)(x− α2)より

x · · · α1 · · · −1 · · · α2 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

ここで f(x) = {(x+ 1)2 + (x+ 1) + a− 2}(x+ 1)2

= (x+ 1)4 + (x+ 1)3 + (a− 2)(x+ 1)2

−2− α2 < −1に注意して (−2− α2と α2の中央が−1)

f(α2) = (α2 + 1)4 + (α2 + 1)3 + (a− 2)(α2 + 1)2

f(−2− α2) = (α2 + 1)4 − (α2 + 1)3 + (a− 2)(α2 + 1)2

α2 + 1 > 0であるから f(−2− α2) < f(α2)

また (−2− α2)− α1 = −2− (α1 + α2) = −2−
(
−11

4

)
=

3

4
> 0

α1 < −2− α2 < −1および増減表から f(α1) < f(−2− α2)

したがって f(α1) < f(−2− α2) < f(α2) よって f(α1) < f(α2)
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別解 (2)の途中の計算から

f ′(x) = −4(x+ 1)(x− α1)(α2 − x) (α1 < α2)

したがって

f(α2)− f(α1) =

∫ α2

α1

f ′(x) dx

= −4
∫ α2

α1

(x+ 1)(x− α1)(α2 − x) dx

= −4
∫ α2

α1

{(x− α1) + (α1 + 1)}(x− α1)(α2 − x) dx

= −4
∫ α2

α1

(x− α1)
2(α2 − x) dx

− 4(α1 + 1)

∫ α2

α1

(x− α1)(α2 − x) dx

= −4· 1
12

(α2 − α1)
4 − 4(α1 + 1)·1

6
(α2 − α1)

3

= −1

3
(α2 − α1)

3{(α2 − α1) + 2(α1 + 1)}

= −1

3
(α2 − α1)

3(α1 + α2 + 2)

α1 + α2 = −
11

4
であるから

f(α2)− f(α1) =
1

4
(α2 − α1)

3 > 0

よって f(α1) < f(α2)

補足 次の積分公式 14∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

を利用している．

14http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．
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(3) f ′(x) = (x+ 1)g(x)について

g(x) = 4

(
x+

11

8

)2

+ 2

(
a− 73

32

)
, g(−1) = 2(a− 2)

であることと (1)の結果に注意して，f(x)の増減を調べる．

(i) a < 2のとき，(2)の結果から，β = α1とすれば成立する．

(ii) a = 2のとき，g(x) = 4x2 + 11x+ 7 = (x+ 1)(4x+ 7)より

f ′(x) = (x+ 1)2(4x+ 7)

x · · · −7
4
· · · −1 · · ·

f ′(x) − 0 + 0 +

f(x) ↘ 最小 ↗ 0 ↗

したがって β = −7

4

(iii) 2 < a 5 9

4
のとき

x · · · α1 · · · α2 · · · −1 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘ 極小 ↗
(1)の結果から，f(α1) 5 0 = f(−1)であるから，β = α1

(iv)
9

4
< a <

73

32
のとき，(iii)の増減表と同じであるが，(1)の結果から

f(α1) > 0 = f(−1)となり，条件を満たさない．

(v) a =
73

32
のとき，f ′(x) = 4(x+ 1)

(
x+

11

8

)2

x · · · −11
8
· · · −1 · · ·

f ′(x) − 0 − 0 +

f(x) ↘ ↘ 0 ↗
したがって β = −1

(vi)
73

32
< aのとき，g(x) > 0であるから

x · · · −1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 0 ↗
したがって β = −1

以上から，(iv)以外の場合であればよいから a 5
9

4
,
73

32
5 a �
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4.6 (1) f(x) = (x+ 1)e−xとおくと

f ′(x) = −xe−x

C : y = f(x)上の点 P(t, f(t))にお
ける法線の方程式は

x− t+ f ′(t){y − f(t)} = 0

　

O

y

x
R

P

t
Q

C

1

−1

これに y = 0を代入すると x− t− f ′(t)f(t) = 0

x− t = f ′(t)f(t) ゆえに QR = |x− t| = |f ′(t)f(t)|

t > −1に注意して QR = |te−t·(t+ 1)e−t| = |t|(t + 1)e−2t

補足 C上の点P(t, f(t))における法線は，ベクトル (1, f ′(t)) と垂直であるか
ら，法線上の任意の点 (x, y)について

(x− t, y − f(t))⊥(1, f ′(t)) ゆえに x− t+ f ′(t){y − f(t)} = 0

本題では，t = 0のとき，f ′(t) = 0であるから，一般的 (generic)に用いる

公式 y − f(t) = − 1

f ′(t)
(x− t)では t 6= 0 としてPQを求め，t = 0の場合

は，法線 PQは y軸と一致するからQR = 0となる．これらをまとめて

QR = |t|(t+ 1)e−2t

と表記できることを説明する必要がある．やはり一般 (general)公式

x− t+ f ′(t){y − f(t)} = 0

を用いた方がよい．(薬でもそうであるが)，ジェネリックでも大半の場合
に有効であるが，ごく一部に適用できない場合がある．

(2) g(x) = ex − 1− x− x2

2
とおくと

g′(x) = ex − 1− x, g′′(x) = ex − 1 = e0 − 1 = 0

g′(0) = 0，g′′(x) = 0 (x = 0)であるから g′(x) = 0 (x = 0)

g(0) = 0，g′(x) = (x = 0)であるから g(x) = 0 (x = 0)

よって x = 0 のとき ex = 1 + x+
x2

2
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別解 x = 0のとき 15

ex = 1 +

∫ x

0

et dt = 1 +

∫ x

0

(t− x)′et dt

= 1 +

[
(t− x)et

]x
0

−
∫ x

0

(t− x)et dt

= 1 + x−
∫ x

0

{
1

2
(t− x)2

}′

et dt

= 1 + x−
[
1

2
(t− x)2et

]x
0

+

∫ x

0

1

2
(t− x)2et dt

= 1 + x+
x2

2
+

∫ x

0

1

2
(t− x)2et dt = 1 + x+

x2

2

(3) h(t) = t(t+ 1)e−2t (t > −1)とおくと h′(t) = (1− 2t2)e−2t

t (−1) · · · − 1√
2
· · · 1√

2
· · ·

h′(t) − 0 + 0 −
h(t) (0) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

h

(
− 1√

2

)
= −
√
2− 1

2
e
√
2，

1√
2
< tのとき 0 < h(t) < h

(
1√
2

)
=

√
2 + 1

2
e−

√
2

d(t) = |h(t)|であるから，d(t)の最大値をM とすると

M = max

(√
2− 1

2
e
√
2,

√
2 + 1

2
e−

√
2

)

このとき

√
2−1
2

e
√
2

√
2+1
2

e−
√
2
= (
√
2− 1)2e2

√
2 =

{
(
√
2− 1)e

√
2
}2

(2)の結果に x =
√
2を代入すると

e
√
2 = 1 +

√
2 +

(
√
2)2

2
=
√
2(
√
2 + 1)

上の 2式から

√
2−1
2

e
√
2

√
2+1
2

e−
√
2
= {(
√
2− 1)·

√
2(
√
2 + 1)}2 = 2 > 1

よって，求める最大値は

√
2 − 1

2
e
√

2 �

15http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2021.pdfの 6 を参照．
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4.7 (1) y = sinxを微分すると y′ = cosx

曲線 y = sin x上の点 (an, sin an)における接線の方程式は

y − sin an = (x− an) cos an

これが点 (−p, 0)を通るから，cos an 6= 0に注意して

− sin an = (−p− an) cos an よって tan an = an + p

(2) f(x) = tan x− xとおくと f ′(x) =
1

cos2 x
− 1 = tan2 x = 0

anは方程式 f(x) = pの解である (p > 0)．f(x)は単調増加であり，

f((n− 1)π) = −(n− 1) 5 0, lim
x→ 2n−1

2
π−0

f(x) =∞

であるから，開区間 In =

(
(n− 1)π,

2n− 1

2
π

)
に方程式 f(x) = pの解

anが唯一存在する．an ∈ In，an+1 ∈ In+1より

an+1 − an > 0 · · · 1©

f(an) = f(an+1)であるから

tan an − an = tan an+1 − an+1 · · · 2©

1©， 2©より tan an+1 − tan an = an+1 − an > 0

tan an = tan(an + π)であるから

tan(an + π) < tan an+1

このとき，an + π ∈ In+1, an+1 ∈ In+1に注意して

an + π < an+1 よって an+1 − an > π

(3) 2©から，an+1 − an = tan an+1 − tan an．これを (2)の結果に代入すると

tan an+1 − tan an > π

したがって
n∑

k=1

(tan ak+1 − tan ak) >
n∑

k=1

π

a1 =
π

3
より tan an+1 − tan

π

3
> nπ よって tan an+1 > nπ +

√
3
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補足 グラフは次にようになる．

O

y

x−p a1
a2

a3

O

y

x
−p

a1 a2 a3

{an}は tanx− x = p (x > 0)の解．(n− 1)π < an < (n− 1
2
)π．

an+1 − an > πより

(tan an+1 − p)− (tan an − p) > π ゆえに tan an+1 − tan an > π �
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4.8 (1) 関数 f(x)は区間 x = 0において連続な増加関数で f(0) = 1であるから，

区間 0 5 x 5 2− 1

n
において (nは正の整数)

f(x)

2− x
= f(0)

2− x
ゆえに

f(x)

2− x
= 1

2− x

したがって∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx =

∫ 2− 1
n

0

1

2− x
dx = −

[
log(2− x)

]2− 1
n

0

= log 2n

lim
n→∞

log 2n =∞より lim
n→∞

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx =∞

(2) (1)と同様に，2 +
1

n
5 x 5 yにおいて，

f(x)

x− 2
>

1

x− 2
より

Fn(y) =

∫ y

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dx >

∫ y

2+ 1
n

1

x− 2
dx

=

[
log(x− 2)

]y
2+ 1

n

= log n(y − 2)

lim
y→∞

log n(y − 2) =∞より lim
y→∞

Fn(y) = 0

与えらえた等式 (A)

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx+

∫ an

2+ 1
n

f(x)

2− x
= 0より

∫ an

2+ 1
n

f(x)

x− 2
=

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx ゆえに Fn(an) =

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx (∗)

F ′
n(y) =

f(y)

y − 2
より，y > 2において F ′

n(y) > 0

Fn(y)から Fn

(
2 +

1

n

)
= 0． (∗)より Fn

(
2 +

1

2

)
< Fn(an)

Fn(4)− Fn(an) =

∫ 4

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dx−

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx

ここで
∫ 2− 1

n

0

f(x)

2− x
dxについて，x = 4− tとおくと

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx =

∫ 2+ 1
n

4

f(4− t)

t− 2
(−dt) =

∫ 4

2+ 1
n

f(4− x)

x− 2
dx
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2 +
1

n
5 x 5 4において 4− x < xで，f(x)が増加関数であるから

f(x)− f(4− x) > 0

が成立する．これから

Fn(4)− Fn(an) =

∫ 4

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dx−

∫ 4

2+ 1
n

f(4− x)

x− 2
dx

=

∫ 4

2+ 1
n

f(x)− f(4− x)

x− 2
dx > 0

したがって

Fn

(
2 +

1

n

)
< Fn(an) < Fn(4) (∗∗)

Fn(y)は単調増加なので，(∗∗)，すなわち，(A)を満たす anはただ 1つ存
在する．

(3) Fn(y)は単調増加なので，(∗∗)より，すべての nについて，不等式

an < 4

が成立する． �
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4.9 (1) C1，C2は偶関数である．x = 0の点はこれらの共有点ではないから，

0 < x <
π

2
において，共有点が 1つとなる aの値を求めればよい．

C1，C2の方程式から yを消去すると

4 cos2 x = a− tan2 x ゆえに a = 4 cos2 x+ tan2 x (∗)

f(x) = 4 cos2 x+ tan2 x
(
0 < x <

π

2

)
とおくと

f ′(x) = −8 cos x sin x+ 2 tan x· 1

cos2 x
=

2 sin x(1− 4 cos4 x)

cos3 x

f(x)の増減表は

x (0) · · · π
4
· · · (π

2
)

f ′(x) − 0 +

f(x) (4) ↘ 3 ↗ (∞)

lim
x→π

2
−0

f(x) =∞

0 < a < 4より，(∗)がただ 1つの実数解をもつときの aの値は 3

別解 C1，C2は偶関数である．x = 0の点はこれらの共有点ではないから，

0 < x <
π

2
において，共有点が 1つとなる aの値を求めればよい．

C1，C2の方程式から yを消去すると 4 cos2 x = a− tan2 x

t = cos2 xとおくと (0 < t < 1)，tan2 x =
1− cos2 x

cos2 x
=

1− t

t
より

4t = a− 1− t

t
整理すると 4t2 − (a+ 1)t+ 1 = 0 · · · 1©

この 2次方程式が重解をもつから

(a+ 1)2 − 4·4·1 = 0 ゆえに (a+ 5)(a− 3) = 0

0 < a < 4より a = 3 このとき， 1©は重解 1

2
をもち，条件を満たす．

よって a = 3
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(2) f(x) = 3より，C1 : y = 4 cos2 x，C2 : y = 3− tan2 xについて

4 cos2 x− (3− tan2 x) = f(x)− 3 = 0

したがって，求める面積を Sとすると

S

2
=

∫ π
4

0

{f(x)− 3} dx

=

∫ π
4

0

(4 cos2 x+ tan2 x− 3) dx

=

∫ π
4

0

(
2 cos 2x+

1

cos2 x
− 2

)
dx

=

[
sin 2x+ tan x− 2x

]π
4

0

= 2− π

2

よって S = 4 − π

O

y

x

4

3

π
4

2

π
2

C1

C2

S

2

−π
4

−π
2

�
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4.10 Pが線分AB上にあるとき，P(2− 2t, 0, 2t)とする
(
1

2
5 t 5 1

)
．

Pから xy平面に垂線 PRを引くと R(2− 2t, 0, 0)

直角三角形 PQRにおいて，PQ = 2，PR = 2tであるから

QR =
√

PQ2 − PR2 =
√
22 − (2t)2 = 2

√
1− t2

PRの中点をNとすると，中点連結定理により

MN =
1

2
QR =

√
1− t2

したがって，平面 z = tにおける中心 (2− 2t, 0, 0)，半径
√
1− t2の円をCtと

すると，MはCt上にある．

x

z

O

z

1

1

A2

S
P

x

P

y M

Q

B

2t

2−2t
O

y

R

N

2t
Ct

R

Ctの x座標 2 − 2tおよび半径
√
1− t2の大小関係により，点 Pが S上にある

から，点Mが通過する範囲は，次の領域 (Ctの包絡線)を描く．

O

y

x O

y

x

2− 2t <
√
1− t2 2− 2t >

√
1− t2
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Kの z = tにおける断面積を S(t)とすると
(
1

2
5 t 5 1

)

S(t) = π
{
(2− 2t) +

√
1− t2

}2

− π
∣∣∣(2− 2t)−

√
1− t2

∣∣∣2
= 4π(2− 2t)

√
1− t2

= 8π
√
1− t2 − 8πt

√
1− t2

Kの体積を V とすると

V

8π
=

∫ 1

1
2

S(t)

8π
dt =

∫ 1

1
2

√
1− t2 dt−

∫ 1

1
2

t
√
1− t2 dt (∗)

ここで ∫ 1

1
2

√
1− t2 dt

は，右の図の斜線部分の面積と等しいから∫ 1

1
2

√
1− t2 dt =

1

2
·12·π

3
− 1

2
·1
2
·
√
3

2

=
π

6
−
√
3

8
· · · 1©

　

O

y

t11
2

1

1

π
3

√
3
2

また
∫ 1

1
2

t
√
1− t2 dt =

[
−1

3
(1− t2)

3
2

]1
1
2

=

√
3

8
· · · 2©

1©， 2©を (∗)に代入すると

V

8π
=

(
π

6
−
√
3

8

)
−
√
3

8
=

π

6
−
√
3

4

よって V = 8π

(
π

6
−
√
3

4

)
= π

(
4

3
π − 2

√
3

)
�
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4.11 (1) f(x) = x2 − px+ 1および f(α) = 0より

f

(
1

α

)
=

(
1

α

)2

− p· 1
α
+ 1

=
1

α2
(1− pα + α2) =

1

α2
f(α) = 0

(2) C : y = x2 − px+ 1，l : y =
1

p
xから，yを消去すると

x2 − px+ 1 =
1

p
x ゆえに (x− p)

(
x− 1

p

)
= 0

lの方程式から x = p のとき y = 1，x =
1

p
のとき y =

1

p2

よって，Cと lの交点の座標は (p, 1) ,

(
1

p
,

1

p2

)
(3) f(x) = x2 − px+ 1より f ′(x) = 2x− p

f(α) = 0，f ′(α) = 2α− pであるから，mの方程式は

x− α + f ′(α){y − f(α)} = 0 すなわち x− α + (2α− p)y = 0

これと lの方程式から yを消去すると

x− α + (2α− p)·1
p
x ゆえに α(2x− p) = 0

α 6= 0より x =
p

2
これを lの方程式に代入すると y =

1

2

よって，交点の座標は
(
p

2
,
1

2

)
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(4) f(x) = 0の解が α,
1

α
であるから (α > 1)，解との係数の関係により

α +
1

α
= p ゆえに 0 <

1

α
<

p

2
< α

曲線Cの方程式を変形すると
(
x− p

2

)2
= y +

p2

4
− 1

連立不等式の表す領域Dは，下の図の斜線部分である．

O

y

x

C

l

x = p
2

m

p

1

α1
α

p
2

1
2

したがって，求める回転体の体積 V は

V = π

∫ 1

0

(
x− p

2

)2
dy − 1

3
π
(
α− p

2

)2
·1
2
− 1

3
π
(
p− p

2

)2
·1
2

= π

∫ 1

0

(
y +

p2

4
− 1

)
dy − π

6

(
α2 − αp+

p2

2

)
= π

[
y2

2
+

(
p2

4
− 1

)
y

]1
0

− π

6

(
α2 − αp+

p2

2

)
= π

(
p2

6
− 1

2
− α2

6
+

αp

6

)
= π

{
1

6

(
α +

1

α

)2

− 1

2
− α2

6
+

α

6

(
α +

1

α

)}

=
π

6

(
α2 +

1

α2

)
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補足 2点 (α, 0)，(p, 1)を通る直線を nとする．3直線 l, m, nで囲まれた三
角形を T とし，T の面積を Sとすると

S =
1

2

(
p− p

2

)
g(α) =

1

2
·p
2
·α
p
=

α

4

T の重心をGとし，Gの x座標を xgとすると

xg =
1

3

(p
2
+ α + p

)
=

p

2
+

α

3

Gと直線 x =
p

2
の距離を dとすると

d = xg −
p

2
=
(p
2
+

α

3

)
− p

2
=

α

3

T を直線 x =
p

2
のまわりに 1回転してできる立体の体積を V1とすると，

パップス・ギュルダンの定理 (Pappus-Guldinus theorem)により 16

V1 = 2πdS = 2π·α
3
·α
4
=

πα2

6

O

y

x

C

l

x = p
2

m

p

1

α1
α

p
2

1
2

n

α
p

直線 nの方程式は y =
1

p− α
(x− α) すなわち y = α(x− α)

C と nで囲まれた図形を直線 x =
p

2
のまわりに 1回転してできる立体の

体積を V2とすると，バウムクーヘン型求積法により

V2

2π
=

∫ p

α

(
x− p

2

){
α(x− α)− (x− α)

(
x− 1

α

)}
dx

16http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6を参照)
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p = α +
1

α
を利用すると

V2

2π
=

∫ p

α

(
x− p

2

)
(x− α)

(
α +

1

α
− x

)
dx

=

∫ p

α

{p
2
− (p− x)

}
(x− α)(p− x) dx

=
p

2

∫ p

α

(x− α)(p− x) dx−
∫ p

α

(x− α)(p− x)2 dx

=
p

2
·1
6
(p− α)3 − 1

12
(p− α)4

=
1

12
{p− (p− α)} (p− α)3 =

1

12
α

(
1

α

)3

=
1

12α2

したがって V2 =
π

6α2
よって V = V1 + V2 =

π

6

(
α2 +

1

α2

)
バウムクーヘン型求積法

a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および
2直線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

また積分公式 17∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m+ n+ 1)!
(β − α)m+n+1

を利用している． �

17http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．
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4.12 (1) l, m, nは正の奇数であるから

l = 2a+ 1, m = 2b+ 1, n = 2c+ 1 (a, b, cは 0以上の整数)

とおくと，l +m+ n = 99のとき

2a+ 1 + 2b+ 1 + 2c+ 1 = 99 ゆえに a+ b+ c = 48

これを満たす組 (a, b, c)の個数は

3H48 = 3+48−1C48 = 50C2 =
50·49
2

= 1225 (個)

(2) l, m, nの中に同じ奇数を 2つだけ含む組は

(i) l = m 6= n (ii) m = n 6= l (iii) n = l 6= m

の 3つの場合がある．(i)について

2a+ 1 = 2b+ 1 6= 2c+ 1 ゆえに a = b 6= c, a+ b+ c = 48

b = aより，c = 48− 2a 6= aであるから

a = 0, 48a− 2a = 0, 48− 2a 6= a

aは 16を除く 0以上 24以下の整数で 24組ある．

(ii)，(iii)の場合も (i)の場合と同様にそれぞれ 24組ある．

また，l = m = nが等しい同じ奇数を含む組が 1組ある．

よって，求める個数は 24× 3 + 1 = 73 (個)

(3) K = 2k + 3とおき (kは 0以上の整数)，N を求める．(1)と同様に

2a+ 1 + 2b+ 1 + 2c+ 1 = 2k + 3 ゆえに a+ b+ c = k

したがって N = 3Hk = 3+k−1Ck = k+2C2 =
(k + 2)(k + 1)

2

N > Kより
(k + 2)(k + 1)

2
> 2k + 3 ゆえに k(k − 1) > 4

これを満たす最小の kが 3であるから，求めるKは 2·3 + 3 = 9 �
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4.13 (1) ab+ 2c = abcより，(ab− 2)c 5 abであるから，ab 5 2のとき，cは任意．

ab = 3 のとき c 5 ab

ab− 2
= 1 +

2

ab− 2
· · · (∗)

とくに，ab = 5 のとき c < 2 ゆえに c = 1

(i) ab 5 2，すなわち，(a, b) = (1, 1), (1, 2), (2, 1)のとき

c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

(ii) ab = 3，すなわち，(a, b) = (1, 3), (3, 1)のとき，(∗)より

c 5 3 ゆえに c = 1, 2, 3

(iii) ab = 4，すなわち，(a, b) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)のとき，(∗)より

c 5 2 ゆえに c = 1, 2

(iv) ab = 5のとき，c = 1で，(a, b)の組は，(i)～(iii)を除いた

62 − (3 + 2 + 3) = 28 通り

(i)～(iv)より，求める確率は

3·6 + 2·3 + 3·2 + 28·1
63

=
58

216
=

29

108

(2) まず「ab + 2cと 2abcが互いに素であること」と「abと 2cが互いに素で
あること」が同値であることを示す．

(=⇒) abと 2cが素数 pを因数にもつならば，ab+2cおよび 2abc(= ab·2c)
は素数 pを因数にもち，ab+ 2cと 2abcはともに pを因数にもつ．

(⇐=) ab+2cと 2abc(= ab·2c)が素数 qを因数にもつならば，ab·2cが素数
qを因数にもつから，abまたは 2cが素数 qを因数にもつ．

2c = (ab+ 2c)− ab, ab = (ab+ 2c)− 2c

abが素数 qを因数にもつとき上の第 1式から 2cも qを因数にもち，2cが
素数 qを因数にもつとき上の第 2式から abも素数 qを因数にもつ．(証終)
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したがって，abと 2cが互いに素となる確率を求めればよい．

(a, b) = (1, 1)のとき c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

(a, b) = (1, 3), (3, 1), (3, 3)のとき c = 1, 2, 4, 5

(a, b) = (1, 5), (5, 1), (5, 5)のとき c = 1, 2, 3, 4, 6

(a, b) = (3, 5), (5, 3)のとき c = 1, 2, 4

よって，求める確率は

1·6 + 3·4 + 3·5 + 2·3
63

=
39

216
=

13

72

�
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4.14 (1) ~vk =

(
cos

2kπ

3
, sin

2kπ

3

)
より

~v0 =
~v3 =

~v6 = · · · , ~v1 =
~v4 =

~v7 = · · · , ~v2 =
~v5 =

~v8 = · · ·

~uj (j = 1, 2, · · · , n)を次のように定める．

~uj =

{
~vk (j回目で表が出て，kは j回目までに裏が出た回数)

~0 (j回目で裏が出る)

与えられた漸化式から
−→
OXn =

n∑
j=1

~uj

~uj ∈
{
~0, ~v0,

~v1,
~v2

}
であり，上式の右辺の~v0,

~v1,
~v2の個数をそれぞれ

a, b, cとすると，XnがOにあるとき，~v0 = −(~v1 + ~v2)により

−→
OXn = a~v0 + b~v1 + c~v2 = −a(~v1 + ~v2) + b~v1 + c~v2

= (b− a)~v1 + (c− a)~v2 =
~0

~v1,
~v2は，1次独立であるから

b− a = c− a = 0 すなわち a = b = c (∗)

このとき，a+ b+ c 5 8であるから a = b = c = 0, 1, 2

(i) a = b = c = 0のとき，8回とも裏が出る確率であるから
(
1

2

)8

(ii) a = b = c = 1のとき，裏が k回出た後に表が連続して出た回数を αk

とすると (k = 0, 1, 2, 3, 4, 5)

−→
OX8 = α0

~v0 + α1
~v1 + α2

~v2 + α3
~v3 + α4

~v4 + α5
~v5

= (α0 + α3)~v0 + (α1 + α4)~v1 + (α2 + α5)~v2 =
~0

α0 + α1 + α2 + α3 + α4 + α5 = 3，α0 + α3 = α1 + α4 = α2 + α5より

α0 + α3 = α1 + α4 = α2 + α5 = 1

このときの確率は 23
(
1

2

)8
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(iii) a = b = c = 2のとき，裏が k回出た後に表が連続して出た回数を βk

とすると (k = 0, 1, 2)

−→
OX8 = β0

~v0 + β1
~v1 + β2

~v2 =
~0

β0 + β1 + β2 = 6，β0 = β1 = β2より

β0 = β1 = β2 = 2

このときの確率は
(
1

2

)8

(i)～(iii)より，求める確率は(
1

2

)8

+ 23
(
1

2

)8

+

(
1

2

)8

= 10

(
1

2

)8

=
5

128

(2) (∗)より，Xn が Oにあるとき，表の出た回数 r = a + b + cについて，
a = b = cであるから，rは 3の倍数である．まず

pr = 0 (r 6≡ 0 (mod 3))

r ≡ 0 (mod 3)，すなわち，r = 3sのとき (s = 0, 1, 2, · · · , 66)，裏が k回
出た後に表が連続して出た回数を tkとすると

t0 + t3 + t6 + · · ·+ t198−3s = s

t1 + t4 + t7 + · · ·+ t199−3s = s

t2 + t5 + t8 + · · ·+ t200−3s = s

上の 3式を満たす tkの組は，すべて

67−sHs = (67−s)+s−1Cs = 66Cs

このとき p3s = (66Cs)
3

(
1

2

)200

=
(66Cs)

3

2200
(∗∗)

よって pr =


0 (r 6≡ 0)(

66C r
3

)3
2200

(r ≡ 0)
(mod 3)
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prが最大となるのは，(∗∗)より，66Csが最大となるときである．

66Cs+1

66Cs

=
66!

(s+ 1)!(65− s)!
·s!(66− s)!

66!
=

66− s

s+ 1

ゆえに 66Cs+1

66Cs

− 1 =
65− 2s

s+ 1

したがって

66C0 < 66C1 < · · · < 66C32 < 66C33 > 66C34 > · · · > 66C66

よって，s = 33，すなわち，r = 99のとき prは最大となる． �
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4.15 (1) f(m, n) = m+nCm −mn− 2 (m 5 n)とおくと

f(1, n) = (1 + n)− 1·n− 2 = −1

f(2, n) =
1

2
(n+ 2)(n+ 1)− 2n− 2 =

1

2
(n+ 1)(n− 2)

f(m, n) = 0を満たす正の整数の組 (m, n)を 1つ求めればよいから

(m, n) = (2, 2)

(2) 正の整数 l = 2, 3, · · · ,m− 1について

m+nCl+1 − m+nCl =
(m+ n)!

(l + 1)!(m+ n− l − 1)!
− m+nCm

=
m+ n− l

l + 1
·m+nCm − m+nCm

=
m+ n− 2l − 1

l + 1
·m+nCm

=
n−m+ 2(m− 1− l) + 1

l + 1
·m+nCm > 0

ゆえに m+nC2 < m+nC3 < · · · < m+nCm−1 < m+nCm

したがって，2 5 m 5 nを満たす整数m, nについて次式が成立する．

m+nCm − m+nC2 = 0 (∗)

ただし，上式について等号が成立するとき，m = 2である．

f(m, n) = m+nCm − m+nC2 + m+nC2 −mn− 2

とすると，2 5 m 5 nであるから

m+nC2 −mn− 2 =
1

2
(m+ n)(m+ n− 1)−mn− 2

=
1

2
(m+ 1)(m− 2) +

1

2
(n+ 1)(n− 2) = 0 (∗∗)

が成立する．ただし，等号が成立するとき，m = n = 2である．

(∗)，(∗∗)から，f(m, n) = 0となるのは，(1)の結果に限る．
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別解 与えられた等式から

g(m, n) =
m+nCm

mn+ 2
=

(m+ n)!

m!n!(mn+ 2)

とおく．(1)の結果から g(m, n) = 1を満たす整数m, n (2 5 m 5 n)を
求めればよい．

g(m, n+ 1)

g(m, n)
− 1 =

(m+ n+ 1)(mn+ 2)

(n+ 1)(mn+m+ 2)
− 1

=
{(n+ 1) +m}(mn+ 2)

(n+ 1){(mn+ 2) +m}
− 1

=
m(mn+ 2)−m(n+ 1)

(n+ 1){(mn+ 2) +m}

=
m{(m− 1)n+ 1}

(n+ 1){(mn+ 2) +m}
> 0

g(m, n+ 1) > g(m, n)であるから，mを固定すると，g(m, n)は nにつ
いて単調増加．また，g(m, n)はm，nの対称式であるから，同様に nを
固定すると，g(m, n)はmについて単調増加．したがって

g(m, n) = g(2, 2) = 1

が成立する．ただし，等号が成立するとき，m = n = 2である．

よって，求める正の整数の組 (m, n)は (1)の結果に限る． �
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4.16 (1) n4 = 1 + 210m2 · · · 1©の右辺は奇数であるから，nは奇数．

n2 + 1, n2 − 1は偶数であるから，
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は整数．

n2 + 1

2
− n2 − 1

2
= 1より，

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素である．

補足 ユークリッドの互除法により
n2 + 1

2
=

n2 − 1

2
·1 + 1

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
の最大公約数が 1であるから，これらの 2数は互いに素．

(2) nが奇数であるから，n+ 1, n− 1はともに偶数で，一方は 4で割り切れ
るから，次式から n2 − 1は，8の倍数である．

n2 − 1 = (n+ 1)(n− 1)

1©より (n2 + 1)(n2 − 1) = 2·3·5·7m2 · · · 1©′

ここで n2 ≡ 0, 1 (mod 3)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 3) · · · 2©
n2 ≡ 0, 1, 4, 2 (mod 7)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 7) · · · 3©

1©′， 2©， 3©より，n2 − 1は 3·7の倍数である．
よって，n2 − 1は，8× 3·7，すなわち，168の倍数である．

(3) (2)の結論から，n2 − 1 = 168N (N は整数)とおくと， 1©′より

(168N + 2)·168N = 2·3·5·7m2 ゆえに m = 2

√
2N(84N + 1)

5

2N は偶数，84N + 1は奇数であるから，N = 2k (kは整数)とおくと

m = 4

√
k(168k + 1)

5
, n =

√
336k + 1 (∗)

(∗)の第 1式から，整数 kの必要条件は

k ≡ 0 または　 168k + 1 ≡ 0 すなわち k ≡ 0, 3 (mod 5)

k = 3のとき m = 4
√
3·101，n =

√
1009より，不適

k = 5のとき m = 4
√
841 = 4·29 = 116, n =

√
1681 = 41

よって (m, n) = (116, 41) �
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4.17 2つの正の整数X, Y の最大公約数を (X, Y )と表記することにする．

n4 + 2 = (n2 + 2)(n2 − 2) + 6,

n6 + 2 = (n2 + 2)(n4 − 2n2 + 1) + 3n2

ユークリッドの互除法により

(n4 + 2, n2 + 2) = (n2 + 2, 6),

(n6 + 2, n2 + 2) = (n2 + 2, 3n2)

3つの整数 n2 + 2, n4 + 2, n6 + 2の最大公約数は，3つの整数 n2 + 2, 3n2, 6

の最大公約数と一致し，これを (n2 + 2, 3n2, 6)と表記すると

An = (n2 + 2, 3n2, 6)

であり，An ⊂ {1, 2, 3, 6}となるから，法 6について

n ≡ 0 のとき n2 + 2 ≡ 2, 3n2 ≡ 0 ゆえに An = 2 (mod 6)

n ≡ ±1 のとき n2 + 2 ≡ 3, 3n2 ≡ 3 ゆえに An = 3 (mod 6)

n ≡ ±2 のとき n2 + 2 ≡ 0, 3n2 ≡ 0 ゆえに An = 6 (mod 6)

n ≡ 3 のとき n2 + 2 ≡ 5, 3n2 ≡ 3 ゆえに An = 1 (mod 6)

よって An =


2 (n ≡ 0)

3 (n ≡ ±1)

6 (n ≡ ±2)

1 (n ≡ 3)

(mod 6)

補足 n6 + 2を n2 + 2で割った余り−6では，互除法が使えない．

n6 + 2 = (n2 + 2)(n4 − 2n2 + 4)− 6 �
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4.18 (1) A = a+ b+ c，B = bc+ ca+ ab，C = abcとおくと，a, b, cを解とする
3次方程式は

x3 − Ax2 +Bx− C = 0

A, B, Cが 1以外の素数 pを因数にもつと仮定する (背理法)．

aはこの方程式の解であるから

a3 = Aa2 −Ba+ C

上式の右辺は pを因数にもつから，左辺 a3は pを因数にもつ，すなわち，
aは pを因数にもつ．同様の議論により，b, cも pを因数にもつ．
これから，pは a, b, cの公約数となり，条件に反する．

別証 A = a+ b+ c，B = bc+ ca+ ab，C = abcとおき，A, B, Cが素数 pを
因数にもつと仮定する (背理法)．

Cが pを因数にもつから，a, b, cの少なくとも 1つが pを因数もつ．
一般性を失うことなく，aが pを因数にもつと

b+ c = A− a, bc = B − a(b+ c)

上の 2式の右辺は，ともに pを因数にもつから，b+c, bcは，pを因数もつ．

bcが pを因数にもつと，b, cの一方が pを因数もち，bが pを因数にもつ
とすれば，c = (b+ c)− bより，cも pを因数にもつ．
これから，pは a, b, cの公約数となり，条件に反する．
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(2) D = a2 + b2 + c2, E = a3 + b3 + c3とおくと

D = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ca)

= A2 − 2B

E = (a+ b+ c){(a+ b+ c)2 − 3(ab+ bc+ ca)}+ 3abc

= A(A2 − 3B) + 3C

ゆえに (∗) 2B = A2 −D, 3C = E − A(A2 − 3B)

A, D, Eが素数 q (q = 5)を因数にもつと仮定すると，(∗)の第 1式から，
Bは qを因数にもつ．これを (∗)の第 2式に適用すると，Cも qを因数に
もつ．このとき，A, B, Cが素数 qを因数にもち，条件に反する．

したがって，A, D, Eの最大公約数は 2m3n (m ,nは 0以上の整数)と表
される．(∗)より，2B, 3Cは 2m3nで割り切れるから，m = 2, n = 2の
とき，Aは 2m3nで割り切れ，Bは 2m−13nで割り切れ，Cは 2m3n−1で割
り切れる．このことは，A, B, Cの最大公約数が 1であることに反する．

A, D, Eの最大公約数をGとすると

G ⊂ {1, 2, 3, 6}

に絞られる．これらGの存在をすべて示せば十分である．

a b c A D E G

1 1 1 3 3 3 3

1 1 2 4 6 10 2

1 1 3 5 11 29 1

1 1 4 6 18 66 6

よって，求める最大公約数となる正の整数は 1, 2, 3, 6 �
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4.19 (1) a1 = 1, an+1 = an
2 + 1より

a2 = a1
2 + 1 = 12 + 1 = 2,

a3 = a2
2 + 1 = 22 + 1 = 5

b = a2 + 1，c = b2 + 1，d = c2 + 1とおくと，a ≡ 0 (mod 5)のとき

b = a2 + 1 ≡ 02 + 1 ≡ 1 (mod 5)

c = b2 + 1 ≡ 12 + 1 ≡ 2 (mod 5)

d = c2 + 1 ≡ 22 + 1 ≡ 0 (mod 5)

上式より，a3 ≡ 0 (mod 5)であるから，a6 ≡ 0 (mod 5)

したがって，順次，a3, a6, a9, · · · は 5の倍数となる．

よって，正の整数 nが 3の倍数のとき，anは 5の倍数となる．

(2) a1 = 1，an+1 = an
2 + 1より an = 1

さらに，an+1 − an = an(an − 1) + 1 > 0より an < an+1

a1 < a2 < a3 < · · · < ak−1 < akより，a1, a2, a3, · · · , ak−1を akで割った
余りは，それぞれ，a1, a2, a3, · · · , ak−1である．

l = 1, 2, 3, · · · , kについて，次が成立することを示す．

(∗) ak+l ≡ al (mod ak)

が成立することを示す．

ak+1 = ak
2 + 1 ≡ 02 + 1 = a1 (mod ak)

ak+2 = ak+1
2 + 1 ≡ a1

2 + 1 = a2 (mod ak)

ak+3 = ak+2
2 + 1 ≡ a2

2 + 1 = a3 (mod ak)

...

a2k−1 = ak+(k−2)
2 + 1 ≡ ak−2

2 + 1 = ak−1 (mod ak)

a2k = ak+(k−1)
2 + 1 ≡ ak−1

2 + 1 = ak ≡ 0 (mod ak)

これから，(∗)が成立し，特に ak+l ≡ 0 (mod ak)となるのは，l = kのと
きに限る．したがって，akの倍数は

ak, a2k, a3k, · · ·

よって，anが akの倍数となるための必要十分条件は nが kの倍数
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補足 kの値について実験を行い，結論を予想する．整数 p, qについて，pが q

の倍数 (qが pの約数)であることを，q | pと書く．
b = a2 + 1，c = b2 + 1，d = c2 + 1，e = d2 + 1とおく．

(i) k = 1のとき，a1 = 1であるから，正の整数 nについて a1 | an
(ii) k = 2のとき，a2 = 2．a ≡ 0 (mod 2)とすると

b = a2 + 1 ≡ 02 + 1 ≡ 1 (mod 2)

c = b2 + 1 ≡ 12 + 1 ≡ 0 (mod 2)

したがって，順次，a2, a4, a6, · · · は a2の倍数である．
よって，nが 2の倍数のとき a2 | an

(iii) k = 3のとき，(1)の結論から，nが 3の倍数のとき a3 | an
(iv) k = 4のとき，a4 = a3

2 + 1 = 52 + 1 = 26．a ≡ 0 (mod 26)とすると

b = a2 + 1 ≡ 02 + 1 ≡ 1 (mod 26)

c = b2 + 1 ≡ 12 + 1 ≡ 2 (mod 26)

d = c2 + 1 ≡ 22 + 1 ≡ 5 (mod 26)

e = d2 + 1 ≡ 52 + 1 ≡ 0 (mod 26)

したがって，順次，a4, a8, a12, · · · は a4の倍数である．
よって，nが 4の倍数のとき a4 | an

(i)～(iv)から，「k |n⇐⇒ ak | an」が予想される．
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(3) (2)の結論から，a4kは akの倍数．k = 2022とおくと，8091 = 4k+3より

a4k+1 = a4k
2 + 1 ≡ 02 + 1 = 1 (mod ak)

a4k+2 = a4k+1
2 + 1 ≡ 12 + 1 = 2 (mod ak)

a4k+3 = a4k+2
2 + 1 ≡ 22 + 1 = 5 (mod ak)

a4k+3
2 ≡ 52 = 25 (mod ak)

ユークリッドの互除法により

(∗∗) a4k+3
2と akの最大公約数は，akと 25の最大公約数．

b = a2 + 1，c = b2 + 1，d = c2 + 1とおくと，a ≡ 1 (mod 25)のとき

b = a2 + 1 ≡ 02 + 1 ≡ 1 (mod 25)

c = b2 + 1 ≡ 12 + 1 ≡ 2 (mod 25)

d = c2 + 1 ≡ 22 + 1 ≡ 5 (mod 25)

e = d2 + 1 ≡ 52 + 1 ≡ 1 (mod 25)

a1 = 1より，kが 3の倍数のとき ak ≡ 5 (mod 25)

これから akは 5で割り切れるが，25で割り切れない．

(∗∗)より，求める最大公約数は 5 �
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5.1 (1) 直線OAの傾きが tであるから，`は点A(1, t)を通り傾き−1

t
の直線より

y − t = −1

t
(x− 1) すなわち x + ty = 1 + t2

(2) C2 : y = f(x)とおくと，点Aの座標と`の傾きから f(1) = t，f ′(1) = −1

t

f(x) = a(x− 1)2 − 1

t
(x− 1) + t

とおける (aは定数)．C2は x軸に接するから(
−1

t

)2

− 4at = 0 ゆえに a =
1

4t3

したがって f(x) =
1

4t3
(x− 1)2 − 1

t
(x− 1) + t

=
1

4t3
{(x− 1)2 − 4t2(x− 1) + 4t4}

=
1

4t3
{(x− 1)− 2t2}2 = 1

4t3
(x− 2t2 − 1)2

よって p = 2t2 + 1

O

y

x1

t A

`

C1

C2

x = p

M

N

(3) 点Nの y座標は f(0) =
1

4t3
(2t2 + 1)2

4OMN =
1

2
pf(0) =

1

2
(2t2 + 1)· 1

4t3
(2t2 + 1)2 =

(
2t2 + 1

2t

)3

=

(
t+

1

2t

)3

t+
1

2t
= 2

√
t· 1
2t

=
√
2より，求める最小値は (

√
2)3 = 2

√
2 �
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5.2 (1) C : y = exを微分すると y′ = ex

C上の点 P(t, et)における接線 lは

y − et = et(x− t)

すなわち y = et(x− t+ 1)

x = 0のとき，y = et(1− t)であるから

Q(0, et(1 − t))

y = 0のとき，x = t− 1であるから

R(t − 1, 0)

　

O

y

x

C

l

t

et

R

P

Q

1

D1

D2

H

(2) 部分積分法により∫
log x dx =

∫
(x)′ log x dx = x log x−

∫
dx

= x(log x − 1) + C1 (C1は積分定数),∫
(log x)2 dx =

∫
(x)′(log x)2 dx = x(log x)2 − 2

∫
log x dx

= x(log x)2 − 2x(log x− 1) + C2

= x{(log x)2 − 2 log x + 2} + C2 (C2は積分定数)

別解 t = log xとおくと，x = et，
dx

dt
= etであるから∫

log x dx =

∫
ett dt = et{t− (t)′}+ C1

= et(t− 1) + C1

= x(log x− 1) + C1,∫
(log x)2 dx =

∫
ett2 dt = et{t2 − (t2)′ + (t2)′′}+ C2

= et(t2 − 2t+ 2) + C2

= x{(log x)2 − 2 log x+ 2}+ C2

ここでは，次の積分公式を利用している 18．∫
epxf(x) dx =

epx

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C∫

exf(x) dx = ex {f(x)− f ′(x) + f ′′(x)− f ′′′(x) + · · · }+ C

18http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7を参照)
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(3) V1(t)，V2(t)の体積は，前ページの図から (C : x = log y)

V1(t) =
1

3
πOR2·OQ

=
π

3
(1− t)2·et(1− t) =

π

3
et(1 − t)3,

V2(t) =
1

3
πPH2·QH− π

∫ et

1

(log y)2 dy

=
π

3
t2·{et − et(1− t)} − π

[
y{(log y)2 − 2 log y + 2}

]et
1

=
π

3
ett3 − π{et(t2 − 2t+ 2)− 2}

= π

{
et

(
t3

3
− t2 + 2t − 2

)
+ 2

}
別解 バウムクーヘン型の求積法を用いると 19，D2を y軸の周りに 1回転させ

てできる立体の体積 V2(t)は，C : y = ex，l : y = etx+ (1− t)etより

V2(t)

2π
=

∫ t

0

x{ex − etx− (1− t)et} dx

=

[
ex(x− 1)− 1

3
etx3 − 1

2
(1− t)etx2

]t
0

= et
(
t3

6
− t2

2
+ t− 1

)
+ 1

(4) (3)の結果から

V (t) = V1(t) + V2(t) =
π

3
et(1− t)3 + π

{
et
(
t3

3
− t2 + 2t− 2

)
+ 2

}
= π

{
et
(
t− 5

3

)
+ 2

}
,

V ′(t) = et
(
t− 2

3

)
0 < t < 1における V (t)の増減表は

t (0) · · · 2
3

· · · 1

V ′(t) − 0 +

V (t) ↘ 極小 ↗

よって，V (t)は t =
2

3
のとき，最小値 V

(
2

3

)
= π(2 − e

2
3 )をとる． �

19http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai i 2016.pdf 2
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5.3 (1) In =

∫ e

1

(log x)n dxより (nは自然数)

I1 =

∫ e

1

log x dx =

[
x(log x− 1)

]e
1

= 1,

I2 =

∫ e

1

(log x)2 dx =

[
x{(log x)2 − 2 log x+ 2}

]e
1

= e − 2,

In+1 =

∫ e

1

(x)′(log x)n+1 dx

=

[
x(log x)n+1

]e
1

− (n+ 1)

∫ e

1

(log x)n dx

= e − (n + 1)In

(2) a+ be = 0について (a, bは有理数)，b 6= 0とすると

e = −a

b

上式の左辺は無理数，右辺は有理数であるから，不合理．

b = 0であるから，これを a+ be = 0に代入すると a = 0

よって，a+ be = 0ならば (a, bは有理数)，a = 0かつ b = 0

(3) (∗) In = An +Bne (An, Bnは有理数)

［1］n = 1のとき，I1 = 1 + 0·eより，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立する，すなわち，

Ik = Ak +Bke (Ak, Bkは有理数)

であると仮定すると，(1)で示した漸化式により

Ik+1 = e− (k + 1)Ik = e− (k + 1)(Ak +Bke)

= −(k + 1)Ak + {1− (k + 1)Bk}e

これから

Ak+1 = −(k + 1)Ak, Bk+1 = 1− (k + 1)Bk (∗∗)

とおくと，Ak+1, Bk+1は有理数であるから，n = k + 1のときも (∗)
は成立する．

［1］,［2］により，すべての自然数 nについて，(∗)は成立する．
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(4) (∗∗)の第 1式の両辺を (−1)k+1(k + 1)!で割ると

Ak+1

(−1)k(k + 1)!
=

Ak

(−1)kk!
ゆえに

An

(−1)nn!
=

A1

(−1)11!

A1 = 1であるから An = (−1)n+1n! また Cn =
An

(−1)n+1n!
= 1

(5) (#) Bn = 1 +
n∑

i=1

(−1)inPi

［1］n = 1のとき，I1 = 1 + 0·eより，B1 = 0

(#)より B1 = 1 +
1∑

i=1

(−1)i1Pi = 1 + (−1) = 0

よって，n = 1のとき，(#)は成立する．

［2］n = kのとき，(#)が成立する，すなわち

Bk = 1 +
k∑

i=1

(−1)ikPi

が成り立つと仮定すると，(∗∗)の第 2式から

Bk+1 = 1− (k + 1)Bk

= 1− (k + 1)

{
1 +

k∑
i=1

(−1)ikPi

}

= 1 + (−1)1k+1P1 +
k∑

i=1

(−1)i+1
k+1Pi+1

= 1 + (−1)1k+1P1 +
k+1∑
i=2

(−1)ik+1Pi = 1 +
k+1∑
i=1

(−1)ik+1Pi

よって，n = k + 1のときも (#)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(#)は成立する．

(4)および上の結果を用いて

I5 = A5 +B5e = (−1)65! +

{
1 +

5∑
i=1

(−1)i5Pi

}
e

= 120 + (1− 5 + 20− 60 + 120− 120)e

= 120 − 44e
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補足 I1 = 1, In+1 = e− (n+ 1)Inより

(−1)n+1

(n+ 1)!
In+1 −

(−1)n

n!
In =

(−1)n+1e

(n+ 1)!

したがって，n = 2のとき

n−1∑
k=1

{
(−1)k+1

(k + 1)!
Ik+1 −

(−1)k

k!
Ik

}
=

n−1∑
k=1

(−1)k+1e

(k + 1)!

(−1)n

n!
In + 1 =

n∑
k=2

(−1)ke
k!

n∑
k=2

(−1)ke
k!

=
n∑

k=0

(−1)ke
k!

であるから

In = (−1)n+1n! + (−1)nn!
n∑

k=0

(−1)ke
k!

= (−1)n+1n! + e
n∑

k=0

(−1)n−kn!

k!

= (−1)n+1n! + e
n∑

k=0

(−1)kn!
(n− k)!

= (−1)n+1n! + e
n∑

k=0

(−1)knPk

上式は，n = 1のときも成立する．よって

An = (−1)n+1n!, Bn =
n∑

k=0

(−1)knPk = 1 +
n∑

k=1

(−1)knPk

t = log xとおくと，x = et，
dx

dt
= etであるから (66ページの 5.2を参照)

In =

∫ e

1

(log x)n dx =

∫ 1

0

ettn dt =

[
et

n∑
k=0

(−1)k(tn)(k)
]1
0

=

[
et

n−1∑
k=0

(−1)knPkt
n−k + et(−1)nn!

]1
0

= e
n∑

k=0

(−1)knPk + (−1)n+1n!

�
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5.4 (1) 点 P(a, b)を通り，傾きmの直線を `とすると，その方程式は

y − b = m(x− a) すなわち y = mx−ma+ b

C : y = x3 − xと ` : y = mx−ma+ bの方程式から，yを消去すると

x3 − x = mx−ma+ b ゆえに x3 − (m+ 1)x+ma− b = 0 (∗)

f(x) = x3−(m+1)x+ma−bとおくと，`とCが異なる 3点で交わるとき，
3次関数 f(x)は極値をもち，極値を与える xの値は 2次方程式 f ′(x) = 0

の異なる 2つの実数解であるから

3x2 − (m+ 1) = 0 これを解いて x = ±
√

m+ 1

3
(m > −1)

ここで，k =

√
m+ 1

3
· · · 1©とおくと (k > 0)

f(x) = x3 − 3k2x+ (3k2 − 1)a− b

極大値 f(−k)，極小値 f(k)は

f(−k) = 2k3 + (3k2 − 1)a− b, f(k) = −2k3 + (3k2 − 1)a− b

上の 2式から，十分大きい kの値に対して

f(−k)f(k) = {(3k2 − 1)a− b}2 − 4k6

= k6

{(
3a

k
− a+ b

k3

)2

− 4

}
< 0

1©より，`の傾きmが十分に大きいとき，条件 (i)を満たす．

(2) 3次方程式 f(x) = 0の解を α, β, γとすると (α < β < γ)，点 Pが条件
(ii)を満たすとき∫ β

α

f(x) dx =

∫ γ

β

{−f(x)} dx ゆえに
∫ γ

α

f(x) dx = 0 (∗∗)

このとき，f(x) = (x− α)(x− β)(x− γ)であるから

f(x) = (x− α){(x− α)− (β − α)}(x− γ)

= −(x− α)2(γ − x) + (β − α)(x− α)(γ − x)
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したがって 20∫ γ

α

f(x) dx = −
∫ γ

α

(x− α)2(γ − x) dx+ (β − α)

∫ γ

α

(x− α)(γ − x) dx

= − 1

12
(γ − α)4 + (β − α)·1

6
(γ − α)3

=
1

12
(γ − α)3{−(γ − α) + 2(β − α)}

=
1

12
(γ − α)3(−α + 2β − γ)

(∗∗)より −α + 2β − γ = 0 · · · 2©

また，3次方程式 (∗)の解と係数の関係から

α + β + γ = 0, αβ + βγ + γα = −m− 1, αβγ = −ma+ b

上の 3式と 2©から (α < β < γ)

−α = γ > 0, β = 0, m = γ2 − 1, −ma+ b = 0

これから，直線 `の方程式は y = (γ2 − 1)x (γ > 0)

(i) x = 0のとき y = 0

(ii) x > 0のとき，直線 y = −xの上側で境界線を含まない．
(iii) x < 0のとき，直線 y = −xの下側で境界線を含まない．

以上の結果から，点 Pの表す領域は，下の図の斜線部分で境界線を含ま
ない．ただし，原点を含む．

O

y

x

y = −x

�

20http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2020.pdf (p.8を参照)
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5.5 (1) f(x) = g(x) + 3

∫ x

0

et−xf(t) dtより

f(x) = g(x) + 3e−x

∫ x

0

etf(t) dt (∗)

これを微分すると

f ′(x) = g′(x)− 3e−x

∫ x

0

etf(t) dt+ 3f(x) (∗∗)

(∗)と (∗∗)の辺々を加えて整理すると

f ′(x) = 2f(x) + g(x) + g′(x) (A)

これが f ′(x) = 2f(x) + h(x)と一致するから

h(x) = g(x) + g′(x)

(2) e−2xf(x)を微分し，(A)を代入すると

{e−2xf(x)}′ = −2e−2xf(x) + e−2xf ′(x)

= −2e−2xf(x) + e−2x{2f(x) + g(x) + g′(x)}
= e−2x{g(x) + g′(x)}

(3) e−2xf(x)が定数関数のとき，(2)の結果は 0であるから

g(x) + g′(x) = 0 ゆえに exg(x) + exg′(x) = 0

{exg(x)}′ = 0であるから，定数C1を用いて

exg(x) = C1 ゆえに g(x) = C1e
−x

g(0) = 1であるから C1 = 1 よって g(x) = e−x

e−2xf(x)が定数関数であるから，定数C2を用いて

e−2xf(x) = C2 ゆえに f(x) = C2e
2x

(∗)に x = 0を代入すると f(0) = g(0) = 1 ゆえに C2 = 1

よって f(x) = e2x
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(4) (A)に g(x) = x2 + 1を代入することにより

f ′(x)− 2f(x) = (x+ 1)2 ゆえに {e−2xf(x)}′ = e−2x(x+ 1)2

積分定数Cを用いて

e−2xf(x) =

∫
e−2x(x+ 1)2 dx

= −1

2
e−2x

{
(x+ 1)2 +

{(x+ 1)2}′

2
+
{(x+ 1)2}′′

22

}
+ C

= −1

2
e−2x

(
x2 + 3x+

5

2

)
+ C

したがって f(x) = −x2

2
− 3

2
x− 5

4
+ Ce2x

f(0) = 1であるから f(x) = −
x2

2
−

3

2
x −

5

4
+

9

4
e2x

補足 ここでは，次の積分公式を利用している 21．∫
epxf(x) dx =

epx

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C∫

e−pxf(x) dx = −epx

p

{
f(x) +

f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
+

f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

�

21http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7を参照)

293

Sa
m
pl
e

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf


5.6 (1) ~a =
−→
OA = (1, 1, 0)，~b =

−→
OB = (2, 1, 2)

~n = (x, y, z)とおくと，~a·~n = 0，~b·~n = 0であるから

x+ y = 0, 2x+ y + 2z = 0 ゆえに y = −x, z = −1

2
x

~n =

(
x,−x,−1

2
x

)
，|~n|2 = 1であるから

x2 + x2 +
1

4
x2 = 1 ゆえに 9x2 = 4

x > 0に注意して x =
2

3
よって ~n =

(
2

3
,−

2

3
,−

1

3

)
(2)
−→
ON = ~nとし，Pから平面 αおよび直線ONに引いた垂線の交点をそれぞ
れH，Tとすると

−→
OP =

−→
OH+

−→
OT,

−→
OT = (

−→
OP·~n)~n (∗)

−→
OP = (4, 0,−1)より，

−→
OP·~n = 3であるから

−→
OT = (2,−2,−1)

これと (∗)の第 1式により，
−→
OH = (2, 2, 0)であるから

−−→
OP′ =

−→
OH+

−−→
HP′ =

−→
OH+ (−

−→
OT) = (0, 4, 1) よって P′(0, 4, 1)

α
~n

T P

P′

H
O

N

(3)
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平

面αに関して同じ側にある．このとき，PR : RQ = P′R : RQ = 3 : 1であ
るから，Rは線分 P′Qを 3 : 1に内分する点である．(

1·0 + 3·4
3 + 1

,
1·4 + 3·0
3 + 1

,
1·1 + 3·5
3 + 1

)
すなわち R(3, 1, 4)
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別解
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平面

αに関して同じ側にある．このとき点Rは，2点P′(0, 4, 1)，Q(4, 0, 5)

を通る直線上にある．

−→
OR =

−−→
OP′ + t

−−→
P′Q (tは実数)

= (0, 4, 1) + t(4,−4, 4)

= (4t, 4− 4t, 1 + 4t)

点Rは平面 α上にあるから，
−→
OR·~n = 0より

2

3
·4t− 2

3
(4− 4t)− 1

3
(1 + 4t) = 0 これを解いて t =

3

4

したがって
−→
OR = (3, 1, 4) よって R(3, 1, 4) �
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5.7 (1)
−→
AB = (b1, b2, b3)，

−→
AC = (c1, c2, c3)，

−→
AD = (b2c3 − b3c2, b3c1 − b1c3, b1c2 − b2c1)について

−→
AB·
−→
AD = b1(b2c3 − b3c2) + b2(b3c1 − b1c3) + b3(b1c2 − b2c1)

= b1b2c3 − b3b1c2 + b2b3c1 − b1b2c3 + b3b1c2 − b2b3c1 = 0,
−→
AC·
−→
AD = c1(b2c3 − b3c2) + c2(b3c1 − b1c3) + c3(b1c2 − b2c1)

= b2c3c1 − b3c1c2 + b3c1c2 − b1c2c3 + b1c2c3 − b2c3c1 = 0

−→
ABと

−→
ACが 1次独立であるから，平面ABC上の任意の点 Pは

−→
AP = α

−→
AB + β

−→
AC (α, βは実数)

とおける．したがって

−→
AP·
−→
AD = (α

−→
AB + β

−→
AC)·

−→
AD

= α
−→
AB·
−→
AD+ β

−→
AC·
−→
AD = 0

(2) 等式

(b1
2 + b2

2 + b3
2)(c1

2 + c2
2 + c3

2) = (b1c1 + b2c2 + b3c3)
2 + (b2c3 − b3c2)

2

+ (b3c1 − b1c3)
2 + (b1c2 − b2c1)

2

より，|
−→
AB|2|

−→
AC|2 = (

−→
AB·
−→
AC)2 + |

−→
AD|2 が成立する．

したがって，4ABCの面積を Sとすると

S =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB·
−→
AC)2 =

1

2
|
−→
AD| (∗)

A(−1, 1, 2)，B(3,−1, 0)，C(1, 3,−2)より
−→
AB = (4,−2,−2),

−→
AC = (2, 2,−4)

ゆえに
−→
AD = (−2·(−4)− (−2)·2, (−2)·2− 4·(−4), 4·2− (−2)·2)

= (12, 12, 12)

よって S =
1

2
|
−→
AD| = 1

2

√
122 + 122 + 122 = 6

√
3
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(3) (∗)と同様に，
−→
BC = (d1, d2, d3),

−→
BE = (e1, e2, e3)に対して

−→
BF = (d2e3 − d3e2, d3e1 − d1e3, d1e2 − d2e1) (∗∗)

とすると，4BCE =
1

2
|
−→
BF|である．

A(−1, 1, 2)，B(3,−1, 0)，C(1, 3,−2)，
−→
AE = k

−→
ADより

−→
OE =

−→
OA+

−→
AE =

−→
OA+ k

−→
AD

= (−1, 1, 2) + k(12, 12, 12)

= (12k − 1, 12k + 1, 12k + 2) · · · 1©

このとき

−→
BC =

−→
OC−

−→
OB = (1, 3,−2)− (3,−1, 0) = (−2, 4,−2),

−→
BE =

−→
OE−

−→
OB = (12k − 1, 12k + 1, 12k + 2)− (3,−1, 0)

= (12k − 4, 12k + 2, 12k + 2)

(∗∗)により，
−→
BF = 12(−6k − 1,−1, 6k − 1)であるから

4BCE =
1

2
·12
√
(−6k − 1)2 + (−1)2 + (6k − 1)2

= 6
√
72k2 + 3

4EBC = 6
√
5であるから

6
√
72k2 + 3 = 6

√
5 これを解いて (k > 0) k =

1

6

1©より
−→
OE = (1, 3, 4) よって E(1, 3, 4)

G

A

B

C

E

D
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(4) A(−1, 1, 2)，E(1, 3, 4)より

−→
AE = (2, 2, 2) ゆえに |

−→
AE| = 2

√
3

2つの条件から
1

3
4ABC|

−→
AE| = 1

3
4BCE|

−→
GQ|

1

3
·6
√
3·2
√
3 =

1

3
·6
√
5|
−→
GQ| ゆえに |

−→
GQ| = 6√

5

(3)の結果から
−→
BF = 12(−2,−1, 0)

−→
BFと平行な単位ベクトルを~eとすると

~v = ± 1√
5
(2, 1, 0)

−→
GQと

−→
BFは平行であるから

−→
GQ = |

−→
GQ|~e = ±6

5
(2, 1, 0)

また，E(1, 3, 4)，B(3,−1, 0)，C(1, 3,−2)より，4EBCの重心Gは

G

(
5

3
,
5

3
,
2

3

)
したがって

−→
OQ =

−→
OG+

−→
GQ =

(
5

3
,
5

3
,
2

3

)
± 6

5
(2, 1, 0)

よって，求める点 Eの座標は(
61

15
,
43

15
,
2

3

)
または

(
−
11

15
,

7

15
,
2

3

)
�
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5.8 (1) A(2, 0, 0)，B(0, 3, 0)，C(0, 0, 1)より

−→
AB = (−2, 3, 0),

−→
AC = (−2, 0, 1)

−→
ABと

−→
ACの x成分が等しく，y成分および z成分が異なる．

したがって，3点A，B，Cは一直線上にない．

D

(
3,−1, 5

6

)
，E

(
8, 4,−1

3

)
，F

(
5, 3,

1

2

)
より

−→
DE =

(
5, 5,−7

6

)
,
−→
DF =

(
2, 4,−1

3

)

これから
1

5

−→
DE =

(
1, 1,− 7

30

)
，

1

2

−→
DF =

(
1, 2,−1

6

)
1

5

−→
DEと

1

2

−→
DFの x成分が等しく，y成分および z成分が異なる．

したがって，3点D，E，Fは一直線上にない．

(2)
−→
ABおよび

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを ~u = (3, 2, 6)とし，

−→
DEおよび

−→
DFに垂直なベクトルの 1つを~v = (9,−2, 30)とする．

平面ABC上の点 P(x, y, z)について，~u·
−→
AP = 0であるから

3(x− 2) + 2y + 6z = 0 ゆえに 3x+ 2y + 6z = 6 · · · 1©

平面DEF上の点Q(x, y, z)について，~v·
−→
DQ = 0であるから

9(x− 3)− 2(y + 1) + 30

(
z − 5

6

)
= 0

整理すると 9x− 2y + 30z = 54 · · · 2©

1©， 2©から yを消去すると x = −3z + 5 · · · 3©

3©を 1©に代入すると z =
2

3
y + 3 · · · 4©

y = 3tとおくと， 3©， 4©より x = −6t− 4，z = 2t+ 3

したがって ` : (x, y, z) = (−4, 0, 3) + t(−6, 3, 2)

よって，`は点 (−4, 0, 3)を通り，ベクトル (−6, 3, 2)に平行． �

299

Sa
m
pl
e



索引 (ページ番号)

• 北大理系 2022年, 5, 36, 38, 43

• 東北大理系 2022年, 6, 39, 54, 57

• 筑波大 2022年, 7, 47, 55, 56, 64

• 千葉大 2022年, 7–9, 30, 35, 44, 54

• 東大理系 2022年, 9, 10, 56, 58, 59, 79

• 東工大 2022年, 10, 11, 30, 53, 59

• 一橋大 2022年, 11, 36, 37, 47

• 名大理系 2022年, 12, 55, 57

• 京大理系 2022年, 13, 33, 37, 50, 59

• 阪大理系 2022年, 13, 31, 32

• 神戸大理系 2022年, 14, 39, 42, 48

• 広大理系 2022年, 15, 30, 32, 46, 49

• 山口大 2022年, 15, 16, 37, 40, 42, 49, 50

• 九大理系 2022年, 17, 33, 54, 59, 89

• 九工大 2022年, 19, 56, 89

• 福教大 2022年, 20, 38, 41

• 佐賀大 2022年, 21, 38, 44

• 長崎大 2022年, 22, 50, 52, 66

長大医 2022年, 23, 66

• 熊大文系 2022年, 92

熊大理系 2022年, 23, 40, 45

熊大医 2022年, 55, 58

• 大分大 2022年, 24, 25, 44

分大医 2022年, 32, 33, 48

• 宮崎大 2022年, 26, 27, 36, 37, 41, 43, 48, 51

• 鹿児島大 2022年, 28, 35, 37, 40, 42, 52

• 琉球大 2022年, 29, 34
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